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AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR. 
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Ce cours, résultat général de tous mes travaux de- 
puis ma sortie de l’École Polytechnique en 1816, fut 
ouvert pour la première fois en avril 1826. Après un 
petit nombre de séances, une maladie graye m’em- 
pècha , à cette époque, de poursuivre une entreprise 
encouragée, dès sa naissance, par les suffrages de 
plusieurs savans du premier ordre, parmi lesquels je 
pouvais citer dès-lors MM. Alexandre de Humboldt, 
de Blainville et Poinsot, membres de l’Académie des 

. Sciences, qui voulurent bien suivre avec un intérêt 

soutenu l’exposition de mes idées. J'ai refait ce cours 
en entier l'hiver dernier , à partir du 4 janvier 1829, 
devant un auditoire dont avaient bien voulu faire 
partie M. Fourier, secrétaire perpétuel de l’Académie 
des Sciences, MM. de Blainville, Poinsot, Navier, 
membres de la même Académie, MM. les professeurs 
Broussais , Esquirol, Binet, etc. , auxquels je dois ici 
témoigner publiquement ma reconnaissance pour la 
manière dont ils ont accueilli cette nouvelle tentative 
philosophique. 

Après m'être assuré par de tels suffrages que ce 
cours pouvait utilement recevoir une plus grande 
publicité , j’ai cru devoir, à cette intention, l’exposer 
cet hiver à l’Athénée royal de Paris, où il vient d’être 
ouvert le o décembre. Le plan est demeuré complè- 
tement le même; seulement les convenances de cet 
établissement m’obligent à restreindre un peu les 


VI AVERTISSEMENT. 


développemens de mon cours. Ils se trouvent ut 
entiers'dans la publication que je fais aujourd'hui 
de mes leçons, telles qu’elles ont eu lieu l’année 
dernière. : 

Pour compléter cette notice historique, il est con- 
venable de faire observer, relativement à quelques=, 
unes des idées fondamentales exposées dans, ce cours, 
que je les ‘avais présentées antérieurement das’ la * 
première partie d’un ouvragé intitulé Système dé 
politique positive, imprimée à cent exemplaires ‘enRe 
mai 1822, et réimpriméé ensuite en avril 1824, F4 
un nombre Pete plus” considérablé.  Gette: 
prémière partie n’a point encore été formellement" # 
publiée, maïs seulemènt communiquée, par voie 
de l’impression, à un grand nombre dé savans et den 
philosophes européens. Elle né séra mise définitive- | 
ment en circulation qu'avec la séconde partie, que 
] "espère pouvoir faire paraître à la fin dé l’année 1830. 

Jai cru nécessaire de constater ici la publicité effec= 
tive de ce premier travail, parce que quelques idées 
offrant uné certaine analogie avec unes partie des 
miennes , se trouvent exposées, sañs aucune mention 
de mes recherches, dans divers ouvrages publiés pos- 
térieuréement, surtout en ce qui concerne la rénova- 
tion des rHétds sociales. Quoique des esprits diffé- 
rens aient pu, sans aucune communication , comme le 
montre souvent l’histoire de l’esprit humain , arrive” 
séparément à des conceptions analogues en s’occupant 
d’une même classe de travaux, je devais néanmoins 
insistér sur l’antériorité réellé d’un ouvrage Le connu 
du public, afin qu’on ne suppose pas que j’ai puisé 
le germe de certaines idées dans des écrits qui sont, 
au contraire, plus récens. 4 

Plusieurs personnes m’ayant déjà demandé quel-" 


… 


AVERTISSEMENT. vil 
ques éclaircissemens relativement au titre de ce-cours, 
jecrois utile d'indiquer ici, à ce-sujet, une-explication 
sommaires  ! 

L'expression philosophie positive étant constam- 
ment employée, dans toute l’étendue de :ce cours, 
suivant une acception rigoureusement ‘invariable, äl 
n'a paru superflu de :la définir :autrement :que par 


__ l'usage uniforme que j'en ai toujours fait. La pre- 


à 


(a | 


mière Jeçon, en particulier, peut être regardée tout 
entière comme Île dévéloppement de la définition 
exacte de ce que j'appelle /a philosophie positive. Je 


. ségrette néanmoins d’avoir été obligé d'adopter, à 


… défaut de tout autre, un terme comme celui de pzr- 
_… losophie, qui a été si abusivement employé dans 
. une multitude daceeptions diverses. Mais l’adjectif 
_ positive par lequel j’en modifie le sens me parait suf- 
_ fire pour faire disparaître, même au premier abord, 
toute équivoque essentielle, chez ceux, du moins, 


 quh en connaissent bien la valeur. Je me bornerai 


donc , dans cet avertissement , à déclarer que j’emploie 


* le mot philosophie dans etes que lui donnaient 


les anciens, et particulièrement. Aristote, comme 
désignant le système général des conceptions humai- 
nes ; et, en ajoutant le mot positive, j’annonce que 
je considère cette manière spéciale de philosopher qui 
consiste à envisager les théories, dans quelque ordre 


: d'idées que ce soit , comme ayant pour objet la coor- 


dination des faits observés, ce qui constitue le troi- 
sième et dernier état de la philosophie générale, 
primitivement théologique et ensuite métaphysique, 
ainsi que je l’explique dès la première leçon. 

Il ÿ a, sans doute, beaucoup d’analosie entre ma 
philosophie positive et ce que les savans anglais en- 


* tendent, depuis Newton surtout, par philosophie na- 
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‘sciences qui serait peut-être encore plus précise, 


turelle. Mais je n’ai pas dû choisir a 
nomination, non plus que celle de philosophie des 
parce”. 
que l’une et l’autre ne s’entendent pas encore de tous 7 f 
les ordres de phénomènes, tandis que la philosophie 
positive, dans laquelle je comprends l’étude des phé- 
nomènes sociaux aussi bien que de tous les autres, g 
désigne une manière uniforme de raisonner applicable 
à tous les sujets sur lesquels l'esprit humain peut 
s'exercer. En outre, l'expression philosophie naturel 
est usitée, en Angleterre, pour désigner l’ensembl 
des diverses sciences d’observation, considérées jus 
que dans leurs spécialités les plus détaillées ; au lieu 
que par philosophie positive, comparé à sciences. po-* 
sitives, j'entends seulement l'étude propre des gé=. 
néralités des différentes sciences, conçues com 
soumises à une méthode unique, et comme for! + A 
les différentes parties d’un plan général de recherches. 
Le terme que j'ai été conduit à construire est don 
à la fois, plus étendu et plus restreint que les dé. 
nominations, d’ailleurs analogues, quant au caractère. | 
fondamental des idées, qu’on pourrait, de pires > 
abord , regarder comme équivalentes: j46 1080 1 
| É 
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_ SOMMAIRE. Exposition du but de ce cours, ou considérations 
générales sur la nature et l'importance de la philosophie po- 
sitive. 


L'objet de cette première lecon est d’exposer 
nettement le but du cours, c'est-à-dire de dé- 
terminer exactement l'esprit dans lequel seront 
considérées les diverses branches fondamentales 
dela philosophie naturelle ; indiquées par le pro- 
gramme sommaire que je vous ai présenté. 
| Sans doute ; da nature de ce cours ne saurait 
être complétement appréciée, de manière à pou- 
voir sen former une opinion définitive, que 
lorsque les diverses parties en auront été succes- 
sivement développées. T'el est l'inconvénient ordi- 

TOME I. Le 1 
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naire des définitions relatives à des systèmes 
d'idées très-étendus, quand elles en précèdent 
l'exposition. Mais les généralités peuvent être 
conçues sous deux, aspects, ou comme aperçu 
d’une doctrine à établir ; ou comme résumé d’une 
doctrine établie. Si c’est seulement sous ce der- 


nier point de vue qu’elles acquièrent toute leur 


valeur, elles n’en ont pas moins déjà, sous le 
premier , une extrême importance, en caractéri= 
sant dès l’origine le sujet à considérer. La cir- 
conscription générale du champ de nos recher- 
ches, tracée avec toute la sévérité possible, est, 
pour notre esprit, un préliminaire particulière- 
ment Phien bee dans une étude aussi vaste et 
jusqu'ici aussi peu déterminée que celle dont nous 
allons nous occuper. C'est afin d’obéir à cette né- 
cessité logique que je crois devoir vous indiquer, 
dès ce moment, la série des considérations fonda- 
mentales qui ont donné naissance à ce nouveau 
cours ; et qui seront d’ailleurs spécialement dé- 
veloppées, dans la suite, avec toute l’extension 
que réclame la haute importance de chacuné 
d'elles. | 
Pour expliquer convenablement la Véritable 
nature et le caractère propre de la philosophie 
positive, il est indispensable de jeter d’abord un 
coup-d'œil général sur la marche progressive de 
lesprit humain, envisagée .dans son ensemble : 


CUT ES TRS) 
he. F. 


EXPOSITION. 5 
car une conception quelconque ne peut être bien 
connue que par son histoire! 

En étudiant ainsi le développement total de 
Vintelligence humaine dans ses diverses sphères 
d'activité’, depuis son premier essor le plus sim- 
ple jusqu’à nos jours, je croïs avoir découvert une 
grande loï fondamentale, à laquelle-il est assu- 
Jéti par une nécessité invariable , et qui me sem- 
ble pouvoir être solidement établie , soit sur les 
preuves rationnelles fournies par la Connaissance 
de notre organisation , soit sur les vérifications 
* historiques résultant d’un examen attentif du 
passé. Cette loi consiste en ce que chacune de 
nos conceplions principales , chaque branche de 
nos connaissances , passe successivement par trois 
états théoriques différens : l’état théologique , où 
fictif; l’état métaphysique, ou abstrait; l’état 
scientifique , ou positif. En'd'autres termes , l’es- 
prit humain, par sa nature, emploie successivez 
ment dans chacune de ses recherches trois mé- 
ihodes de philosopher, dont le caractère est 
essentiellement différent: et méme radicalement 
opposé : d'abord la méthode théologique, ensuite 
la méthode métaphysique, ét enfin la: méthode 
positive. De là; trois sortes de philosophies, ‘ou 
desystèmes généraux de conceptions sur l’enseme' 
ble des phénomènes, qui s'excluentmutuellement : 
la première est le point de départ nécessaire de 


Te 


1H PHILOSOPHIE POSITIVE. | 
l'intelligence humaine ; la troisième, son état fixe 
et définitif : la seconde est uniquement destinée à 
servir de transition. 

Dans l’état théologique, l'esprit humain diri- 
geant essentiellement ses recherches vers la: na- 


2 


ture intime des êtres , les causes premières: et fi- 
nales de tous les effets qui le frappent, en un 
mot, vers les connaissances absolues, se repré- 
sente les phénomènes comme produits par l’action 
directe et continue d’agens surnaturels plus ou 
moins nombreux , dont l'intervention arbitraire 
explique toutes les anomalies apparentes de l'u- 
_nivers. est 
Dans l'état métaphysique, qui n’est au fond 
qu’une simple modification générale du premier, 
les agens surnaturels sont remplacés par des 
forces abstraites , véritables entités (abstracuons 
personnifiées.) inhérentes aux divers êtres du 
monde, et conçues comme capables d'engendrer 
par elles-mêmes tous les phénomènes observés, 
dont l’explication consiste alors à assigner pour 
chacun l’entité-correspondante, 
1 Enfin , dans l’état positif ; l'esprit humain re- 
connaissant l'impossibilité d’obtenir des notions 
absolues.; renonce à chercher l'origine et la des- 
tination de l'univers , et à connaître les causes 
intimes des phénomènes, pour s'attacher unique- 
ment à découvrir, par l'usage bien combiné du 


EXPOSITION. : ! à) 
raisonnement et de l’observation , leurs lois effec- 
tives:,- c'est-à-dire: leurs relations invariables-de | 
succession et de similitude. L’explication des faits, 
réduite alors à ses termes réels’, n’est-plus désor+ 
mais que la liaison établie entre les divers phéno-- 
mênes, particuliers et quelques faits généraux , 
dont les progrès de la sciènce tendent de plus:en 
plus-à diminuer le nombre. 

Le système théologique est-parvenu à la plus 
haute perfection dont il soit susceptible, quand 
il à substitué l'action providentielle d’un être 
unique au jeu varié des nombreuses divinités in- 
dépendantes qui avaient été imaginées primitive- 
ments De:-même:; le dernier tèrme:du système 
métaphysique consiste à concevoir} au heu: des 
différentes entités particulières , une seule grande 
entité générale, la nature, envisagée comme la 
source unique de tous les phénomènes. Pareille- 
ment; la perfection du système positif, vers: la- 
quelle il tend sans cesse; -quoiqu'il'soit: très-pro- 
bable qu’il ne doive: jamais l’atteindre, serait de 
pouvoir se représenter tous les divers phénomènes 
observables comme des cas particuliérs d’un seul 
fait général , tel que celui de la TIRER > par 
exemple... biratéave dé tin 

Ce n’est pas: iéi Je heu de déiontter spéciale- 
ment cette loi fondamentale du développement 
de l'esprit humain, et. d’en.déduire: les consé- 
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quences les plus importantes. Nous en‘traiterons 
directement, avec toute l’extension convenable, 
dans Ja partie; de ce cours relative à l'étude des 
phénomènes sociaux (1). Je né laconsidèremain- 
tenant que pour déterminer avec précision le vé- 
ritable caractère de la philosophie positive; ‘par 
opposition aux deux autres philosophies :qui ont 
successivement dominé, jusqu’à ces dernierstsiè- 
cles, tout notre système: intellectuel. Quant à 
présent, afin de-ne ipas laisser entièrementisans 
démonstration une loi de cette importance, dont 
les applications se présenteront fréquemment 
dans toute l'étendue de ce cours, je dois me‘bor- 
ner à-une indication rapide des motifs généraux 
les plus sensibles qui: peuvent en constater l'exac- 
titude) lose, eorsilno bis hi Va 
En premier lieu; il suffit, ee mé semble, dé 
noncer unettelle lot, pour que la justesse en‘soit 
immédiatement: vérifiée par: tous ceux qui ont 
quelque: connäissance, approfondie de lhistoire 
générale desisciences. Al n’en est pas une seule! 


(x) Les personnes-qui, désireraient immédiatement !à ce-suJet 
des éclaircissemens plus étendus, pourront consulter. utilement 
trois articles de Con$sidérations philosophiques sur les sciences et 
les savans que j'ai publiés, en novembre 1825, dans un recuiéil 
intitulé Le Producteur, (n°5 7,18 Let xo.), et, surtout la première 
partie de mon Système de politique positive, adressée, en, avril 
1824, à Académie dés Sciences, etoù j'ai consigné, pour la 


prémière fois, la découverte de cette lorst! 
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en effet, parvenue aujourd'hui à l’état positif, 
que chacun ne puisse aisément se: représenter, 
dans le passé ; essentiellement composée d’abstrac- 
tions mélaphysiques, et, en° remontant encore 
davantage , tout-à-fait dominée par les concep- 
tions théologiques. Nous aurons même malheu- 
reusement plus d’une occasion formelle de recon- 
naître, dans les diverses parties de ce cours, que 
. les sciences les plus perfectionnéesconserventen- 
core aujourd’hui quelques traces très-sensibles de. 
ces deux étais primitifs. 

… Géïte révolution sénérale de lesprit humain 
peut d’ailleurs ‘être aisément constatée aujour- 
d'hui, d’une manière très-sensible, quoique in- 
directe ; en considérant le développement de l’in- 
telligence individuelle. Le point de départ étant 
nécessairement le même dans l'éducation de lin- 
dividu que dans celle de l'espèce, les diverses 
phases principales de la première doivent repré- 
senter les époques fondamentales de la seconde. 
Or, chacun de nous; en: contemplant sa propre 
histoire, ne se souvient-il pas qu'il été succes- 
sivement,, quant à ses notions des: plus impor- 
tantes, {héologien dans son enfance, métaphy- : 
sicien dans sa jeunesse, et physicien dans sa:vi- : 
rilité ? Cette, vérification est facile aujourd’hui - 
pour-tous les hommes au niveau de leur siècle. 
Mais , outre Fobservation directe, générale où 
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individuelle , qui prouve l'exactitude de cette loi, 
je dois surtout, dans cette indication sommaire, 
mentionner les considérations théoriques qui én 
font sentir la nécessité. 

La plus importante de ces considérations ; pui- 
sée dans la nature même du sujet, consiste dans 
le besoin , à toute: époque , d’une théorie quel- 
conque pour lier les faits, combiné avec l’impos- 
_sibilité évidente , pour lesprit humain à son ori-. 
gine, dese former des théories d’après les obser- 
_ vations. STE ANS 

: Tous les bons esprits répètent , depuis Bacon, 
qu'il n'ya de connaissances réelles que celles qui 
‘reposent sur. des faits observés. Cette maximefon- 
damentale est évidemment incontestable , st on 
Vapplique, comme il convient, ‘à l’état viril de 
notre intelligence. Mais en se reportant à la for- 
mation de nos’connaissances, il n’en est pas 
moins certain que esprit humain ; dans som état 
primitif, ne pouvait nine devait penser ainsi. 
Car ;#si d'un côté; toute théorie positive doit rié- 
cessairement être fondée surles observations; äl 
est :également sensible, -d'un autre côté; que, 
pour se livrer à l'observation, notre esprit a be- 
soin d’une théorie quelconque. Si en contemplant 
les phénomènes , nous ne les rattachions point 
immédiatement à quelques principes, non-seule- 
‘ment il nous serait impossible de combiner ces 
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observätions isolées ; et par conséquent , d’en tirer 
aucun fruit, mais nous serions même entière- 
mént incapables de les retenir; et, le plus sou- 
vent, les faits :restéraient  inapercus sous nos 
yéux: ( | | 
Ainsi, pressé entrela nécessité d'observer pour 
se former des théories réelles, et la nécessité 
non moins impérieuse de se créer des théories 
quelconques pour'se livrer à des observations sui- 
vies ; l'esprit humain ; à sa naissance, se trouve- 
rait enfermé dans un cercle vicieux dont il n’au- 
rait jamais eu aucun moyen de sortir, sil ne se 
fût-héureusément ouvert une issue naturelle par 


le développement spontané des conceptions théo- 


logiques, qui ont présenté un point de ralliement 
à ses efforts , et fourni-un aliment à son activité. 
Fel'est, indépendamment des hautes ‘considéra- 
tions sociales qui s’y rattachent et que je ne dois 
pas même indiquer en ce moment, le motif fon- 
damental qui démontre la nécessité! logique ‘du 
caractère purement théologique de la philosophie 
primitive. 1 
Cette nécessité devient encore plus sensible ‘en 
ayant égard à la parfaite convenance dela philo- 
sophie théologique ‘avec la nature ‘propre des ré- 
cherches sur lesquelles l'esprit humain dans: son 


enfance concentre si éminemment toute son acti- 


vité. 1} est bien remarquable, en effet ; que les 


1 
» 
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questions les plus radicalement inaccessibles à nos 
moyens , la nature intime des êtres, lorigineet 
la fin de tous les phénomènes, soient précisé- 
ment celles. que notre intelligence se | proposé 
par-dessus tout dans cet état primitif, tous les 
problèmes vraiment solubles étant presque-envi- 
sagés comme indignes de méditations sérieuses. 
Onen conçoit aisément la raison ; car c’est l’ex- 
périence seule qui à pu nous fournir la mesurede 
nos forces; et, si l’homme n’avait d'abord com- 
mencé par en avoir une opinion ‘éxagérée, elles 
n'eussent jamais pu acquérir tout le développe- 
ment dont elles sont susceptibles. Ainsi dexige 
notre organisation, Mais, quoi qu'il en soit, re 
présentons-nous, autant que possible, cettedis- 
position si universelle et si prononcée, et deman- 


dons-nous quel: accueil aurait reçu à une telle 


époque, en la supposant formée; la philosophie 
positive, dont la plus haute ambition est de dé- 
couvrir les lois des phénomenes, et: dont le pre- 
mier caractère propre est précisément de régarder 
comme nécessairement interdits à la raison hu- 
maine tous ces sublimes mystères ; que la philo- 


sophie théologique explique , au contraire , avec : 


une si admirable facilité jusque:dans leurs moin: 
dres détails. ; 

Il en est de même en considérant sous le point 
dé vue pratique la nature des recherches quroc- 


æ 
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cupent primitivement l'esprit, humain. Sous ce 
rapport , elles offrent à l'homme J'attrait si-éner- 
gique d'un empire illimité à exercer sur le monde 
extérieur, envisagé comme entièrement destiné à 
notre usage, et comme présentant dans tous ses 
phénomènes des relations intimes et continues 
avec notre existence. Or, ces espérances chimé- 
riques, .ces. idées .exagérées de l’importance de 
l’homme dans, l'univers, que‘fait naître la philo- 
sophie théologique, et que détruit sans. retour 
la première influence .de la philosophie positive, 
sont, à l'origine ‘un stimulant indispensable, sans 
lequel on .ne pourrait certainement. Concevoir 
que l'esprit humain se fût déterminé primitive- 
ment à de pénibles travaux. 

Nous, sommes. aujourd’hui. tellement éloignés 
de cesidispositions premières ,, Gu moins quant à 
la plupart des phénomènes, que nous ayons peine 
À nous représenter exactement la puissance et la 
nécessité de considérations semblables. La raison 
humaine.est maintenant assez mûre pour que nous 
entreprenions de laborieuses recherches scienti- 

 fiques,, sans avoir en vue aucun but. étranger 
capable d'agir fortementsur l'imagination, comme 
celui. que se proposaient les astrologues ou les al- 
chimistes. Notre activité intellectuelle est .suffi- 
samment.excilée par le pur. espoir. de découvrir 
les lois des phénomènes, par le simple désir.de 
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confirmer ‘où d'infirmer une théorie. Mais il ne 
pouvait en être ainsi dans l'enfance de l'esprit 
humain. Sans les attrayantes chimères de lastro- 
logie, sans les énérgiques déceptions de l’alchi- 
mie, par exemple, où aurions-nous puisé la con- 
stance: ct l’ardeur nécessaires pour recueillir les 
longues suites d’ observations et d'expériences Te 
ont; plus tard, servi de fondement aux premières 
théories positives de lune et l'autre classé de 
phénomènes? #71 2 7" -D10IGGE 
‘Cette condition de notre PAT un hh- 
“llecthél a été vivement sentié depuis long-temips 
par Kepler ; pour l'astronomie (et: justement ap- 
préciée: de nos’ jours par PATRRQEE APR 11 
chimie. | idra9%q 9h, 8 Kube 
On voit donc, par cet ensemble de considé- 
rations ; qué ; si la philosophié positive’ est lé vé: 
ritable état définitif de l'intelligence humaine, 
_celur vers lequel elle a’ toujours tendu: de plus'en 
plus, elle’ n’en à pas moins dû nécéssäirement 
employer! d'abord, et pendant une longue suite 
de siècles, soit comme méthode ; ‘soit comme 
doctrine provisoires , la philosophie théologique ; 
DATE A one le caractère est d’être spontanée, 
et, ‘par’ cela même , la seule possible à l'origine, 
la seule aussi qui pût offrir à notre esprit aise 
sant un intérêt suffisant. Îl est maintenant très- 
facile de sentir que, pour passer de cette’philo+ 


Js 


EXPOSITION. 15 
sophie provisoire à la philosophie définitive, 
l'esprit humain a dû naturellement adopter, 
comme philosophie transitoire, les, méthodes et 
les doctrines métaphysiques. Gette dernière con- 
sidération est indispensable pour compléter la- 
perçu général de la grande loi que j'ai indiquée. 

On conçoit sans peine, en effet , que notre 
eh Aebrent contraint à ne ds que par 
degrés presque insensibles, ne pouvait passer 
brusquement , et sans intermédiaires, de la phi- 
losophie théologique à la philosophie positive. 
La théologie et la physique sont si profondément 
incompatibles, leurs conceptions ont un carac- 
tère si radicalement opposé, qu'avant de renon- 
cer aux unes pour employer exclusivement les 
autres , l'intelligence humaine a dû se servir de 
conceptions intermédiaires, d’un caractère bâ- 
tard, propres, par cela même , À opérer graduel- 
lement la transition. Telle est la destination na- 
turelle des conceptions métaphysiques : elles 
n’ont pas d'autre utilité réelle, En substituant, 
dans l'étude des phénomènes, à l’action surna- 
turelle directrice une entité correspondante et 
inséparable ; quoique celle-ci ne füt d’abord 
conçue que comme une émanation de la première, 
l’homme s’est habitué peu à peu à ne considérer 
que les faits eux-mêmes, les notions de ces 
agens métaphysiques ayant été graduellement sub- 
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tilisées au point de n'être plus , aux yeux de tout 

esprit droit , que les noms abstraits des phéno- 
4 par du sn | | 

mènes. Îl est impossible d'imaginer par quel autre 


procédé notre entendement aurait pu passer des 


. considérations franchement surnaturelles aux 
considérations purement naturelles, du régime 
théologique au régime positif. 

Après avoir ainsi établi, autant que je puis le 
faire sans entrer dans une discussion spéciale qui 
serait déplacée en ce moment, la loi générale du 
développement de l'esprit humain , tel que je le 
conçois , il nous sera maintenant aisé de déter- 
miner avec précision la nature propre de la phi- 
losophie positive; ce qui est l’objet essentiel de 
ce discours. 

Nous voyons , par ce qui précède, que le ca- 
ractère fondamental de la philosophie positive est 
de resarder tous les phénomènes comme assu- 
jétis à des lois naturelles invariables, dont la 
découverte précise et la réduction au moindre Ç 
nombre possible sont le but de tous nos efforts , 
en considérant comme absolument inaccessible 
er vide de sens pour nous la recherche de ce 
qu'on appelle les causes, soit premiérés, soit fi- 
nales. Il est inutile d’insister beaucoup sur un 
principe devenu maintenant aussi familier à tous 
ceux qui ont fait une étude un peu approfondie 
des sciences d'observation. Chacun sait, en effet, 
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que, dans nos explications positives , même les 
plus parfaites, nous n’avons nullement la pré- 
tention d'exposer les causes génératrices des phé- 
nomênes , puisque nous ne ferions jamais alors que 
reculer la difficulté, mais seulement d'analyser 
avec exactitude les circonstances de leur pro- 
duction, et de les rattacher les unes aux autres 
par des relations normales de succession et de si- 
militude. | 

Ainsi, pour en citer l'exemple le plus admi- 
rable, nous disons que les phénomènes généraux 
de l'univers sont expliqués , autant qu'ils puissent 
l'être, par la loi de la gravitation newtonienne, 
parce que, d’un côté, cette belle théorie nous 
montre toute l’immense variété des faits astrono- 
miques, comme n'étant qu’un seul et même fait 
envisagé sous divers points de vue; la tendance 
constante de toutes les molécules les unes vers 
les autres en raison directe de leurs masses , et en 
en raison inverse des carrés de leurs distances ; 
tandis que, d’un autre côté, ce fait général nous 
est présenté comme une simplé extension d’un 
phénomène qui nous est éminemment familier ! 
et que, par cela seul, nous regardons comme par- 
faitement connu , la pesanteur dés corps à lasur- 
face de la terre. Quant à déterminer ce que sont 
en elles-mêmes cette attraction et cette pesanteur, 
queMes en sont les causes, ce sont des questions 
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que nous regardons tous comme insolubles, qui 
ne sont plus du domaine de la philosophie posi= 
tive, et que nous abandonnons avec raison à l'i- 
magination des théologiens ; ouaux subtilités des 
métaphysiciens. La preuve manifeste de l'impossi- 
bilité d'obtenir de telles solutions, c'est, que, 
toutes les fois qu’on a cherché à dire à ce sujet 
quelque chose de vraiment rationnel, les plus 
grands esprits n’ont pu que définir ces deux 
principes l’un par l'autre, en disant, pour l'at- 
traction , qu'elle n’est autre chose qu'une pesan- 
teur universelle, et ensuite, pour la pesanteur, 
qu’elle consiste simplement dans l’attracuon.ter- 
restre. De telles explications, qui font sourire 
quand on prétend à connaître la nature intime 
des choses et le mode de génération des phéno- 
mènes, sont cependant tout ce que nous pouvons 
obtenir de plus satisfaisant, en nous montrant | 
comme identiques deux ordres de phénomènes, 
qui ont été si Jong-temps regardés comme n'ayant 
aucun rapport entre eux. Aucun esprit juste ne 
cherche aujourd’hui à aller plus loin. | 
Il serait aisé de multiplier ces exemples ,. qui 
se présenteront en foule dans toute la durée de ce 
cours , puisque tel est maintenant l'esprit qui di- 
rige exclusivement les grandes combinaisons in- 
tellectuelles. Pour en citer en ce moment un seul 
parmi les travaux contemporains , je choisira la 
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lle série de recherches de M. Fourier sur la 

théorie de la chaleur. Elle nous offre la vérifica- . 

tion très-sensible des remarques générales précé- 

_dentes. En effet, dans ce travail, dont le carac- 
ire philosophique est si'éminemment positif, les 
lois les plus importantes et les plus précises des 
phénomènes thermologiques se trouvent dévoi- 
lées, sans que l’auteur se soit enquis une seule 
fois de la nature intime de la chaleur, sans 

.qu'il ait mentionné, autrement que pour en in- 
diquer le vide, la controverse si agitée entre les 
partisans de la matière calorifique et ceux qui 
font consister la chaleur dans lesfibrations d’un 
éther universel. Et néanmoins les He hautes 

questions, dont plusieurs n'avaient même jamais 

été posées, son traitées dans cet ouvrage, preuve 
palpable que l'esprit humain , sans se jeter dans 
des problèmes inabordables, eten se restreignant 
dans les recherches d’un ordre entièrement posi= 
tif, peut y trouver un aliment inépuisable à son 
activité la plus profonde. 

Après avoir caractérisé, aussi exactement qu 1 

m'est permis de le faire cet apercu général , 

: l'esprit de la philosophie positive, que ce cours 
tout entier est destiné à développer ; je dois main- 
tenant examiner à quelle époque de sa formation 

elle est parvenne aujourd'hui, et ce qui reste à 
faire pour achever de la constituer. 

TOME I. | ee 2 
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A cet effet, il faut d’abord considérer que les 
différentes branches de nos connaissances n'ont - 


pas dû parcourir d’une vitesse égale les trois 
grandes phases de leur développement indiquées 
ci-dessus, ni, par conséquent, arriver simulta- 
nément à l’état positif. Il existe, sous ce rapport , 
un ordre invariable et nécessaire , que nos divers 
genres de conceptions ont suivi et dû suivre dans 
leur progression, et dont la considération exacte 
est le complément indispensable de la loi fonda- 
mentale énoncée précédemment. Cet ordre sera 
le sujet spécial de la prochaine leçon. Qu'il 
nous suffise, quant à présent, de savoir qu'il est 
conforme à la nature diverse des phénomènes , et 
qu'il est déterminé par leur degré de généralité : 
de simplicitéet d’ indépendance réciproque , trois 
considérations qui, bien que distinctes, concou- 
rent au même but. Ainsi, les phénomènes astro- 
nomiques d’abord , comme étant les plus géné 
raux , les plus simples , et les plus indépendans 
de tous les autres, et successivement, par les 
mêmes raisons, les phénomènes de la physique 
terrestre proprement dite , ceux de la chimie, et 
enfin les phénomènes physiologiques, ontété ra- 
menés à des théories positives. 
ILest impossible d’assigner l’origine précise de 
cette révolution ; car, on en peut die avec exacti- 
tude, comme de totis les autres grands événe- 


+ 
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mens humains, qu'elle s’est accomplie constam- 
ment et de plus en plus, particulièrement depuis 
les travaux d’Aristote et de l’école d'Alexandrie , 
et ensuite depuis l'introduction des sciences na- 
turelles dans l’Europe occidentale par les Arabes... 
Cependant, vu qu'il convient de fixer une épo- 
que pour empêcher la divagation des idées, 
jipdiquer ai celle du grand mouvement imprimé 
à esprit humain, il ya deux siècles, par l’action 
combinée des préceptes de Bacon, des concep- 
tions de Descartes, et des découvertes de Galilée, 
comme le moment où l’esprit de la philosophie po- 
sitivea commencé à se prononcer tlans le monde, * 
en opposition évidente avec l'esprit théologique 
et métaphysique. C’est alors, en effet, que les 
conceptions positives se sont dégagées nettement 
de l'alliage superstitieux et scolastique qui décui- 
sit plus ou moins le véritable caractère de tous 
les travaux antérieurs. 

Depuis cette mémorable époque, le mouve- 


ment d’ascension de Ja philosophie positive, et 


le mouvement de décadence de la philosophie 
théolog: que et métaphysique, ont été extrême- 
ment marqués. Îls se sont enfin tellement pro- 
noncés , qu'il est devenu impossible aujourd’hui, 
à tous les observateurs ayant conscience de leur 
siècle , : de méconnaître la destination finale de 
l'intelligence humaine pour les études positives, 
: Ds 
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ainsi que son éloignement désormais irrévocable 
pour ces vaines doctrines et pour ces méthodes 
provisoires qui ne pouvaient convenir qu'à son 
premier essor. Ainsi, cette révolution fondamen- 
tale s’accomplira nécessairement dans toute son 
étendue. Si donc il lui reste enctre quelque. 
grande conquête à faire, quelque branche prin-s 
cipale du domaine intellectuel à envahir , on peüt 
être certain que la transformation $ Y opérera , 
‘comme elle s’est effectuée dans toutes les autres. 
Car , il serait évidemment contradictoire de sup- 
poser que l'esprit humain , si disposé à l'unité de 
méthode, conservât indéfiniment . pour une seule 
classe de phénomènes, sa manière primitive de 
philosopher , lorsqu'une fois il est arrivé à adop- 
ter pour tout le reste une nouvelle marche phi- 
losophique, d’un caractère absolument opposé. 

Tout se réduit done à une simple question de 
fait : la philosophie positive, qui, dans les deux. 
derniers siècles, a pris graduellement une si 
grande extension, embrasse-t-elle aujourd’hui 
tous les ordres de phénomènes? Il est évident que 
cela n’est point, et que, par conséquent, il reste 
encore une grande opération scientifique à exé- 
cuter pour donner à la philosophie positive ce ca- 
ractère d’uniyersalité , indispensable à sa consti- 
tution définitive. 

En effet , dans les quatre catégories prince cipales 
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_de phénomènes naturels énumérées tout à l'heure, 
les phénomènes astronomiques, physiques, chi- 
miques et physiologiques, on remarque une la-- 
cune essentielle relative aux phénomènes sociaux, 
qui, bien que compris implicitement parmi les 
phénomènes physiologiques, méritent, soit par 
leur importance, soit par les difficultés propres 
à leur étude , de former une catégorie distincte. 
Ce dernier ordre de conceptions, qui se rapporte 
aux phénomènes les plus particuliers, les plus 
compliqués, et les plus dépendans de tous les 
autres, à dû nécessairement, par cela seul, se 
perfectionner plus lentement que tous les précé- 
dens , même sans avoir égard aux obstacles. plus 
Spéciaux que nous considérerons plus tard. Quoi 
qu'il en soit, il est évident qu'il n’est point en- 
core entré dans le domaine de la philosophie po- 
sitive. Les méthodes théologiques et métaphy- 
siques qui , relativement à tous les autres genres 
de phénomènes, ne sont plus maintenant em- 
ployées par personne, soit commé moyen d’in- 
vestigation, soit même seulement comme moyen 
d’argumentation, sont encore, au contraire, exclu- 
sivement usitées, sous l’un et l’autre rapport, 
Pour tout ce qui concerne les phénomènes SO-— 
Caux , quoique leur insuflisance à cet égard soit 
déjà pleinement sentie par tous les bons esprits, 
Jassés de ces vaines contestations intermina- 
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bles entrele droit divin et la souveraineté du 
peuple. É 
Voilà donc la grande, mais évidemment la 
seule lacuné qu'il s’agit de combler pour achèver 
dé constituer là philosophie positive. Maintenant 
que l'esprit humain a fondé la physique céleste ; 
la physique terrestre, soit mécanique ; SOIL chi- 
mique ; la physique organique , SOit végétale, soit 
animale , il lui reste à terminer le système des 
sciénces d'observation en fondant la physique s0- 
ciale. Vel est aujourd’hui , sous plusieurs rap- 
ports capilaux , le plus grand et le plus pressant 
besoin de notre intelligence : tel est, jose le dire, 

lé premier but de ce cours, son but spécial. 

Les conceptions que Je tenterai de présenter 
relativement à l'étude des phénomènes sociaux ; 
et dont j'espère que 6e discours laisse déjà entre- 
voir lé germe, ne sauraient avoir pour objet dû 
donner immédiaternent x Ja physique sociale le 
même degré de perfection qu'aux branches an- 
térieurés de la philosophie naturelle , ce qui se- 
rait évidemment chimérique , puisque celles-ci 
offrent déjà entre elles à cet évard une extrême 
inégalité , d'ailleurs inévitable. Mais elles seront 
destinéés à imprimer à cette dernière classe de 
nos connaissances, ce caractère positif déjà pris 
par ioutes les autres. Si cette condition est uné 
fois réellement remplie, le système philosophique 
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des modernes sera enfin fondé dans son ensem- 
ble ; car aucun phénomène observable ne saurait 
évidemment manquer de rentrer dans quelqu'une 
des cinq grandes catégories dés lors établies des 
phénomènes astronomiques , physiques, chimi- 
ques , physiologiques et sociaux. Toutes nos con- 
ceptions fondamentales étant devenues homogè- 
nes, k. philosophie sera’ définitivement consti- 
tuée à l’état positif; sans jamais pouvoir changer 
de caractère , il ne lui restera qu'à se développer 
indéfiniment par les acquisitions toujours crois- 
santes qui résulteront inévitablement de nouvelles 
observations où de méditations plus profondes. 
Ayant acquis par là le caractère d’universalité 
qui lui manque encore , la philosophie positive 
déviendra capable de se substituer entièrement, 
avec toute sa supériorité naturelle, à la philoso- 
phie théologiqueetàla philosophie métaphysique, 
dont cette universalité est aujourd'hui la seule 
propriété réelle, et qui, privées d’un tel motif de 
préférente , n'auront plus pour nos successeurs 
qu'une existence historique. 

Le but spécial de ce cours étant ainsi exposé, 
il est aisé de comprendre son second but, son 
but général , ce qui en fait un cours de philoso- 
phie positive, et non pas seulement un coûts de 
physique sociale. | 

En effet, la fondation de la physique sociale 
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complétant enfin le système des sciences natu-: 
relles, il devient possible et même nécessaire de 
résumer les diverses connaissances acquises, par- 
venues alors à un état fixe et homogène, pour 
les coordonner en les présentant comme autant 
de branches d’un tronc unique , au lieu de con- 
tinuer à les concevoir seulement comme autant. 
de corps isolés. C’est à cette fin qu'avant de pro- 
céder à l’étude des phénomènes sociaux je consi- 
dérerai successivement , dans l’ordre encyclopé-: 
dique annoncé plus haut, les différentes sciences 
positives déjà formées. 

Îl est superflu, je pense, d’avertir qu’il ne sau- 
rail être question ici d'une suite de cours spéciaux 
sur chacune des branches principales de la phi- 
losophie naturelle. Sans parler de la durée maté- 
rielle d’une entreprise semblable, il est elair 
qu'une pareille prétention serait insoutenable de 
ma part , et je crois pouvoir ajouter de la part de 
qui que ce soit , dans l’état actuel de l'éducation 
humaine. Bien au contraire, un cours de la na- 
ture de celui-ci exige, pour être convenablement 
entendu, unesérie préalable d'études spéciales sur 
les diverses sciences qui y serontenvisagées. Sans 
cette condition, il est bien difficile de sentir et im- 
possible de juger lesréflexionsphilosophiquesdont 
ces sciences seront les sujets. Ên un mot, c’est un 
Cours de philosophie positive, et non de sciences 


+ 


$ 


EXPOSITION. 25 
positives, que. je me propose de faire. Il s’agit 
uniquement ici de considérer chaque science 
fondamentale dans ses relations avec le système: 
positif tout entier , et quant à l’esprit qui la ca- 


_ractérise , c'est-à-dire, sous le double rapport de 


ses méthodes essentielles et de ses résultats prin- 
cipaux. Le plus souvent même je devrai me bor-. 
ner à mentionner ces derniers d’après les con- 
naissances spéciales pour tâcher d'apprécier leur 
importance. | 

Afin de résumer les idées relativement au dou- 


- ble but de ce cours, je dois faire observer que 


les deux objets, l’un spécial , l’autre général , que 
Je me propose, quoique distincis en eux-mêmes, 
sont nécessairement inséparables. Car, d’un côté, 
il serait impossible de concevoir un cours de phi- 
losophie positive sans la fondation de la physi- 
que sociale, puisqu'il manquerait alors d’un élé- 
ment essentiel, et que, par cela seul, les con- 
ceplions ne sauraient avoir ce caractère de géné- 
ralité qui doit en être le principal attribut, et 
qui distingue notre élude actuelle de la série des 
études spéciales. D'un autre côté, comment pro- 
céder avec sûreté à l'étude positive des phéno- 
mènes sociaux , si l'esprit n’est d’abord préparé 
par la considération approfondie des méthodes 
positives déjà jugées pour les phénomènes moins 
compliqués, et muni, en outre, de la tonnais- 
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sance des lois principales des phénomènes anté- : 
rieurs , qui toutes influent, d’une manière plus | 


ou moins directe, sur les faits sociaux ? 
Bien que toutes les sciences fondamentales 
n’inspirent pas aux esprits vulgaires un égal in- 
_térêt , il n’en est aucune qui doive étre négligée 
dahs une étude comme celle que nous entrepre- 
nons. Quant à leur importance pour le bonheur 
de l'espèce humaine , toutes sont certainement 
équivalentes, lorsqu'on les envisage d’une manière 
approfondie. Celles , d’ailleurs, dont les résultats 
présentent , au premier abord , un moindre inté- 
rêt pratique , se recommandent éminemment , soit. 
par la plus grande perfection de leurs méthodes ; 
soit comme étant le fondement indispensable de 
toutes les autres. C’est une considération sur la- 
quelle j’aurai spécialement occasion de revenir 
dans la prochaine lecon. | 
Pour prévenir, autant que possible ; toutes les 
fausses interprétations qu'il est légitime de crain- 


dre sur la nature d’un cours aussi nouveau que 


celui-ci, je dois ajouter sommairement aux expli- 
cations précédentes quelques considérations di- 
rectement relatives à cette universalité de con- 
naissances spéciales, que des juges irréfléchis 
pourraient recarder conime la tendance de ce 
cours , ét qui est envisagée à si juste raison comme 
tout-à-fait contrairé au véritable esprit de la philo- 
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sophie positive: Ces considérations auront, d’ail- 
leurs, l'avantage plus important de présenter cet 
esprit sous un nouveau point de vue, propre à 
achever d’en éclaircir la notion générale. 

Dans l'état primitif de nos connaissances il 
n'existe aucune division régulière parmi nos tra- 
vaux tellectuels ; toutes les sciences sont culti- 
vées simultanément par les mêmes esprits. Ce 
mode d'organisation des études humaines , d’abord 
inévitable et méme’ indispensable , comme nous 
aurons Liéu de le constater plus'tard, change peu 
À peu, à mesure que les divers ordres de concep- 
tions se développent. Par une loi dont la néces- 
sité est évidente, chaque branche du système 
scientifique se sépare insensiblement du tronc , 
lorsqu'elle a pris assez d'accroissement pour com 
porter uné culture isolée, c’est-à-dire quand elle 
est parvenue à ce point dé pouvoir occuper à elle 
seule activité permanente de quelques intelli- 
sences. C'est à cette répartiuon des diverses sor- 
tés de recherches entre différens ordres de savans, 
que nous devons évidemment le développement 
si rémarquable qu'a pris enfin de nos jours cha- 
que classe distincte des connaissances humaines, 
et qui rend manifeste l'impossibilité , chez les mo- 
dernes, de cette universalité de recherches spé- 
ciales , si facile et si commune dans les temps añ- 
tiques. Ên un mot, la division du travail intel- 
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lectuel, perfectionnée de plus en plus, est un des 
ue caractéristiques les plus importans de la 
philosophie positive. F 
Mais , tout en reconnaissant les prodigieux ré- 

suliats de cette division, tout en voyant désormais 
en elle la véritable base fondamentale de l'orga- 
nisation générale du monde savant, il est impossi- 

ble , d’un autre côté, de n'être pas frappé des in- 
convéniens capitaux qu'elle engendre , dans son 
état actuel , par l’excessive particularité des idées 

qui occupenl exclusivement chaque intelligence. 
individuelle. Ce fâcheux effet est sans doute iné- 
vitable } jusqu’ à un certain point , comme inhérent 
au principe même de la division; c’est-à-dire 
que, par aucune mesure quelconque, nous ne par- 
viendrons jamais à égaler sous ce rapport les an- 
ciens , chez lesquels une telle supériorité ne tenait 
surtout qu'au peu de développement de leurs con- 
naissances. Nous pouvons néanmoins, ce me sem- : 
ble, par des moyens convenables , éviter les plus 
pernicieux effets de la spécialité exagérée, sans 
nuire à l'influence vivifiante de la séparation des 
recherches. Il est urgent de s’en occuper sérieuse- 
ment; Car Ces inconvéniens , qui, par leur nature, 
tendent à s’accroître sans cesse ; commencent à 
devenir très-sensibles. De l’aveu de tous, les di- . * 
visions, établies pour la plus grande perfection de * 
nos travaux , entre les diverses branches de la phi- 
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losophie naturelle , sont finalement artificielles. 
N'oublions pas que , nonobstant cet aveu, il est 
déjà bien petit dans le monde savant le nombre 
des intelligences embrassant dans leurs concep- 
tions l’ensemble même d'une science unique, qui 
n’est cependant à son tour qu'une partie d’un grand 
tout. La plupart se bornent déjà entièrement à la 
considération isolée d’une section plus ou moins 
étendue d’une science déterminée , sans s'occuper 
beaucoup de la relation de ces travaux particu- 
liers avec le système général des connaissances po- 
Sitives. Hätons-nous de remédier au mal , avant 
qu'il soit devenu plus grave. Craignons que l’es- 
prit humain ne finisse par se perdre dans les tra- 
vaux de détail. Ne nous dissimulons pas que c’est 
. là essentiellement le côté faible par lequel les par- 
tisans de la philosophie théologique et de la phi- 
losophie métaphysique EL encore attaquer 

avec quelque espoir de succès la philosophie po- 
sitive. 

Le véritable moyen d'arrêter l’influence délé- 

_ tère dont l'avenir intellectuel semble menacé, par. 
suite d’une trop grande spécialisation des recher- 
_ches individuelles , ne saurait être, évidemment, 

de revenir à cette antique confusion des travaux, 
qui tendrait à faire rétrograder l'esprit humain , 
et qui est, d’ailleurs , aujourd'hui heureusement 
devenue impossible. Il consiste, au contraire, dans 
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le perfectionnement de la division du travail elle- 
même. Il suffit, en effet, de faire de l'étude des 
généralités scientifiques une grande spécialité de 
plus. Qu'une classe nouvelle de savans, préparés 
par une éducation convenable , sans se livrer à la 
culture spéciale d'aucune branche particulière de 
la philosophie naturelle, s ‘occupe uniquement , 

en considérant les diverses sciences positives dans 
leur état actuel, à déterminer exactement l'esprit 
de chacune d'elles , à découvrir leurs relations et 
leur enchaînement , à résumer, s’il est possible : 
tous leurs principes propres en un moindre nono 
bre de principes communs, en se conformant sans 
cesse aux maximes fondamentales de la méthode 
positive. Qu'en même temps, les autres savans , 
avant de se livrer à leurs spécialités respectives ; 
soient rendus aptes désormais, par une éducation 
portantsur l’ensemble des connaissances positives, 
à profiter immédiatement des lumières répandues 
par ces savans voués à à l'étude des généralités ,,et 
réciproquement à rectifier leurs résultats, état de 
choses dont les savans actuels se rapprochent vi- 
‘siblement de jour en jour. Ces deux grandes .con- 
ditions une fois remplies , et il est évident qu'elles 
peuventl'é être, la division dur avail dans les scien- 
ces sera poussée, sansaucun danger, aussiloin que 
le développement des divers ordres de connais- 


ocra. Une classe distincte, incessam- 


sances l'exig 
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ment contrôlée par toutes les autres, ayant pour 
fonction propre et permanente de lier chaque 
nouvelle découverte particulière au système gé- 
néral, on n'aura plus à craindre qu’une trop 
grande attention donnée aux détails empêche ja- 
mais d’aperécvoir l’ensemble. En un mot, l’or- 
ganisation moderne du monde savant sera dés lors 
complétement fondée, et n'aura qu'à se Ut 
per indéfiniment, en conservant toujours le même 
caractère. , 

Former ainsi de l'étude des généralités scienti- 
fiques une section distincte du grahd travail intel- 
lectuel , c'est simplement étendre l'application du 
même principe de division qui à successivement 
séparé les diverses spécialités; car, tant que les 
différentes sciences positives ontété peu dévelop- 
pées, leurs relations mutuelles ne pouvaient 
avoir assez d trepasance pour donner lieu, an 
moins d’une manière permanente ; à une classe 
particulière de travaux, et en même temps la 
nécessité de cette nouvelle étude était bien moins 
urgente. Mais aujourd’ hui chacune des sciences a 
pris séparément assez d'extension ,pour que 
l'examen de leurs rapports mutuels puisse donner 
lieu à dés travaux suivis, en même temps que ce 
nouvel ordre d'études devient indispensable pour 
prévenir la dispersion des conceptions humaines. 

Telle est la manière dont je conçois la desti- 
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nation de la philosophie posilive dans le système 
général des sciences positives proprement dites. 
Tel est, du moins, le but de ce cours. 

Maintenant que ‘ai essayé de déterminer, aussi | 

“exactement qu’il m'a été possible de le faire, dans 
ce premier aperçu, l'esprit général d’un cours de 
philosophie positive, je crois devoir, pour im- 
primer à ce tableau tout son caractère » signaler 
rapidement les principaux avantages généraux que 
peut avoir un tel travail , si les conditions essen- 
_tielles en sont convenablement remplies, relative- 
ment aux progrès de l'esprit humain. Je réduirai 
ce dernier ordre de considérations à l'indication 
de quatre propriétés fondamentales. 
_ Premièrement l'étude de la philosophie posi- 
tive, en considérant les résultats de l'activité 
de nos facultés intellectuelles , nous fournit 
le seul vrai moyen rationnel de mettre en évi- 
dence les lois logiques de Pesprit humain, qui | 
ont été recherchées jusqu'ici par des voies si peu 
propres à les dévoiler. 

Pour expliquer convenablement ma pensée à 
cet égard , je dois d’abord rappeler une concep- 
tion philosophique de la plus haute importance , 
exposée par M. de Blainville dans la belle intro- 
duction de ses Principes généraux d'anatomie 
comparée. Elle consiste en ce que tout être actif, 
et spécialement tout être vivant, peul être étudié, 
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dans tous ses phénomènes sous deux rapports 


* fondamentaux, sous le rapport statique et sous le 


“ 
- 


2 


rapport dynamique , c'est-à-dire comme apte à 


agir el comme agissant effectivement. Il'est clair, 
en.effet, que toutes les considérations qu’on pourra 
présenter rentreront nécessairement dans l’un ou 


… l’autre mode. Appliquons cette lumineuse maxime 


fondamentale à l'étude. des fonctions. intellec- 
tuelles. 

_Si l’on envisage ces fonctions sous le point de 
vue statique, leur étude ne peut consister que 
dans la détermination des conditions organiques 
dont elles dépendent ; elle forme ainsi une partie 
essentielle de l’anatomie et de la physiologie. En 
les considérant sous le point de vue dynamique, 
tout se réduit à étudier la marche effective de 
l'esprit humain en exercice, par l’examen des pro- 


cédés réellement employés pour obtenir les di- 


verses connaissances exactes qu'il a déjà acquises, 
ce qui constitue essentiellement l’objet général 
de la philosophie positive, ainsi que je l’ai définie 
dans ce discours. En un mot, regardant toutes 
les théories scientifiques comme autant de grands 
faits logiques, c'est uniquement par l'observation 
approfondie de ces faits qu’on peut s'élever à la 
connaissance des lois logiques. 

Lelles sont évidemment les deux seules voies 
générales, complémentaires l’une de l’autre, par 
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“lesquelles on puisse ärriver à quelques notions 
tationnelles véritables sur les phénomènes intèl- 
‘léctuels. On voit que, sous aucun rappor til * 
ny a place pour cette psychologie illusoire, 
dernièré transformation de la théologie, qu'on, 
tente si vainement de ranimér aujourd'hui et 
qui; sans s'inquiéter ni de l'étude physiologique 
-de nôs organes’ intellectuels ni de Pobservation 
des procédés rationnels qui dirigent effectivement 
nos diverses recherches scientifiques ; prétend , 
xrriver à la découverte des lois fondamentales de 
l'ésprit humain, en le contemplant en Jui-même, 
c’est-à-dire en faisant complétement abstraction 
‘et dés causes et des effets. Lt | 
La prépondérance de la philosophie positive 
est successivement devenue telle depuis Bacon ; 
elle a pris aujourd’hui, indirectement, un si grand 
ascendant sur les esprits même qui sont demeurés 
les plus étrangers à son immense développement, 


que les métaphysiciens livrés à l'étude de notre 
intelligence n’ont pu espérer de ralentir la dé- 
cadence de leur prétendue science qu'en serra- 
visant pour présenter leurs doctrines comme étant 
aussi fondées sur l'observation des’ faits. À cotte 
fin, ‘ils ont imaginé, dans ces derniers temps , 
de distinguer , par une subtilité fort singulière, 
deux sortes d'observations d’égale importance, 
l'une extérieure, l’autre intérieure, et dont la 
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dernière est; uniquement destinée à l'étude des. 
phénomènes intelléctuels. Ge n’est point ici le 
lieu d'entrer dans la discussion spéciale de ce 50- 
phisme fondamental. Je dois mé borner à indi- 
quer laconsidérätion principale qui prouve clai- 
rement que;cétie prétendue contemplation directe 
de lesprit.par lui-même est une pure illusion. 

On croyait, il:y a encore peu de temps, avoir 
expliqué là vision ; en disant que l'action lumiz 
neuse des corps détermine sur la rétine des ta- 
bleaux. représentatifs des formes et des couleurs 
extérieures. À cela les physiologistes ont objecté 
avec raison que, si c'était comme images qu'agis- 
saient les impressions lumineuses, il faudrait un 
autre œil pour les regarder. N’en est-il pas en- 
core plus fortement de même dans le cas présent ? 

Il est sensible, en effet, que, par une nécessité 
invincible , l'esprit humain peut observer direc- 
tement tous les phénomènes, excepté les siéns 
propres. Car, par qui serait faite l'observation ? 
On conçoit, relativement aux phénomènes mo- 
raux, que l’homme puisse s'observer lui-même 
sous le rapport des passions qui l’animent, par 
cette raison anatomique, que les organes qui en 
sont de siége sont distincts de ceux destinés aux 
fonctions observatrices. Encore même que cha- 
cun ait eu occasion de faire sur lui de telles 
remarques , elles ne sauraient évidemment avoir 
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‘jamais une grande importance scientifique, et le 
meilleur moyen de connaître les passions sera-t-1l 
toujours de les observer en dehors; car tout état 
de passion très-prononcé , c'est-à- dire précisément 
celui qu'il serait le plus essentiel d'examiner , est 
nécessairement incompatible avec l'état d’obser- 
vation. Mais , quant à observer de la même ma- 
nière les phénomènes intellectuels pendant qu'ils 
_s’exécutent, il y a impossibilité manifeste. L’in- 
dividu pensant ne saurait se partager en deux, 


dont l’un raisonnerait, tandis que l’autre regar- 


5 
derait raisonner. L’organe observé et lorganc 
observateur étant, dans ce cas, identiques ; com- 
ment l'observation pourrait-elle avoir lieu? 

Cette prétendue méthode psychologique est 
donc radicalement nulle dans son principe: Aussi, . 
considérons à quels procédés profondément con- 
tradictoires elle conduit immédiatement! D'un 
côté, on vous recommande de vous isoler , autant 
que possible ; de toute sensation extérieure, il 
faut surtout vous interdire tout travail intellec- 
tuel; car , si vous étiez seulement occupés à faire 
le calcul le plus simple ; que deviendrait l’obser- 
vation éntérieure? D'un autre cÔLÉ, aprés avoir , 
enfin, à force de précautions, atteint cet état 
parfait de sommeil intellectuel, vous devrez vous 
occuper à contempler les opérations qui s’exécu- 
teront dans votre esprit. lorsqu'il ne s’y passera 
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plusrien! Nos descendans verront sans doute de 
telles prétentions transporiées un jour sur la 
scène, 

Les résultats PA aussi étrange manière .de 
procéder sont parfaitement conformes au prin- 
cipé. Depuis deux mille ans que les métaphysi- 
ciens.cultivent ainsi la psychologie, ils n’ont pu 
encore,convenir d'une seule proposition intelli- 
gible.et, solidement arrêtée. Ils sont, même au- 
jourd’hui , partagés en une multitude d’écoles qui 
disputent sans cesse sur les premiers élémens de 
léurs doctrines. L'observation intérieure engen- 
dre-présque autant d'opinions divergentes qu'il y 
a d'individus croyant s’y livrer. 

Les véritables savans, les hommes voués aux 
études positives, en sont encore à demander vai- 
nernent à ces psychologues de citer une seule 
découverte réelle , grande ou petite, ee soit due 
à cette méthode si vantée. Ce n’est pas à dire pour 
cela que tous leurs travaux aient été absolument 
sans aucun résultat relativement aux progrès gé- 
néraux de nos connaissances , indépendamment 
du sérvice éminent qu’ils ont rendu en soutenant 
l'activité de notre intelligence ; à l’époque où elle 
ne pouvait. pas avoir d'aliment plus substantiel. 
Mais on peut, affirmer que tout ce qui, dans leurs 
écrits, ne consiste pas ; suivant la judicieuse 


expression d'un illustre philosophe positif (M. Cu- 


38 PHILOSOPHIE POSITIVE. 
vier), èn métaphores prises pour des raïsonne- 
mens, et présente quelque notion véritable, au 
lieu de provenir de leur prétendue méthode j'a 
été obtenu par des observations effectives sûr la 
marche de l’esprit humain, auxquelles à dû 
donner naissance ; de temps:à autre, le dévelop: 
pement des sciences. Encore mêmé ; ces notions 
si clair-semées, prasipners avec tant d’emphase , 
et qui.ne.sont dues qu’à l'infidélité des psycho 
logues à leur prétendue méthode; se trouventselles 
le plus souvent ou fort exagérées; ou très-incom- 
plètes, et bien en aûux remarques déjà | 
faites sans ostenlation par les sevans'sur Les pro 
cédés qu’ils emploient. IL serait aisé d’enrrciter . 
des exemples. frappans ,. si je ne craignais d'ac- 
corder ici trop d'extension à-une telle discussion : 
voyez, entre autres, ce qui: est: arrivé se la 
théorie.des signeses 100 bu oMorioismtpnop 
Les considérations que je viens taiiquéssn re- 
lativement à la science logique, sont encore plus 
manifestes, quand ,on les ‘transporte à l’art o= 
| gique.. 246 Le LS Et bia taab 
… Eneffet,; Lorie ik s’agit, imoteseileinenie de sa 
voir.ce que,c'ést que dx méthode positive, mais 
d'en. avoir june ::connaissance assez ‘nette Ut 
_assez profonde pour en-pouvoir faire‘uñ risage 
effectif, c’est en: action quäl faut la considérer ; 
cé sont'lés diverses grandes applications! déjà vé- 
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rifiées: que: l'esprit hümain en a faites qu'il-con:, 
vient d'étudier. En un mot ,.cén’est-évidemment 
que: par l'examen philosophique: des sciences qu'il. 
est possible dy parvenir. La méthode n'est. pas 
suspeptiblesd' être-étudiée. séparément. des. recher- x 
ches où .elle-est employée ; ou; du, moins, : ce 
west luqu'une étude morte, incapable. de-fécon- 
der: l'esprit qui s’y livre. Tout ce qu'on. en-peut, 
dire de-réel.,, quand on l'envisage abstraiternent; 
seréduit à des généralités. tellement VagULes ;;. 
qu’elles ne sauraient avoir aucune influence sur 
le régime intélléctuel. Lorsqu'on. a bien établi, 
en ren logitue : que toutes nos , conaissances 
doivent être fondées sur l'observation. ;. que nous 
devons procéder tantôt des faits aux prinçipes:, 
ebtantôt:des-prinéipes, aux. faits , et quelques au- 
tres aphorismies semblables; on connaît beaucoup 
moins nettement la méthode que celui qui a 
étudié ; d’une, manière un peux appr ofondie , pne 


seule science positive, méme. sans. intention, phi- 
Josophique. C'est pour avoir méconnu ce fait, es- 
_ sentiel, qué: nos. psychologues : sont conduits {à 


prendre leurs rêveries pour. de la science, : croyant 


comprendre la méthode positive, pour ayoir, lu les : 
préceptes de Bacon ou le discours de Descartes, 

di ignore sk,, plus.tard.,.il deviendra possible 
fe faire a priori un vér itable cours de méthode 
tout-à-fait indépendant,de l'étude. philosophique | 
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des sciences; mais je suis bien convaincu que 
céla ‘est  inexécutable. aujourd'hui ;, ‘les grands 
procédés logiques ne pouvant encore être expli< 
qués avec la précision suflisante séparément de 
leurs applications. Jose ajouter, en outre, que 


lors même qu'une telle entreprise pourrait être: 


réalisée "dans la suite, ce*qui, en effet,-se laisse 
concevoir, ce ne serait jamais néanmoins que par 


l'étude des apvlications révulières des procédés: 
PP 5 proc 


scientifiques qu'on pourrait parvenir à se former 
un bon système d’habitudes intellectuelles; ce 
qui est pourtant le but essentiel de l'étude de la 


méthode. Je n’ai pas besoin d'insister davantage 


en ce moment sur ‘un Sujet qui reviendra fré- 
SA dans toute la durée de ce cours ;, et 
à l'égard duquel je ‘présenterai spécialement de 
nouvelles considérations dans la’ prochaine 
lecon. » | 

Tel doit être le premier grand résultat direét 
de la philosophie positive, la manifestation par 


M 


expérience des lois que suivent dans leur accom- # e 
q 


D 
plissement nos fonctions intellectuelles, et, par 


suite, la connaissance précise des règles on 
ralés convenables pour procéder stirement à la 
récherche de la vérité. DFE | 
Une seconde”. conséquence, non Moins impor- 
tante, et d’un imtérêt bien plus pressant, qu'est 
nécessairement destiné à produire aujourd ’hui 


€ 
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l'établissement de la philosophie positive définie 
dans ce discours’, c’est de présider à la refonte 
générale de notre système d'éducation. 

En effet, déjà les bons esprits reconnaissent 
unanimement la nécessité de remplacer notre 
éducation européenne ; encore essentiellement 
théologique, métaphysique et littéraire, par une 
éducation positive , conforme à l'esprit de notre 
époque, et adaptée aux besoins de la civilisation 
moderne. Les tentatives variées qui se sont mul- 
tipliées de plus én plus depuis un siècle, parti- 
culièrement dans ces derniers temps, pour ré- 
‘pandre ét pour augmenter sans cesse l'instruction 
positive; et auxquelles les divers gouvernemens 
européens se sont toujours associés avec émpres- 
sement quand ils n’en ont pas pris l'initiative, 
témoignent assez que, de toutes parts, se déve- 
veloppe-le sentiment spontané de cette nécessité. 
Mais, tout en secondant autant que possible ces 
utiles entreprises, on ne doit pas se dissimuler 
que; dans l’état présent de nos idées, elles ne 
sont nullement susceptibles d'atteindre leur but 
principal , la régénération fondamentale de lé-- 
ducation générale. Car, la spécialité exclusive, 
lisolement-trop prononcé qui caractérisent en- 
core notre manière de concevoir et de cultiver 
les sciences , influent nécessairement à un haut 
degré sur la manière de les exposer dans lensei- 
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gnemént. Qu'un bon esprit veuille. aujourd'hui 
étudier les principales branches de la philosophie 
naturelle, afin de se former un système général 
d'idées positives, il: sera ‘obligé ‘d'étudier séparé- 
ment chacune d'elles d’après: le: même mode et 
dans lé même détail que s’il voulait devenir -spé- 
cialement ou astronome, ou chimiste;:ete.; ce 
qui rend une-tellé éducation presque impossible 
et nécessairement : fort ‘imparfaite, même pour 
les plus hautes'intelligences placées dans lesicirs 
constancés les plus favorables. Une tellé:manière 
de procéder serait donctout-à-fait chimérique; 
relativement :à l'éducation: générale; Et néan+ 
moins celle-ci exige! absolument un ensemblé-de 
conceptions positives sur toules:les grandes: elas- 
ses de phénomènes naturels: C’est un tel énséem- 
ble qui doit devenir: désormais ,:sur: une “échelle 
plus: ou moins ‘étendue ; même dans les masses 
populaires, la base permanente de toutes-les com 
binaisons humaines ; qua: doit, en un mot,-eon- 
stituer! l'espéit général deinos:descendans: Pour 
que da ‘philosophie naturelle’ puisse: acheveis1da 
régénération, déjà si préparée, de notre:système 
intellectuel, ilest donc indispensable que lés dif: 
férentes sciences dont elle:se compose :‘présen 
tées à toutes les intelligencés comme les!diverses 
branches d’un tronc unique," svient. réduites d'a- 
bord à ce qui constitué léur esprit, c'est-à-dire, 
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FI leurs méthodes principales et à leurs résultats 
les plus importans. Ce n’est qu'ainsi que l'ensei- 
gnement des sciences peut devenir parmi noûüs la 

“base d’une nouvelle éducation générale vr aiment 

 wationnelle. Qu'ensuite à cette instruction fon£ 
damentale s'ajoutent les diverses études scienti- : 

+ fiques spéciales, correspondantes ‘aux divérsés 
éducations spéciales qui doivent succéder à lPé- 
ducation générale, ‘cela ne peut évidemment 
être mis en doute: Mais la considération essen- 
tielle que j'ai voulu indiquer i ICI consiste en ce 
que toutes ces spécialités ; ‘même péniblement 
accumulées; seraient nécessairement insuffisantes 
pour, renouveler réellement le système de notre 
éducation ; st elles ne reposaient sur la base préa-: 
lable de cet enseignement générat, résuftat dis 
rect de la se RARE positive’ définie dans ‘ce 
discours: 

-Non-seulement Vétnde spéciale des généralités 
scientifiques est destinée’ à réorganiser léducaz 
tion ; mais elle doit aus! contribuer aux progrès 

| particuliers des diverses sciences positives; ce 
qui constitue la troisième propriété fondamentale 

* que je'me suis proposé de signaler. 

En effet, les divisions que nous établissons 
entre nos Sciences, sans être arbitraires, comme 
quelques-uns ile croient , sont essenticllément 
artificielles. En réalité, le sujet de toutes nos rc- 
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cherches est un; nous ne le partageons que » dans, 
la vue de séparer les difficultés pour. les mieux 


résoudre. Îl en resulte plus d’une fois que, con-: 
trairement à nos répartitions classiques, * DE x: 


questions importantes exigeraient ‘une certaine 


combinaison de plusieurs points de vue spéciaux, 


qui ne peut, guère avoir lieu dans la constitu- » 


tion actuelle Fra monde savant; ce qui cxpaseh 


laisser. ces problèmes sans solution Pa 


plus long-temps qu'il ne serait nécessaire. Un. 


tel inconvénient doit se présenter surtout pour: 


les doctrines les plus essentielles. de chaque 
science positive en particulier. On en peut citer 
aisément des exemples très-marquans, que Je Si- 
gnalerai soigneusement, à mesure que.le dévelop- 
pement naturel de ce cours nous les présentera: 


M El . ® z Le ù 
J'en pourrais citer , dans le passé un exemple 


éminemment mémorable , en considérant l’admi- 
rable conception de Descartes relative à la géo- 
métrie analytique. Cette découverte fondamen- 
tale, qui a changé la face de la science mathéma- 
üque, et dans laquelle on doit voir le véritable 
germe de tous les grands progrès ultérieurs 
qu’est-elle autre chose que le résultat d’un se 
prochement établi entre deux sciences, conçues 
jusqu'alors d’une manière isolée? Mais l’observa- 
tion sera plus décisive en la faisant porter sur des 
questions encore pendantes. 


a 


LA 
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Je me bornerai ici à choisir dans la chimie, 
la doctrine siimportante des proportions défi- 
nies. Certainement, la mémorable discussion 
élevée de nos jours, relativement au principe fon- 
damental de cette théorie, ne saurait encore, 
quelles que soient les apparences, être regardée 
comme irrévocablement terminée. Car , ce n’est 
pas là, ce me. semble > une simple question de 
chimie. Je crois pouvoir avancer que ; pour obte- 
tenir à cet ‘égard une décision vraiment défini- 


ave, cstantbre) pour déterminer si nous de- 


vons regarder comme une loi de la nature que les 
molécules se combinent nécessairement en nom- 
bresfixes, il sera indispensable de réunir le pointde 
vue chimique avec le point de vuc Pysialosique 
Ce qui l'indique , c’est que , de l’aveu même des 
illustres chimistes qui ont le plus puissamment 


contribué à la formation de cette doctrine , on 


peut dire tout au plus qu’elle se vérifie constam- 
ment dans la composition des corps inorganiques ; 
mais elle se trouve au moins aussi constamment 
en défaut dans les composés organiques, auxquels 


il-semble jusqu'à présent tout-à-fait impossible 


de'étendre. Or, avant d’ériger cette théorie en un 
principe réellement fondamental, ne faudra-t-il 
pas d’abord s'être rendu compte de cetteimmense 
exception? Ne tiendrait-elle pas à ce même ca- 
ractère général , propre à tous les corps organisés, 


46 … PHILOSOPHIE POSITIVE. 


qui fait que, dans aucun de leurs phénomènes ; di 


il n’y a dieu à concevoir des nombres invariables ? 
Quoi qu'il en soit, un ordre tout nouveau de 
considérations, appartenant également à la chi- 
mie-et à la physiologie, est évidemment néces- 
‘saire pour décider finalement, d'une manière 
‘quelconque , cette pre ip on de Mr à 
naturelle. : c 

Je crois Linie dsnaiiit de ici un 
dairid exemple de même itibré mais quis "se 
räpportant à un sujet de ‘recherches: bien. plus 
particulier 3 est enicoré pius concluant pour mon 
trer l'importance spéciale de la philosophie pose. 


tive dans la solution des questions qui exigent la " 


combinaison de plusieurs sciences. Je le prends. . 
aussi dans la chimie. Tl s'agit de la question ee 
core indécise, qui consiste à déterminer silazote 


doit être regardé, dans l’état présent de nos éon- 
naissances , commé un corps simple ou comme 


3 
D ON 


4 


“‘un Corps composé: Vous savez par quelles conSi-" 


dérations purement chimiques Villustre Berzé- 


lius est parvenu à balancer l’opinion de presque 
+ 

tous les chimistes actuels, relativement à à la sim 

plicité de ce gaz. Mais ce que je ne dois pas hé- 


gliger de faire Rire remarquer , € "est 


l'influence ‘exercée à ce sujet sur. Jesprit de : 


M. Berzélius, comme il en fait hide le pré. 


cieux aveu, par cette observation physiologique ; 
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que les animaux qui se nourrissent de matières 
non azôtées renferment dans la composition de 
leurs tissus tout autant d'azote que les animaux 
carnivores. 1! est clair, en effet, d’après cela, 
que pour décider réellement si azote est ou nou 
un corps simple, il faudra nécessairement faire 
untervenir la physiologie, et combiner: avec les 
considérations chimiques proprement dites, une 
série de recherches neuves sur la relation entre la 
Composition des corps vivans et leur mode d'ali-2 


je 


mentation. | M PULL A 

Il serait maintenant superflu de multiplier da- 
vantage les exemples de: ces problèmes de nature 
multiple, qui ne sauraient être résolus que par 
l’imtime combinaison de plusieurs sciences culii- 
vées aujourd'hui d’une manière: tout-à-fait in- 
dépendantes. Ceux que je viens de citer suffisent 
pour faire sentir, en général, l’importance de la 
fonction que doit remplir -dans le perfectionne- 
mént de chaque science naturelle en particulier 
la philosophie positive; immédiatement destinée 
à organiser d'une manière permanente de telles 
-combinaisons, qui ne pourraient se former con- 
-venablement sans elle. 

Enfin, une quatrième et dernière propriété 
fondamentale que je dois faire remarquer dès ce 
moment dans ce que j'ai appelé la philosophie 
positive, el qui doit sans doute lui mériter plus 


48 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


que toute autre l'attention générale , puisqu'elle 
est aujourd’hui la plus importante pour la prati- 
que, c'est qu’elle peut être considérée comme 
la seule base solide de la réorganisation sociale 
qui doit terminer. l’étatsde crise dans lequel se 
trouvent depuis si long-temps les nations les plus 
‘civilisées. La dernière partie de ce cours sera 
spécialément consacrée à établir cette proposition, 
en la développant dans toute son étendue. Mais 
à l'esquisse générale du grand tableau que j'ai en- 
‘* trepris d'indiquer dans ce discours manqueraït 
=. d’un de ses élémens les plus caractéristiques, si. 
je néeligeais de signaler ici une considération 
aussi essentielle. | 
Quelques réflexions bien simples sufhiront 
pour jusüfier ce qu’une telle qualification paraît * 
d’abord présenter de trop ambitieux. | 
Ce n’est pas aux lecteurs de cet ouvrage que je 
croirai jamais devoir prouver que les idées gou- 
vernent et bouleversent le monde, ou, en die 
tres termes , que tout le mécanisme social repose 
finalement sur des opinions. Îls savent surtout 
que la grande crise politique et morale des socié- 
tés actuelles tient, en dernière analyse ; à l’anar- 
chie intellectuelle. Notre mal le plus grave con- 
siste, eneflet, dans cetie profonde divergence 
qui existe maintenant entre tous les esprits relati- 
vement à toutes les maximes fondamentales donf 
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la fixité est la première condition d’un véritable 
ordre social. Tant que les intelligences indivi- 
duelles n'auront pas adhéré par un assentiment 
unanime à un: certain nombre d'idées générales 


capables de former une: doctrine sociale com- 


3 


mune, on ne peut se dissimuler que l'état des 
nations restera, de toute nécessité, essentiellement 
révolutionnaire, malgré tous les palliatifs politi- 
ques qui pourront être adoptés, et ne comportera 
réellement que des institutions provisoires. Il est 
également certain que si celte réunion ‘des esprits 
dans, une, même communion de principes peut 
une fois être obtenue , les institutions convena- 
bles en découleront nécessairement, sans donner 
lieu à aucune secousse grave, le plus grand dé- 
sordre étant déjà dissipé par ce seul fait. C’est 
donc là que doit se porter principalement l’at- 
tention de tous ceux qui sentent l'importance d’un . 
état de choses vraiment normal. 
Maintenant, du point de vue élevé où nous 
ont placés graduellement les diverses considéra- 
tions indiquées dans ce discours, il est aisé À la 
fois et de caractériser nettement dans son intime 
profondeur l’état présent des sociétés , et d’en dé- 
duire par quelle voie on peut le changer essentiel- 
lement. En me rattachant à la loi fondamentale 
énoncée au commencement, de ce discours, je 


rois pouvoir résumer exactement toutes les ob- 


servations relatives à la situation actuelle de la.s0- 
TOME I. n 
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ciété, en disant simplement que le désordre ac- 
tuel des intelligences tient, en dernière analysé, 
à l'emploi simultané des trois philosophies radica- 
lément incompatibles : la philosophie théologique, 
la philosophie métaphysique et la philosophie 
positive. Il est clair, en effet, que si l’une quel- 
conque de cés trois philosophies obtenait en réa-. 
lité ane prépondérance universelle et complète , | 
il y aurait un ordre social déterminé , tandis Que 
le mal consiste surtout dans l'absence de toute 
véritable organisation. C’est la co-existence de 
ces trois philosophiés opposéés qui empêche ab- 
solument de s'entendre sur aucun point essentiel. 
Or, si cette manière de voir est exacte, il ne s’agit 
plus que de savoir laquelle des trois philosophies 
peut et doit prévaloir par la nature des choses ; : 
“tout homme sensé devra ensuile; quelles qu aient 
pu être, avant l'analyse de la question ; ses opinions 
particulières, s’efforcer de concourir à son triom- 
phe. La recherche étant une fois réduite à ces 
termes simples , elle ne paraît pas dévoir rester 
long-temps incertaine; car il est évident , par 
toutes sortes de raisons dont j'ai indiqué dans ce 
discours quelques-unes des principales , que la 
philosophie positive est seule destinée à prévaloir 
selon le coûrs ordinaire des choses. Seule elle a 
été, depuis une longue suite de siècles , constam- 
‘imenten progrès, tandis que ses antagonistes ont 
été constamment en décadence. Que ce soit à 
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tortou à raison , peu importe ; le fait général est 


incontestable , et il suffit. On peut le déplorer , 


mais non le détruire, ni par conséquent le négli- 
ger , sous peine de ne se livrer qu’à des spécula- 
tions illusoires. Cette révolution générale de l’es- 
prit humain. est aujourd’hui presque entièrement 
accomplie: il ne reste plus, comme je l'ai expli- 
qué, qu'à compléter la philosophie positive en y 


comprenant l'étude des phénomènes sociaux, et 


ensuile à la résumer en un seul corps de doctrine 
homogène. Quand ce double travail sera suffisam- 
ment avancé, le triomphe définitif de la philoso- 
phie positiveaura lieu spontanément, et rétablira 
l’ordre dans la société. La préférence si prononcée 
que presque tous les esprits, depuis les plus éle- 
vés jusqu'aux plus vuloaires, accordent aujour- 
d'hui aux connaissances positives sur les concep- 
tions vagues et mystiques , présage assez l'accueil 
que. recevra cette philosophie ,. lorsqu'elle. aura 
acquis la seule qualité qui lui manque encore, 
un Caractère de généralité convenable. 

En résumé, la philosophie théolovique et la 


- philosophie métaphysique se disputent aujour- 


L 


d'hui la tâche, trop supérieure aux forces de 
l’une et de l’autre, de réorganiser la société: c’est 
entreelles seules que subsiste encore la lutte, sous 
ce rapport. La philosophie positive n’est inter- 
venue jusqu'ici dans la contestation que pour les 
critiquer toutes deux, et elle s’en est assez bien 


* 
| 
æ 
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acquittée pour les discréditer entièrement. Met- 
tons-la enfin en état de prendre un rôle actif, 
sans nous inquiéter plus long-temps de débats de- 
venus inutiles. Complétant la vaste opération in- 
tellectuelle commencée par Bacon, par Descartes 
et par Galilée, construisons directement le sys- 
tème d'idées générales que celte philosophie est 
désormais destinée à faire indéfiniment prévaloir 


dans l'espèce humaine, et la crise révolutionnaire 


qui tourmente les peuples civilisés sera essentiel- 
lement terminée. | 

Tels sont les quatre points de vue principaux 
sous lesquels j'ai cru devoir indiquer dès ce mo- 
ment l'influence salutaire de la philosophie posi- 
tive, pour servir de complément essentiel à la dé- 
finition générale que j'ai essayé d'en exposer. 

Avant de terminer, je désire appeler un instant 
l'attention sur une dernière réflexion qui me 
semble convenable pour éviter, autant que pos 
sible, quon se forme d'avance une opinion érro- 
née de la nature de ce cours. 

: En assignant pour but à la philosophie positive 
de résumer en un seul corps de doctrine homo- 
sène l’ensemble des connaissances acquises , rela- 
tivement aux différens ordres de phénomènes na- 
turels, il était loin de ma pensée de vouloir pro- 
céder à l'étude générale de ces phénomènes en les 
considérant tous comme des effets divers d'un 
principe unique, Comme assujétis à une seule 
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et méme loi. Quoique je doive traiter spécialement 
cette question dans la prochaine leçon; je crois 
devoir, dés à présent, en faire la déclaration., 
afin de prévenir lesreproches très-mal fondés que 
pourraient m'adresser ceux qui, Sur un faux 
aperçu , classeraient ce cours parmi ces tentati- 
ves d'explication universelle qu'on voit éclore 
journellement de la part d'esprits entièrement 
étrangers aux méthodes et aux connaissances scien- 
tifiques. Il ne s'agit ici de rien de semblable ; et 
le développement de ce cours en fournira la 
preuve manifesie à tous ceux chez lesquels les 
éclaircissemens contenus dans ce discours auraient 
pu laisser quelques doutes à cet égard. 

Dans ma profonde conviction personnelle , je 
considère ces entreprises d'explication universelle 
de tous les phénomènes par une loi unique 
comme éminemment chimériques , même quand 
elles sont tentées par les intelligences les plus com- 
pétentes. Je crois que les moyens de l'esprit hu- 
main sont trop faibles, et l'univers trop compli- 
qué pour qu'une telle perfection scientifique soit 
jamais à notre portée, et Je pense, d’ailleurs, qu'on 
se forme généralement une idée très-exagérée des 
avantages qui en résulteraient nécessairement , si 
elle était possible. Dans tous les cas, il me sem- 
ble évident que , vu l’état présent de nos connais- 
sances, nous en sommes encore beaucoup trop 
loin pour que de telles tentatives puissent étre rai- 
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sonnables avant un laps de temps considérables 
Car, sion pouvait espérer d’y parvenir, ce ne pour- 
rait être, suivant moi, qu'en rattachant tous. *: 
les phénomènes naturels à la loi positive la 
plus générale que nous connaissions , la loi de la 
gravitation, qui lie déjà tous les phénoménes.as- « 
tronomiques à une partie de ceux de la physique 
terrestre. Laplace a exposé effectivement une 
conception par laquelle on pourrait ne voir dans 
les phénomènes chimiques que de simples effets 
moléculaires de l'attraction newtonienne, modi- 
fiée par la figure et la position mutuelle-des aio- 
mes, Mais, outre l’indétermination dans laquelle 
resterait probablement toujours cette conception, 
par l'absence des données essentielles relatives à la 
constitution intime des corps, il est presque cer- 
tain que la difficulté de l'appliquer serait telle , 
qu'on serait obligé de maintenir, comme artifi- 
cielle, la division aujourd’huiétablie comme na- 
turelle entre l'astronomie et la chimie. Aussi 
Laplace n’a-t-il présenté cette idée que commeun 
simple jeu philosophique, incapable d’exercer 
réellement aucune influence utile sur les progrès 
de la science chimique. Il y a plus, d’ailleurs ; 
car, même en supposant vaincue cette insurmon- 
table difficulté, on n'aurait pas encore atteint à 
Punitéscientifique, puisqu'il faudrait ensuite ten- 
ter de rattacher à la même loi l’ensemble des phé- 
nomènes physiologiques; ce qui, certes, neserait 
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“pas la partie la moins difficile de l'entreprise. Et, 
!_ néanmoins, hypothèse que nous venons de par- 
“courir serait, Lout bien considéré, la'plus favora- 
 « Ple à cette unité si désirée. 
“Je n’ai pas besoin de plus grands détails, pour 
ichever de convaincre ‘querle but de cecours 
* n’est nullement de présenter tous lesphénomènes 
naturels comme étant au fond identiques ; sauf 
la variété des circonstances . La philosophie posi- 
tive seraït sans doute plus parfaite s’il pouvait en 
être ainsi. Mais cette condition n’est nullement 
nécessaire à sa formation systématique, non plus 
qu’à la réalisation des grandes et heureuses con- 
séquences que nous l’avons ‘vue destinée à pro- 
duire. Il n’y a d'unité indispensable pour cela que 
l’unité de méthode, laquelle peut et doit évidem- 
ment exister , et se trouve déjà établie en majeure 
partie. Quant à la doctrine ,‘il n'est pas néces- 
saire qu'elle soit une ; il suffit qu'elle soit homo- 
gène. C’est donc sous le double: point de vue de 
unité des méthodes ‘et de l'homogénéité des doc- 
trinés que nous considérerons, dans ce cours, 
les! différentes classes de théories positives. Tout 
‘en téndant à diminuer, Le plus possible , le nom- 
bre des lois générales nécessaires à explication 
positive des phénomènes naturels’, ce qui est, en 
effet, le but philosophique de la science, nous 
regarderons comme téméraire d’aspirer Jamais, 
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méme pour l'avenir le plus éloigné , à les réduire” 


rigoureusement à une seule. Aix gore 
J'ai tenté, dans ce discours, de déterminer, ». 
aussi exactement qu il a été en mon pouvoir; le’. 
but , l'esprit et linfluencé de la philosophie po- 
sitive. J'ai donc marqué le terme vers lequel ont, 


toujours ‘tendu et tendront sans cesse tous mes 


travaux, soit dans ce cours, soit de toute autre 
manière. Personne n’est plus profondément. con- 
vaineu que moi de l'insuffisance. de mes forces 
intellectuelles, fussent-elles même HE AUREE ieu- 
res à leur valeur réelle, pour répondre à une 
tâche aussi vaste et aussi élevée. Mais ce qui ne 
peut être fait ni par un seul esprit, ni en une 
seule vie; un seul peut le ‘proposer nettement. ‘ 
Telle est toute mon ambition. dt 

Ayant exposé lé véritable but de. ce cours, 
c’est-à-dire fixé le point de vue sous! lequel. je 
considérerai les diverses branches principales de 
la philosophie naturelle; je compléteraï ; dans la 
lecon prochaine, ces. prolégomènes ;généraux, 
en: passant à l'exposition duplan, c'est-à-dire, à 
la détermination de l’ordre. encyclopédique qu'il | 
convient d'établir éntre les diverses classes des : 
phénomènes naturels, et par conséquent entre les 
sciences positivés correspondantes. 
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SOMMAIRE. Exposition du plan de ce cours, ou considérations 
générales sur la hiérarchie des sciences positives. 


Après avoir caractérisé aussi exactement qué 
possible , dans la lecon précédente , les considé- 
rations à présenter dans cé cours sur toutes les 
branches principales dé la philosophie naturelle ! 
il faut déterminer maintenant le plan que nous 
devons suivre, c’est-à-dire, la classification ra- 
tionnelle la plus convenable à établir entre les 
différentes sciences positives fondamentales, pour 
les étudier successivement sous le point de vue 
que nous avons fixé. Cette seconde discussion 
générale est indispensable pour achever de faire 
connaître dés l’origine le véritable esprit de ce 
cours, | 

On conçoit aisément d’abord qu'il ne s’agit 
pas ici de faire la crilique , malheureusement 
trop facile, des nombreuses classifications qui 

TOME I. ai 
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ont été proposées successivement depuis deux 
siècles , pour le système général des connaissances 
humaines, envisagé dans toute son étendue. On 
est aujourd'hui bien convaincu que toutes les 
échelles encyclopédiques construites , comme 
celles de Bacon et de d’Alembert, d’après une 
distinction quelconque des diverses facultés de 
l'esprit humain , sont par cela seul radicalement 
vicieuses , même quand cette distinction n'est 
pas, comme il arrive souvent , plus subtile que 
réelle ; car , dans chacune de ses sphères d’acti- 
vité, notre entendement emploie simultanément 
toutes ses facultés principales. Quant à toutes 
les autres classifications proposées, il suffira d’ob- 
server que les différentes discussions élevées à ce 
sujet ont eu pour résultat définitif de montrer 
dans chacune des vices fondamentaux , tellement 
qu'aucune n’a pu obtenir un assentiment una- 
nime, et qu'ilexiste à cet égard presqu'autant | 
d'opinions que d'individus. Ces diverses tenta 
tives ont mêémeété , en général, si mal conçues , 
qu’il en est résulté involontairement dans la plu- 
part des bons esprits une prévention défavorable 
contre toute entreprise de ce genre. | 
Sans nous arrêter davantage sur un fait si bien 
constaté, il est plus essentiel d'en rechercher la 
eause. Or , on peut aisément s'expliquer la pro- 
fonde imperfection de ces tentatives encyclopé- 
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diques, si souvent renouvelées Jusqu'ici. Je n'ai 
pas besoin de faire observer que , depuis le dis- 
crédit général dans lequel sont tombés les travaux 
de celte nature par suite du peu de solidité des 
premiers projets, ces classifications ne sont con- 
cues le plus souvent que par des esprits pres- 
que entièrement étrangers à la connaissance des 
objets à classer. Sans avoir égard à celte consi- 
dération personnelle, il en est une beaucoup 
plus importante, puisée dans la nature même du 
sujet, et qui montre clairement pourquoi il n'a 
pas été possible jusqu'ici de s'élever à une con- 
ception encyclopédique véritablement satisfai- 
sante. Elle consiste dans le défaut d'homogénéité 
qui a toujours existé jusqu'à ces derniers temps 
entre les différentes parties du système intellec- 
tuel , les unes étant successivement devenues 
positives, tandis que les autres restaient théolo- 
giques ou métaphysiques. Dans un état de choses 
aussi incohérent , il était évidemment impossible 
d'établir aucune classification rationnelle. Com- 
ment parvenir à disposer , dans un système uni- 
que , des conceptions aussi profondément con- 
tradictoires? c’est une difhculté contre laquelle 
sont venus échouer nécessairement tous les 
classificateurs, sans qu'aucun lait aperçue dis- 
tinctement. Il était bien sensible néanmoins, 
pour quiconque eût bien connu la véritable si- 
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juation de l'esprit humain , qu’une telle entre- 
prise étail prématurée ; et qu'elle ne pourrait 
être tentée avec succès que lorsque toutes nos 
conceptions principales seraient devenues posi- 
tives. 

Cette condition fondamentale pouvant main- 
tenant étre regardée comme remplie, d'après les 
explicalions données dans la lecon précédente à 
il est dès lors possible de procéder à une dispo- 
sition vraiment rationnelle et durable d’un sys- 
1ème dont toutes les parties sont enfin devenues 
homogènes, i 

D'un autre côté , la théorie générale des classi- 
fications , établie dans ces. derniers temps par 
les travaux philosophiques des botanistes et des 
zoologistes, permet d'espérer un succès réel 
dans un semblable travail, en nous offrant un 
guide certain par Île véritable principe fonda- 
mental de l'art de classer , qui n'avait jamais été 
‘conçu distinctement jusqu'alors. Ge principe est 
une conséquence nécessaire de la seule applica- 
tion directe de la méthode positive à la question 
même des classifications , qui, comme toute 
autre , doit étre traitée par observation , au lieu 
d'être résolue par des considérations à priori. Il 
consiste en ce que la classification doit ressortir 
de l'étude méme des objets à classer, et être dé- 
terminée par les affinités réelles et l’enchaîne- 
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ment naturel qu'ils présentent, de telle sorte 
que eelte, classification soit elle-même l’expres- 
sion du fait le plus général, manifesté par la 
comparaison approfondie des objets qu’elle em- 
brasse. 

Appliquant cette règle fondamentale au cas 
actuel , c’est done d’après la dépendance mutuelle 
qui a lieueffectivement entre les diverses sciences 
posilives ; que nous devons procéder à leur clas- 
sification ; et cette dépendance, pour être réelle, 
ne peut résulter que de celle des phénomencs 
correspondans. 

Mais avant d'exécuter , dans un tel esprit d’oli- 
seryation , celte importante opération encyclopé- 
dique , il est indispensable , pour ne pas nous 
égarer dans un travail trop étendu, de cireon- 
scrire avec plus de précision que nous ne l'avons 
fait jusqu'ici , le sujet propre de la classification 
proposée. | 

Tous les travaux humains sont, ou de spé- 
culation ; ou d'action. Ainsi, la division la plus 
générale de nos connaissances réelles consiste à 
les distinguer en théoriques et pratiques. Si nous 
considérons d’abord cette première division , il 
est évident que c’est seulement des connaissances 
théoriques qu'il doit être question dans un cours 
de la nature de celui-ci ; car, il. ne s’agit point 
d'observer le système entier des notionshumaines, 
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mais uniquement celui des conceptions fonda- 
mentales sur les divers ordres de phénomènes ;. 
qui fournissent une base solide à toutes nos au- 
tres combinaisons quelconques , et qui ne sont , 

à leur tour , fondées sur aucun système intellec- 
tuel antécédent. Or , dans un tel travail, c'est 
la spéculation qu'il faut considérer , et non l’ap- 
plication, si ce n'est en tant que celle-ci peut 
éclaircir la première. C’est là probablement ce 
qu'entendait Bacon , quoique fort imparfaite- 
ment , par cette philosophie première qu'il indi- 
que comme devant être extraite de l’ensemble des 
sciences , et qui à été si diversement et toujours 
si étrangement conçue par les métaphysiciens 
qui ont entrepris de commenter sa pensée. 

Sans doute, quand on envisage l'ensemble com- 
plet des travaux de tout genre de lespèce hu- 
maine, on doit concevoir l'étude de la nature 
comme destinée x fournir la véritable base ra- 
tionnelle de l'action de l’homme sur la nature, 
puisque la connaissance dés lois des phénomènes, 
dont le résultat constant est de nous les faire pré- 
voir, peut seule évidemment nous conduire, 
dans la vie active, à les modifier à notre avan- 
tage les uns par les autres. Nos moyens naturels 
et directs pour agir sur les corps qui nous entou- 
rent sont extrémement faibles, et tout-à-fait dis- 
proportionnés à nos besoins. Toutes les fois que 
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nous parvenons à exercer une grande action, c’est 
seulement parce que la connaissance des lois na- 
turelles nous permet d'introduire parmi les circon- 
stances déterminées sous l'influence desquelles 
s’accomplissent les divers phénomènes, quelques 
élémens modificateurs , qui, quelque faibles 
qu'ils soient en eux-mêmes, suffisent, dans cer- 
tains Cas , pour faire tourner à notre satisfaction 
les résultats définitifs de l’ensemble des causes 
extérieures. En résumé, science, d’ouprévoyance; 
prévoyance, d'ou action : telle est la formule 
très-simple qui exprime, d’une manière exacte, 
la relation générale de la science et de l'art, en 
prenant ces deux expressions dans leur acception 
totale. 

Mais, malgré l'importance capitale de cette re- 
lation, qui ne doit jamais être méconnue, ce se- 
rait se former des sciences une idée bien impar- 
faite que de les concevoir seulement comme les 
bases des arts, et c’est à quoi malheureusement 
on nest que trop enclin de nos jours. Quels que 
soient les immenses services rendus à l’industrie 
par les théories scientifiques, quoique, suivant 
l'énergique expression de Bacon, la puissance soit 
nécessairement proportionnée à la connaissance, 
nous ne devons pas oublier que les sciences ont, 
avant tout, une destination plus directe er plus 
élevée , celle de satisfaire au besoin fondamental 
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qu’éprouve notre intelligence de connaître les lais 
des phénomènes, Pour sentir combien ce besoin 
est profond et impérieux, il suffit de penser un 
instant aux effets physiologiques de l’étonnement, 
et de considérer que la sensation la plus terrible 
que nous puissions éprouver est celle qui se pro- 
duit toutes les fois qu’un phénomène nous semble 
s’accomplir contradictoirement aux lois naturelles 
qui nous sont familières. Ce besoin de disposer les 
faits dans un ordre que nous puissions concevoir 
avec facilité (ce qui est l’objet propre de toutes 
les théories scientifiques ) est tellement inhérent 
à notre organisation , que, si nous ne parvenions 
pas à le satisfaire par des conceptions positives, 
nous retournerions inévitablement aux explica- 
tions théologiques et métaphysiques auxquelles 
il a primitivement donné naissance, comme je 
l'ai exposé dans la dernière lecon. 

J'ai cru devair signaler expressément des ce 
moment une considération qui se reproduira 
fréquemment dans toute la suite de ce cours, afin 
d'indiquer la nécessité de se prémunir contre la 
trop grande influence des habitudes actuelles qui 
tendent à empêcher qu'on se forme des idées 
justes et nobles de l’importance et de la destina- 
tion des sciences. Si la puissance prépondérante 
de notre organisation ne corrigeait , même involon- 
tairement , dans l esprit des savans, ce qu'il y a sous 
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ee rapport d'incomplet et d’étroit dans la tendance 
générale de notre époque, l'intelligence humaine, 
réduite à ne s'occuper que de recherches suscep- 
tibles d’une utilité pratique immédiate, se lrouve: 
rait par cela seul, comme l'a très - justement re- 
marqué Condorcet, tout-à-fait arrêtée dans ses 
progrès, même à l'égard de ces applications aux- 
quelles'on aurait imprudemment sacrifié les tra- 
vaux purement spéculatifs ; car, les applications 
les plus importantes dérivent constamment de 
théories formées dans une simple intention scien- 
ufique, et qui souvent ont été cultivées pen- 
dant plusieurs siècles sans produire aucun résul- 
tat pratique. On en peut citer un exemple bien 
remarquable dans les belles spéculations des géo- 
mètres grecs sur les sections coniques , qui , après 
une longue suite de générations, ont servi, en 
déterminant la rénovation de l'astronomie , à con- 
duire finalement l’art de la navigation au degré de 
perfectionnement qu’il a atteint dans ces derniers 
lemps , et auquel il ne serait jamais parvenu sans 
les travaux si purement théoriques d’Archimède 
et d’Apollonius ; tellement que Condorcet à pu 
dire avec raison à cet écard : « le matelot, qu'une 
»,exacte observation de la longitude préserve du 
» naufrage, doit la vie à une théorie conçue, deux 
» mille ans auparavant, par des hommes de génie 
» Qui avaient en vue de simples spéculations géo- 
» métriques, » 
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Il est donc évident qu'après avoir conçu, d’une 
manière générale , l'étude de la nature comme ser- 
vant de base rationnelle à l’action sur la nature, 
l'esprit humain doit procéder aux recherches 
théoriques , en faisant complétement abstraction 
de toute considération pratique ; car, nos moyens 
pour découvrir la vérité sont tellement faibles, 
que si nous ne les concentrions pas exclusivement 
vers ce but, et si, en cherchant la vérité, nous 
nous imposions en même temps la condition étran- 
gère d'y trouver une utilité pratique immédiate, 
il nous serait presque toujours impossible d’y par- 
venir. 

Quoi qu'il en soit , il est certain que l’ensemble 
de nos connaissances sur la nature, et celui des 
procédés que nous en déduisons pour la modifier 
à notre avantage, forment deux systèmes essen- 
tiellement distincts par eux-mêmes, qu'il est con- 
venable de concevoir et de cultiver séparément. 
En outre, le premier système étant la base du 
second, c'est évidemment celui qu'il convient de 
considérer d'abord dans une étude méthodique, 
même quand on se proposerait d'embrasser la to- 
talité des connaissances humaines, tant d’applica- 
tion que de spéculation. Ce système théorique me 
paraît devoir constituer exclusivement aujour- 
d'hui le sujet d’un cours vraiment rationnel de 
philosophie positive : c’est ainsi du moins que 
je le concois. Sans doute, il serait possible d'ima- 
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oiner un cours plus étendu, portant à la fois sur 
les généralités théoriques et sur les généralités 
pratiques. Mais je ne pense pas qu'une telle en- 
tréprise, même indépendamment de son étendue, 
puisse être convenablement tentée dans l’état pré- 
sent de l’esprit humain. Elle me semble, en 
effet, exiger préalablement un travail très-1m- 
portant et d’une nature toute particulière, qui 
_n’a pas encore été fait, celui de former, d'après les 
théories scientifiques proprement dites , les con- 
ceptions spéciales destinées à servir de bases di- 
rectes aux procédés généraux de la pratique. 

Au degré de développement déjà atteint par 
notre intelligence, ce nest pas immédiatement 
que les sciences s’appliquent aux arts, du moins 
dans les cas les plus parfaits; il existe entre ces 
deux ordres d'idées un ordre moyen, qui, encore 
mal déterminé dans son caractère philosophique, 
est déjà plus sensible quand on considère la 
classe sociale qui s'en occupe spécialement. 
Entre les savans proprement dits et les directeurs 
effectifs des travaux productifs il commence à 
se former de nos jours une classe intermédiaire , 
celle des ingénieurs , dont la déstination spéciale 
est d'organiser les relations de la théorie et de la 
pratique. Sans avoir aucunement en vue le pro- 
grès des connaissances scientifiques , elle les con- 
sidère dans leur état présent pour en déduire les 
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applications industrielles dont elles sont suscep- 
tibles. Telle est, du moins, la tendance natu- 
relle des choses, quoiqu'il y ait encore à cet 
ésard beaucoup de confusion. Le corps de doc- 
trine propre à cette classe nouvelle, et qui doit 
constituer les véritables théories directes des dif- 
férens arts, pourrait, sans doute, donner lieu à 
des considérations philosophiques d’un grand in- 
térêt et d’une importance réelle. Mais, un travail 
qui les embrasserait conjointement avec celles 
fondées sur les sciences proprement dites, serait 
aujourd'hui tout-à-fait prématuré; car, ces doc- 
trines intermédiaires entre la théorie pure et la 
pratique directe ne sont point encore formées : il 
n’en existe jusqu'ici que quelques élémens impar- 
faits relatifs aux sciences et aux arts les plus 
avancés , et qui permettent seulement de conce- 
voir la nature et la possibilité de semblables tra- 
vaux pour l’ensemble des opérations humaines. 
C'est ainsi, pour en citer ici l’exemple le plus 
important, qu'on doit envisager la belle concep- 
tion de Monge, relativement à la géométrie des- 
criptive, qui n’est réellement autre chose qu'une 
théorie générale des arts de construction. J'aurai 
soin d'indiquer successivement le petit nombre 
d'idées analogues déjà formées et de faireapprécier 
leur importance, à mesure que le développement 
naturel de ce cours nous les présentera. Mais ul 
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est clair que des conceptions jusqu’à présent aussi 
incompiètes ‘ne doivent point entrer, comme 
partie essentielle, dans un cours de philosophie 
positive qui ne doit comprendre, autant que pos- 
sible, que des doctrines ayant un caractère fixe 
et nettement déterminé. 

On concevra d'autant mieux la difficulté de 
conslruire ces doctrines intermédiaires que je 
viens d'indiquer, si l’on considère que chaque 
art dépend non-seulement d’une certaine science 
correspondante , mais à la fois de plusieurs, telle- 
ment que les arts les plus importans empruntent 
des secours directs à presque toutes les diverses 
sciences principales. C’est ainsi que la véritable 
théorie de l’agriculture, pour me borner au cas 
le plus essentiel, exige une intime combinaison 
de connaissances physiologiques, chimiques, 
physiques et même astronomiques et mathéma- 
thiques : il en est de même des beaux-arts. On 
apercoit aisément, d'après cette considération, 
pourquoi ces théories n’ont pu encore être for- 
mées, puisqu'elles supposent le développement 
préalable de toutes les différentes sciences fon- 
damentales. Îl en résulie également un nouveau 
motif de ne pas comprendre un tel ordre d'idées 
dans un cours de philosophie positive, puisque, 
loin de pouvoir contribuer à la formation systé- 
matique de cette philosophie, les théories géné- 
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rales propres aux différens arts principaux doi- 
vent, au contraire, Comme nous le voyons, être 
vraisemblablement plus tard une des conséquences 
les plus utiles de sa construction. 

En résumé, nous ne devons donc considérer 
dans ce cours que les théories scientifiques et 
nullement leurs applications. Mais avant de pro- 
céder à la classification méthodique de ses difté- 
rentes parties, il me reste à exposer, relativement 
aux sciences proprement dites, une distinction 
importante , qui achèvera de circonscrire nette- 
ment le sujet propre de l’étude que nous entre- 
prenons. 

J1 faut distinguer , par rapport à. tous les ordres 
de phénomènes, deux genres de sciences naiu- 
relles : les unes abstraites, générales, ont pour 
objet la découverte des lois qui régissent les di- 
verses classes de phénomènes, en considérant tous 
les cas qu'on peut concevoir ; les autres con- 
crêtes, particulières, descriptives, et qu’on dé- 
signe quelquefois sous le nom de sciences 
naturelles proprement dites, consistent dans l'ap- 
plication de ces lois à l'histoire effective des dif- 
férens êtres existans. Les premières sont donc 
fondamentales, c’est sur elles seulement que por- 
teront nos études dans ce cours; les autres, 
quelle que soit leur importance propre, ne sont 
réellement que secondaires, et ne doivent point, 
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par conséquent, faire partie d’un travail que son 
extrême étendue naturelle nous oblige à réduire 
au moindre développement possible. 

La distinction précédente ne peut présenter 
aucune obscurité aux esprits qui ont quelque 
connaissance spéciale des différentes sciences pe- 
silives, puisqu'elle est à peu près l'équivalent de 
celle qu'on énonce ordinairement dans presque 
tous les traités scientifiques en comparant la phy- 
sique dogmatique à l’histoire naturelle propre- 
ment dite. Quelques exemples suffiront d'ailleurs 
pour rendre sensible cette division, dont l’im- 
portance n'est pas encore convenablement appré- 
ciée. 

On pourra d’abord l’apercevoir très-nettement 
en comparant, d'une part, la physiologie géné- 
rale , et, d’une autre part, la zoologie et la bo- 
tanique proprement dites. Ce sont évidemment, 
en effet, deux travaux d’un caractère fort dis- 
unct, que d'étudier, en général, les lois de la 
vie, ou de déterminer le mode d’existence de 
chaque corps vivant, en particulier. Cette se- 
conde étude , en outre, est nécessairement fondée 
sur la première. 

Il en est de même de la chimie , par rapport à 
la minéralogie; la première est évidemment la 
base rationnelle de la seconde. Dans la chimie , 
on considère toutes les combinaisons possibles 
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des molécules , et dans toutes les circonstances 
imaginables ; dans la minéralogie, on considère 
seulement celles de ces combinaisons qui se 
trouvent réalisées dans Ka constitution effective 
du globe terrestre , el Sous l'influënce des seules 
circonstances qui lui sort propres. Cé qui montre 


clairement la différence du point de vue chi 


mique et du point de vue minéralogique , quoi- 
que les deux sciences portent Sur les ; mêmes 
objets, c’est qué la plupart des faits envisagés 
dans la première n’ont qu'une existence arti- 
ficielle, de telle manière qu'un corps, comme 
le chlore ou le potassium, pourra avoir une ex- 
tréme importance en chimie par l'étendue et l'é- 
nergie de ses affinités , tandis qu'il n'en aura 
presque aucune en minéralosié ; et réciproque- 
ment, un composé, tel que le granit ou le quartz ; 
sur lequel porte la majeure partie des considé: 
rations minéralogiques , n'offrira, sous le rapport 
chimique, qu'un intérêt três-médiocre. 

Ce qui rend, en général ; plus sensible éncore 
la nécessité logique de cette distinction fonda- 
mentale entre les deux grandes sections de la phi- 
losophie naturelle , c’est que non-seulement cha= 
que section de Îa physique concrète suppose la 
culture préalable de la section correspondante de 
la physique abstraite , mais qu'elle exige même 
la connaissance des lois générales relatives à tous 


EXPOSITION. | 7 
les ordres de phénomènes. Ainsi , par exemple, 
non seulement l'étude spécialé de Ja terre ; Con- 
sidérée sous tous Îles points dé‘vue qu'elle péut 
_ présenter cffectivement ; exige la connaissance 
préalable de la physiquetet de la chimie , mais 
elle ne peut être faite convenablement ; sans y 
introduire , d’une part , les connaissances astro- 
nomiques , et même , d’une autre part, les con- 
naissances physiologiques ; en sorte qu’elle tient 
au système entier des sciences fondamentales. Il 
en est de même de chacune des sciences natu- 
relles proprement dites. C’est précisément: pour 
ce motif que la physique concrète à fait jusqu’à 
présent si peu de progrès réels , car elle n’a pu 
commencer à être éludiée d’une manière vraiment 
rationnelle qu'après la physique abstraite, et 
lorsque toutes les diverses branches principales 
de celle-ci ont pris leur caractère définitif, ce 
qui n’a eu lieu que de nos’ jours: Jusqu'alors on 
n'a pu recueillir à ce sujet que des matériaux 
plus ou moins incohérens, qui sont méme encore 
fortincomplets. Les faits connus ne pourrontétre 
coordonnés’ de manière à former de “véritables 
théories spéciales des différens êtres de univers, 
que lorsque la distinction fondamentale rappéléc 
ci-dessus ; Sera plus profondément séritie et plus 
résulièrement érganiséc et que ; ‘par site’, 
les®savans particulièrement livrés à l'étude des 
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sciences naturelles proprement dites , auront re- 
“connu Ja nécessité de fonder leurs recherches 
sur une connaissance approfondie de toutes.les 
sciences fondamentales, condition qui est.encore 
aujourd'hui fort loin d’être convenablement 
remplie. 

L'examen de cette condition confirme nette- 
ment pourquoi nous devons, dans ,ce-cours de 
philosophie positive, réduire nos considérations 


à l’étude des sciences générales, sans embrasser 


en même temps les sciences descriptives, ou parti- 
culières. On. voit naître ici, en effet; une-nou- 
velle propriété essentielle de cette étude propre 
des généralités de la physique abstraite; c’est.de 
fournir la base rationnelle d’une physique con- 
crête vraiment systématique. Ainsi, dans L'état 
présent de l'esprit humain, il y aurait une/sorte 
de contradiction à vouloir réunir, dans un seul 
et même cours, les deux ordres de sciences. On, 
peut dire, de plus, que quand même la physique 
concrète aurait.déjà atteint le degré de periection- 
nement de la, physique abstraite, et que,:par 
suite, il serait possible , dans un cours.de philo- 
sophie positive, d’embrasser à la fois l’une et l’au- 
tre , il n’en faudrait pas moins évidémment com- 
: mencer.par la. section abstraite, qui restera la 
base invariable de l’autre. IL est clair, d'ailleurs, 
que la. seule étude des. généralités des sciences 
; ° 


EXPOSITION. | 79 
fondamentales, est. assez vaste pay cile.- méme, 
pour qu'il importe. d'en écarter, autant que possi- 
ble, toutes les considérations qui.nc sont. pas 
indispensables ; or, celles relatives aux sciences 
secondaires seront. toujours, quoi qu'il arrive, 
senre distinct. La philosophie des sciences 


5 
fondamentales, présentant un système de concep- 


d'un 


tions positives sur lous nos ordres de, connaissan- 
ces réelles, suffit, par cela même, pour consti- 
tuer: cetie philosophie jremière que cherchait 
Bacon, et qui étant destinée à servir désormais de 
base permanente à toutes les spéculations hu- 
maines ; doit être soigneusement réduite à la plus 
simple expression possible. 

Je n’ai pas besoin d’insister davantage en ce mo- 
ment sur une telle discussion, que j'aurai natu- 
rellement plusieurs occasions de reproduire dans 
les diverses parties de ce cours. L’explication pré- 
cédente est assez développée pour motiver la ma- 
nière dont j'ai circonserit le sujet général de nos 
considérations. 

: Ainsi, en résultat de jou ce qui vient (l'être 
exposé daus cette leçon, nous voyons: 1° que la 
science humaine se composant, dans son ensem- 
ble ,.de connaissances spéculatives et de connais- 
sances d'application, c’estseulement des premières 
que nous.devons. nous occuper ici; 2° que Îles 
connaissances théoriques ou les sciences propre- 
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ment dites, se divisant en sciences générales et 
sciences particulières, nous devons ne considérer 
ier que le premier ordre, et nous borner à la 
physique abstraite ; quelque: intérêt que puisse 
1iOUS présenter la physique concréte. 

: Lé sujet propre de'ce cours étant par Ià exac- 
tement circonscrit, il est facile maintenant de 
procéder à une classification rationnelle vraiment 
satisfaisante dés scierices fondamentales, ce qui 
constitue la question encyclopédique ; objet spé- 
cial de cette leçon. 

© IL faut, avant tout, commencer par reconnaître 
que ; quelque naturelle que puisse être une telle 
classification , elle renfermera: toujours nécés- 
sairement quelque chose , sinon d'arbitraire , du 
moins d’artificiel, de manière à présenter ang | 
inper fection véritable. 

En effet , le but principal que l’on doit avoir 
en vue dans tout travail encyclopédique , c’est de 
disposer les sciences dans l’ordre de leur enchaï- 
nement naturel, en suivant leur dépendance 
mutuelle ; de telle sorte qu'on puisse les exposer 
succéssivement , sans jamais être entraîné dans 
le moindre cercle vicieux. Or, c’est une con- 
dition qu'il me paraît impossible d'accomplir 
d’üne manière tout-à-fait rigoureuse. Qu'il me 
soit Heniie de donner ici quelque” développe- 
mert à cette réflexion, que je crois importante 
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pour caractériser la véritable difficulté de la re- 
cherche, qui nous: oceupe : actuellement, Cette 
considération ; d'ailleurs, me donnera lieu d’é- 
tablir ; relativement à-l’exposition ide nos con- 
naissances ; un principe: général: dont. j aurai 
plus tard à présenter de fréquentes applications. 

Toute science peut.être exposée suivant. deux 
marches essentiellement distinctes ,; dont : tout 
autre mode d'exposition ne saurait, étre qu'unc 
combinaison , la marche lystorique, etla marché 
dogmatique. ED Jnaivoh tioiii 

Par:le premier procédé, on expose successi- 
vement les connaissances dans le même ordre 
effectif, suivant. lequel l'esprit. Buüumain: les a 
réellement obtenus ;-et en adoptant , ‘autant que 
possible , les mêmes voies. stautyéocton éooviross 

Par le second, on présente: le système des 
idées tel qu'il pourrait être conçu aujourd'hui 
par un seul esprit, qui ;:placé-au point de vue 
convenable , et pourvu des connaissances suffi 
santes , s'occuperait. à refaire la science :dans-son. 
ensemble... peut #liuboq tord edHient 

Le premier mode est évidemment celui par. 
_ lequel commence, de toute nécessité ; l'étude de. 
chaque science naissante ; car; 11 présente cette 
propriété, de n’exiger , pour l'exposition des con- 
naissances > AUCUN nouyeau travail distinct: de 
celui de leur formation , toute la didactique se 
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réduisant alors à étudier successivement ; dans 
l'ordre chronologique ; les divers ouvrages orlgi+ 
naux qui ont contribué aux progrès de la science. 
Le mode dogmatique, supposant au contraire, 
que tous ces travaux particuliers ont élé refondus 
‘en un système général, pour être présentés sui- 
vantun ordre logique plus naturel , n’est appli- 
cable qu'à une science déjà parvenue À un assez 
haut degré de développement, Mais, à mesure 
que Ja science fait des progrès, l’ordre historigne 
d'exposition devient de plus en plus impralicable, 
par la trop longue suite d’intermédiaires qu'il 
obligerait l'esprit à parcourir ; tandis que l’ordre 
dogmatique devient de plus en plus possible ; 
en même temps que nécessaire, parce que de 
nouvelles conceptions permeulent de présenter 
les découvertes antérieures sous un point de vue 
plus direct. | | 
C’est ainsi, par exemple, que l'éducation d’un 
géomètre de l'antiquité consistait simplement 
dans l’étude successive du très-pelit nombre de 
. traités originaux produits jusqu'alors sur les di- 
verses parties de la géométrie , ce qui se rédui- 
sait essentiellement aux écrits d'Archimède: et 
d’Apollonius ; tandis que, au contraire ; un gé0- 
mêtre moderne a communément terminé son 
éducation , sans avoir lu un seul ouvrage original, 
excepté relativement: aux: découvertes les plus 
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récentes, qu'on ne peut connaître que par ce 
moyen. x 

La tendance constante de l'esprit humain, 
quant à l'exposition des connaissances, est donc 
dessubstituer de plus en plus à l’ordre historique 
l'ordre dogmatique, qui peut seul convenir à l’é- 
tab perfectionné de notre intelligence. 

Le problème général de l'éducation intellec- 
tuelle consiste à faire parvenir, en peu d'années, 
un seul entendement, le plus souvent médiocre, 
au même point de développement qui a été at- 
teint, dans une longue suite de siècles, par un 
grand nombre de.génies supérieurs appliquant 
successivement, pendant leur vic entière, toutes 
leurs forcesà l'étude d’un même sujet. Îl est clair, . 
d’après cela, que, quoiqu'il soit infiniment plus 
facileet plus court d'apprendre que d'inventer, 
il serait certainement impossible d'atteindre le but 
proposé, si l’on voulait assujétir chaque esprit 
individuel À passer successsivement par les mêmes 
intermédiaires qu'a dû suivre nécessairement le 
génie collectif de l'espèce humaine. De là, l’in- 
“dispensable besoin de l’ordre dogmatique , qui est 
surtout si sensible aujourd’hui pour les sciences 
les plus avancées, dont le mode ordinaire d'expo- 
sition ne présente plus presqu’aucune trace de la 
filiation effective de leurs détails. 

it faut, néanmoins, ajouter, pour prévenir 
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_ toute exagération, que tout mode réel d’exposi- 
tion est, inévitablement , une certaine combinai- 
son de l’ordre dogmatique avec l’ordre historique, 
. dans laquelle seulement le premier doit dominer 
constamment et de plus en plus. L'ordre dogma- 
tique nepeut, en effet, être suivi d’une manière 
tout-à-fait rigouréuse; car, par cela:même-quil 
exige une nouvelle élaboration des connaissances 
acquises , :il:n'est point ‘applicable, à chaque 
époque de:la sciencé ; ‘aux parties récemment 
formées , : dont Fétude ne comporte qu'un ordre 
essentiellement. historique; dequel: ne présenté 
pas; d'ailleurs; dans ce cas, Îles inconvéniens 
principaux qui le-font'rejeter en général. + 
La: séule imperfection fondamentale, qu’on 
pourrait réprochéraü mode dogmatique, c’est de 
laisser. ignorer, la:manière dont se sont formées 
les diverses ::connaissances ‘humaines, cc: qui, 
quoique distinct de lacquisition même de:ces 
conhaissances ; est; en-soi; du plus haut intérêt 
pour tout esprit philosophique. , Cette considé- 
ration aurait, à mes ÿeux, beaucoup de poids; 
si; ele était réellement un motif en faveur,de 
l’ordre historique. Mais il est aisé de voir.quil 
n’y-a qu'uue relation apparente entre étudier une 
science en suivant le mode dit Lrstorique, et.con- 
naître véritablement l’histoire effective de cette 
science. l'E 
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ivérsés parties de 
chaque'science!, qu'on est conduit à séparer dans 
l'ordre dogmatique, se'sont, en réalité, déve- 
loppées simultanément et sous l'influence les unes 
dés auires , ce qui tendrait à faire préférer l’ordre 
historique ::- mais en considérant , dans son 
ensémble, le dévéloppement effectif de l'esprit 
humain, on voit de plus que les différentes 
sciences ontété, dans le fait, perfectionnées'en 
même temps et mutuellement ; on voit même 
que:les progrès des sciéncés et ceux des arts ont 
dépendu les ‘uns des'autres , par d'innombrables : 
influences réciproques, et'enfin que tous ont été 
étroitement liés au développement général de la 
société humaine. Ce vaste enchaînement est tel: 
lement réel que souvent, pour concevoir'la géné- 
ralioneffective d’une théorie scientifique, l'esprit 
est! conduit à considérer le perfectionnement de 
quelque art qui n’a avec elle aucune ‘liaison ra- 
tionnelle , ‘ou même quelque progrès particulier 
dans lorganisationtsociale ; sans léquel cette dé- 
couverte n'eût pu avoir lieu. Nous en verrons 
dans lasuite de nombreux ‘exemples. Il résulte 
_doncide là que lon ne peut connaître la véritable 
histoire de! chaque science, ‘c’est-à-dire, la for- 
mation réelle des découvertes dont elle se com- 
pose, qu’en étüdiant, d’une manière générale et 
directe, Fhistoire de l'humanité. Cest: pourquoi 


: En effet; non seulément les di 
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lous les documens recueillis jusqu'ici sur Fhis- 
toire des mathématiques, de l astronomie., de la 
médecine, etc., quelque précieux qu'ils soient, ne 
peuvent être regardés que comme. des malériaux. 
Le préténdu ordre historique d'exposition , 
même quand il pourrait être suivi rigoureusement 
pour les détails de chaque science en particulier, 
serait déjà purement hyothétique et abstrait sous 
le rapport le plus important; en ce qu'il considé- 
rerait le développement de: celte science comme 
isolé. Bien loin de mettre en évidence la vérita- 
ble histoire de la science ; iltendrait à en faire 
concevoir une opinion três-fausse, : | 
Ainsi, nous sommes cerlainement convaineus 
que la connaissance de l’histoire des sciences’est 
de la plus haute importance. Je pense même 
qu'on ne connaît pas complétement une science 
tant qu ‘on n’en sait pas |’ histoire. Mais cette étude 
doit être conçue comme entièrement séparée de 
l'étude propre et dogmatique de la science ;:sans 
laquelle même cette histoire ne serait pas intelli- 
sible, Nous considérerons done avec beaucoup de 
soin l’histoire réelle des sciences fondamentales 
qui vont être le sujet de nos méditations ;-mais 
ce sera seulement dans la dernière partie de ce 
cours , celle relative à l’étude des phénomènes so- 
ciaux , en traitant du développément général de 
Fhumanité, dont l’histoire dés sciences constitue 
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la partie la plus importante , quoique jusqu'ici la 
plus négligée. Dans l'étude de chaque science, les 
considérations historiques incidéntes qui: pour- 
ront se présenter, auront un caraclére nettement 
distinct, de manière à ne pas altérer la nature 
propre de notre travail principal. 
.. La discussion précédente, qui doit d’ailleurs, 
comme on lé voit, être spécialement développée 
plus tard , tend À préciser davantage, en le pré- 
sentant sous un nouveau point de vüe, le vérita- 
ble esprit de ce cours. Mais, surtout, ilen 
résulte, relativement à la question actuelle, la dé- 
termination exacte des conditions qu’on doit:s'im- 
poser et qu'on peul justement espérer de remplir 
dans là “construction d’une échelle encyclopédi- 
que des diverses sciences fondamentales. 

On voit, en effet, que, quelque parfaite qu'on 
pût la supposer, cette classification ne saurait ja- 
mais êlre rigoureusement conforme à l’enchaîne- 
ment historique des sciences. Quoi qu’on fasse, 
on ne peut éviter entièérément de présenter 
comme antérieure telle science qui aura cepen- 
dant besoin , sous quelques rapports particuliers 
plus ou moins imporlans, d'emprunter des no- 
tions à une autre science classée dans un rang 
postérieur. Ïl faut tâcher seulement qu'un tel in- 
convénient nait lieu relativement aux concep- 
lions caractéristiques de chaque science, car 
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alors la classification serait tout-à-fait! vicieuse! 
Ainsi, par exemple, il me semble inéontesti= 
ble que, dans le système général des sciences.» 
l'astronomie doit être: placée ‘ayant ‘la physique 
proprement dite, «et néanmoins ‘plusieurs-branz 
ches de celle-ci, :surtout l'optique; sonit ‘indis- 
pensables à l'exposition complète de la première. 

“De tels défauts: secondaires ; qui:isont stricte- 
ment inévitables; né: sauraient. prévaloir contre 
une classification, qui-remplirait :d'ailleurs:con- 
venablement les conditions principales: Is tien 
nent à ce qu'il ya nécessairement d'artificiel dans 
notre division du travail intellectuel. 

Néanmoins, quoique; d’après les explications 
précédentes, nous ne devions pas prendre lordré: 
historique pour base de notre classification, je ne 
dois pas: négliger d'indiquer d'avance; comme üne 
prépriété essentielle de: Péchelle encyclopédique 
queiJe vais proposer, sa conformité générale avee 
l’'ensemble:de l'histoire sciemifique; en:cé sens; 
que ;smalgré la simultañéité réelle et continue du 
développement des différentes'sciences, celles qui 
seront classées comme aniérieures seront, .en ef- 
fet, plusanciennes et constammént plus'avaneéés 
que:celles présentées commé postérieures. C’est ce 
qui doit:avoir: lien inévitablement sii} en réalité ; 
nous: prenons ; comme cela doit étre, pour prin- 
cipe de-elassification!, l'enchaînement logique ma- 
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turel des diverses sciences, le point de départ de 
l'espèce: ayant dû nécessairement étre le: même 
que celui de Pindividu. 

* 1 Pour achever de déterminer: avec toute la pré- 
cision possible Ja ‘difficulté exacte de la question 
encyclopédique: que nous avons à: résoudre j*ye 
crois ütilé d'introduire une ‘considération mathé- 
malique fort simple: qui «résumera rIgoureusc- 
ment l’ensemble des raisonnemens exposés Jus- 
qu'ici dans cette leçon: Voici en quoielle consiste. 
: Nous nousproposons de:classer:les sciences fon- 
damentales. Or ; nous verrons bientôt que; tout 
bien considéré, il n’est pas possible d'en distin- 
guer moins de six; la plupart des savans. éni ad- 
mettraicnt «même : vraisemblablement: un. plus 
grand nombre. Cela-posé, :on:. sait que six objets 
comportent: 720: dispositions : différentes. : Les 
sciences. fondamentales: pourraiént. donc: don- 
ner . lieu à 720. classifications. distinctes ,: parmi 
lesquelles il s’agit .de choisir. la : classitication 
nécessairement, unique ,: qui : satisfait le. mieux 
aux principales conditions du problème. Où voit 
que, malgré le grand nombre d’échelles encyclo- 
pédiques successivement : proposées: jusqu'à ‘pré- 
sént, la discussion n’x porté.encore que sur une 
bien faible partie des. dispositions possibles. ; 
et néanmoins, je crois pouvoir dire sans exagé-. 
ration qu'en :examinant chacune de: ces :720 
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classifications ; il n'en serait peut-être pas 
uue seule en faveur de laquelle on ne püt faire 
valoir quelques motifs plausibles; car, en obser- 
vant les diverses dispositions qui ont élé effecti- 
vement proposées, on remarque eutre elles les plus 
extrêmes différences ; les sciences qui sont placées 
par les uns à la tête du système encyclopédique, 
étant renvoyées par d'autres à l'extrémité oppo- 
sée, et réciproquement. C'est donc dans ce choix 
d’un seul ordre vraiment rationnel, parmi le nom- 
bre très-considérable dés systèmes possibles ; que 
consiste la difficulté précise de la quesiion que 
nous avons posée. : 

Abordant maintenant d’une manière directe 
cette grande question, rappelons -noûs d’abord 
que pour obtenirune classification naturelle etpo- 
sitive des sciences fondamentales, cest dans la 
comparaison des divers ordres de phénomènes 
dont elles ont pour objet de découvrir les lois 
que nous devons en chercher le principe: Ce que 
nous: voulons déterminer, c'est la dépendance 
réelle des diverses études scientifiques: Or, cette 
dépendance ne peut résulter que de celle des 
phénomènes correspondans. | 

En considérant sous ce point de vue tous les 
phénomènes observables, nous allons voir qu'il 
est possible de les classer en un petit nombre de 
catégories naturelles , disposées d’üne telle ma- 
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| nièré , que l'étude rationnelle de chaque calégo- 
rie soit fondée sur la connaissance des lois prin- 
cipales de la catégorie précédente, et devienne le 
fondement de l'étude de la suivante. Oct ordre est 
déterminé par le degré de simplicité, ou, ec qui 
revient au même, par le desré de généralité des 
phénomènes , d’où résulte Jeur dépendance suc- 
ucssive, et, en conséquence, la facilité plus ou 
moins grande de leur étude. 

Îl'est clair , en effet, à priori » que les phéno- 
mènes les dé simples, ceux qui se compliquent 
le moins des autres , sont nécessairement aussi les 
plus généraux ; car, ce qui s’observe dans le plus 
graud nombre decas est, par cela même, dégagé 
le plus possible des circonstances propres à cha- 
que cas séparé. C’est donc par l'étude des phé- 
nomênes les plus généraux ou les plus simples 
qu'il faut commencer, en procédant ensuite suc- 
cessivement jusqu'aux phénomènes les plus parti- 
culiers ou les plus compliqués, si l’on veut con- 
cevoir la philosophie naturelle ‘d’une manière 
vraiment méthodique; car, cet ordre de généra= 
lité ou de simplicité déterminant nécessairement 
l'enchaînement ‘rationnel des diverses sciences 
fondamentales par la dépendance successive de 
leurs phénomènes, fixe ainsi leur degré de faci 

lité. 
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En même emps,'par une Considérat'on auxi- 
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liaire que je. CroIS important : de noterict, et qui 
converge exactement avec toutesles: pr écédentes ; 
les phénomènes les plus généraux ou les plus sim- 
ples se trouvant nécessairement: les plus étrangers à 
l’homme, doivent, par.cela même; être étudiés 
dans une disposition d’esprit plus calme, ; plus ra- 
tionnelle, .ce qui.constitue nn nouveau motif 
pour que les sciences correspondantes se Di 
pent plus rapidement. 1, 110: bi 1 

Ayant ainsi indiqué la règle Pure qui 
doit présider à la classification: des sciences, : je 
puis passer. immédiatement à la construction dé 
l'échelle encyclopétique d’après laquelle le plan 
de ce cours doit être délerminé, et que chacun 
pourra aisément apprécier à l'aide des considéra- 
tions pr écédentés.,. 

Une première nc er de l’ensemble hs 
phénomènes naturels, nous. porte à Îles: diviser 
d’abord, conformément au principe que nous:ve- 
nons d'établir, en deux grandes classes principales, 
la'première comprenant tous les phénomènés des 
corps bruts , la seconde tous. ceux des corps or- 
_ganisés. nu sh ) 

Ces derniers sont ae ANS en eflet , plus 
compliqués et plus particuliers que les autres ; als 
dépendent des, précédens, qui, aw contr aire, 
n’en dépendent nullement. De là la nécessité de 
n'étudier les phénomènes physiologiques qu apré 
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ceux des corps inorganiques. De quelque ma- 
nière qu’on explique lés différences de ces deux 
sortes d'êtres, il est certain qu'on observe dans 
les corps vivans tous Jes phénomènes, soit mé- 
caniques, soit chimiques, qui ont lieu dans les 
corps bruts, plus un ordre tout spécial de phé- 
nomèênes, les phénomènes vitaux proprement 
dits, ceux qui tiennent à l'organisation. Il ne 
s'agit pas ici d'examiner si les deux classes de 
Corps sont ou ne sont pas de la méme hature , 
qüestion insoluble qu'on agite encore beaucoup 
trop de nos jours, par un reste d'influence des 
habitudes théologiques et métaphysiques; une 
telle question n’est pas du domaine de la philoso- 
plie positive, qui fait formellement profession 
d'ignorer absolument {4 nature intime d’un Corps 


quelconque. Mais il n’est nullement indispensable 


de considérer les corps bruts et les COrpS vivans 


comme étant d’une nature essentiellement diffé- 
rente pour reconnaître la nécessité de la sépara- 
tion de leurs études. 


Sans doute, les idées ne sont pas encore suff- 


samment fixées sut la manière générale de con- 
cévoir les phénomènes des Corps vivans. Mais, 
quelque parti qu’on puisse prendre à cét égard 
par suite des progrès ultérieurs dé la philosophie 
naturelle, la classification que nous établissons 


? . ? | 
n'en Saurait être aucunement affectée, En effet, 
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regardät-on comme démontré, ce que. permet. à 
peine d’entrevoir l'état présent de la physiologie, 
que les phénomènes physiologiques, sont toujours 
de simples phénomènes mécaniques, électriques et 
chimiques, modifiés par la structure et la. com- 
position propres aux COrpS organisés, notre, divi- 
sion fondamentale n’en subsistcrait pas moins. 
Car il reste toujours vrai, même dans ,cette hy- 
pothèse, que les phénomènes. généraux doivent 
_ être étudiés avant de procéder à l'examen... des 
modifications spéciales qu’ils éprouvent dans, cer- 
tains êtres de l'univers, par suite d’une disposition 
particulière des molécules. Ainsi, la division, quis 
est aujourd'hui fondée dans la plupart des esprits 
éclairés sur la diversité des lois, est de nature. à 
se maintenir indéfiniment à cause de la subordi- 
nation des phénomènes et par suite des études , 
quelque rapprochement qu'on puisse jamais éta- 
blir solidement entre les deux classes, de corps. 
Ce n’est pas. ici le lieu de développer, dans ses 
diverses parties essentielles, la comparaison géné- 
rale entre les corps bruts et les corps, vivans, qui 
sera le sujet spécial d’un examen approfondi dans 
la section physiologique de ce cours. Il suffit, 
quant à présent, d’avoir reconnu, en principe, la 
nécessité logique de séparer la science relative 
aux premiers de celle relative aux seconds, et de 
ne procéder à Pétude de la physique organique 
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qu'après avoir établi les lois générales de la phy- 
sique inorganique. 

Passons maintenant à la détermination de la 
sous - division principale dont est susceptible, 
d'après la même règle, chacune de ces deux 
grandes moitiés de la philosophie naturelle, 

Pour la physique inorganique , nous voyons 
d'abord , en nous conformant toujours à l’ordre 
de généralité et de dépendance des phénomènes, 
qu’elle doit être partagée en deux sections dis- 
tinctes , suivant qu'elle considère les phéno- 
mènes généraux de l'univers, ou , en particulier , 
ceux que présentent les corps terrestres. D'où la 
: physique céleste , ou l'astronomie , soit géomé- 
trique, soit mécanique ; et la physique terrestre. 
La nécessité de cette division est exactement 
semblable à celle de la précédente. 

Les phénomènes astronomiques étant les plus gé- 
néraux, les plus simples, les plus abstraits de tous, 
c’est évidemment par leur étude que doitcommen- 
cer la philosophie naturelle , puisque les lois aux- 
quelles ils sont assujétis influent sur celles de tous 
les autres phénomènes, dont elles-mêmes sont, au 
contraire, essentiellement indépendantes. Dans 
tous les phénomènes de la physique terrestre ; on 
observe d’abord les effets généraux de la gravitation 
universelle , plus quelques autres effets qui leur 
sont propres, et qui modifient les premiers. Il 
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s'ensuit que, lorsqu'on analyse le phénomène ter: 


restre le plus simple , non-seulement en prenant 
un phénomène chimique, mais en choisissant 
méme un phénomène purement mécanique ; on 
le trouve constamment plus composé que le phé- 
nomène céleste le plus compliqué. Cest ainsi ; 
par exemple , que le simple mouvement d’un 
corps pesant , même quand il ne s'agit que d’un 
solide , présente réellement, lorsqu'on veut tenir 


compte de toutes les circonstances déterminantes, 


un sujet de recherches plus compliqué que là 


question astronomique la plus difficile. Une telle 


considération montre clairement combien il est 
indispensable de séparer nettement la physique 
céleste et la physique terrestre , et de ne pro: 
céder à Fétude de la seconde qu'après celle de 
la première , qui en est la base rationnelle, 

L2 physique terrestre, à son tour, se sous- 
divise , d’après le même principe, en deux por- 
tions très-distinetes, selon qu’elle envisage les 
corps sous le point de vue mécanique , ou sous le 
point de vue chimique. D'où la physique pro- 
prement dite , et la chimie. Celle-ci, pour être 
conçue d'une manière vraiment méthodique , 
suppose évidemment la connaissance préalable de 
l’autre. Car, tous les phénomènes chimiques sont 
nécessairement plus compliqués que les phéno- 
mènes physiques ; ils en dépendent sans influer 
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sur eux. Chacun sait, en effet, que toute action 
chimique est soumise d’abord à l'influence de la 
pesanteur , de la chaleur, de l'électricité, etc. ; 
et présente, en outre, quelque chose de propre 
qui modifie l’action des agens précédens. Cette 
considération, qui montre évidemment la chimie 
comme ne pülant marcher qu'après la physique , 
la présente en mêmé temps comme une science 
distincte. Car, quelque opinion qu'on adopte re- 
lativement aux affinités chimiques , et quand 
même on ne verrait en elles, ainsi, qu'on peut le 
concevoir, que des modifications de la gravitation 
générale produites par Ja figure, et par la disposi- 
tion mutuelle des atômes , il demeurerait incon- 
testable que la nécessité d’avoir continuellement 
égard à ces conditions spéciales ne permettrait 
point de traiter la chimie comme un simple ap- 
pendice de la physique. On. serait donc obligé, 
dans tous les cas , ne fût-ce que pour la facilité de 
l'étude, de maintenir la division et l’enchaîne- 
ment que l’on regarde aujourd’hui comme tenant 
à l'hétérogénéité des phénomènes. 
_… Telle est donc.la. distribution rationnelle des 
principales. branches de la science générale des 
corps bruts. Une division analogue s'établit, de 
la même manière, dans la science générale des 
COrps organisés, | 

Tous les êtres vivans présentent deux ordres 
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dé phénomènes essentiellement distincis , ceux 
relatifs à l'individu , et ceux qui concernent les- 
pêce , surtout quand elle est sociable. C’est prin- 
cipalement par rapport à l’homme, que cette dis- 
tinction est fondamentale. Le dernier ordre de 
phénomènes est évidemment plus compliqué et 
plus particuker que le premier ; il en dépend: 
sans influer sur dui. De là, deux grandes sections 
dans la physique organique ; la physiologie pro- 
prement dite ; et la physique sociale , qui est 
fondée sur la première. | 21 30 

“Dans tous les phénomènes sociaux , on observe 
d'abord: l'influénce des lois physiologiques de 
individu , et ;'en outre, quelque chose de par- 
ticulier qui en modifie les effets, et qui tient à 
Vaction'des individus les uns sur les autres ; sin- 
gulièrement compliquée ; dans l'espèce humaine, 
par l'action de chaque génération sur celle qui 
la suit. Il est donc évident que, pour étudier con- 
venablement les phénomènes sociaux , il faut d’a- 
bord partir d’une connaissance approfondie des 
lois relatives à la vie individuelle. D'un autre 
côté , cette subordination nécessaire entre les 
deux études ne prescrit nullement , comme quel- 
ques physiologistes du premier ordre ont été 
portés à le croire , de voir dans la physique so- 
ciale un simple appendice de la physiologie. 
Quoique les phénomènes soient certainement ho- 
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mogènes , ils ne sont point identiques , et la sépa- 
ation des deux sciences ‘est d’une importance 
vraiment fondamentale. Car , il serait impossible 
dé’traiter l'étude collective de l'espèce comme 
une pure déduction de l'étude de l'individu , 
puisque les conditions sociales, qui modifient lac- 
tion des lois physiologiques , sont précisément 
alors la considération la plus essentielle. Ainsi ,. 
la physique sociale doit être fondée sur un corps 
d'observations directes qui lui soit propre , tout en 
ayant égard , comme il convient ; à son intime 
relatioïnécessaire avec la physiologie propremen t 
dite. f 

‘On pourrait aisément établir une symétrie par- 
faiteentre la:division de la physique organique 
et celle ci - dessus exposée pour la ‘physique 
inorganique , en rappelant la distinction: vulgaire 
de la physiologie proprement dite en végétale et 
animale. Il serait facile , en effet, de rattacher 
cette sous-division au principe de classification 
que nous: avons constamment suivi , puisque les 
phénomènes de la vie animale se présentent , en 
générale du: moins; comme: plus : compliqués et 
plus spéciaux que ceux dela vie: végétale. Mais 
la recherche de cette symétrie précise aurait quel: 
que chose de puéril , : si elle entraînait à mécon- 
naître ou à exagérer les analogies réelles ou les 
différences effectives des phénomènes. Or ;: il 
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est certain que la distinction entre la physiologie 
végétale et laphysiologie animale, qui à une grande 
importance dans ce que j'ai appelé la physique 
concrète , n’en a presque aucune dans la physique, 
abstraite, la seule dont il s'agisse ici, La. con- 
naissance des lois générales de la vie, qui doit 
être, à nos yeux, le véritable objet de la physio- 
logie , exige la considération simultanée de toute 
la série organique sans distinction de végétaux el 
d'animaux, distinction qui, d’ailleurs, s’efface 
de jour en jour, à mesure que les phénomé- 
nes sont étudiés d’une manière plus approfon- 


die. 


Nous persisterons donc à ne considérer qu’une 
seule division dans la physique organique , quoi- 
que nous ayons cru devoir en établir deux succes- 
sives dans la physique inorganique. 

En résultat de cette discussion, la philosophie 
positive se trouve donc naturellement partagée 
en cinq sciences fondamentales, dont la succes- 
sion est déterminée par une subordination néces- 
sare et invariable, fondée , indépendamment de 
toute opinion hypothétique, sur la simple com- 
paraïson approfondie des phénomènes eorrespon- 
dans : cesont l’astronomie, la physique, la chimie, 
la physiologie, et enfin la: physique sociale. La 
première considère les phénomènes les plus gé- 
néraux, les plus simples, les plus abstraits et les 
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plus éloignés de l'humanité; ils influent sur tous 
les’autres, sans être influencés par eux. Les phé- 
nomènes considérés par la dernière soñt, au con- 
aire ; les plus particuliers, les plus compliqués, 
les plus concreis et les plus directement intéres- 
sans pour l’homme ; ils dépendent, plus ou moins, 
de tous les précédens, sans exercer sur eux aucune 
influence. Entre ces deux extrêmes , les degrés de 
spécialité, de complication et de personnalité des 
phénomènes vont gradueilementen augmentant , 
ainsi que leur dépendance successive. Telle est 
lintime relation générale que la véritable obser- 
vation philosophique, convenablement employée, 
et non de vaines distinctions arbitraires, nous 
conduit à établir entre les diverses sciences fon- 
damentales. Tel doit donc être le plan de ce 
cours. | 

Je n'ai pu ici qu'esquisser l'exposition : des 
considérations principales sur lesquelles repose 
cette classification. Pour la concevoir compléte- 
ment, il faudrait maintenant, après lavoir envi- 
sagée d'un point de vue général, l'examiner rela- 
tivement à chaque science fondamentale en parti- 
culier. C'est ce que nous ferons soigneusement en 
commençant l'étude spéciale de chaque partie de 
ce cours. La construction de cette échelle ency- 
clopédique, reprise ainsi successivement en par- 
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tant de chacune des cinq grandes sciences, lui 
fera acquérir plus d’exactitude, et surtout mettra: 
pleinement en évidence sa solidité. Ges avantages 
seront d'autant plus sensibles que nous verrons: 
alors la distribution intérieure de chaque science 
s'établir naturellement d’après le même principe; 
ce qui présentera tout le système des connais- 
sances humaines décomposé, jusque dans ses 
détails secondaires, d’après une considération 
unique constamment suivie, celle du degré d’ab- 
straction plus ou moins grand des conceptions 
correspondantes. Maïs des travaux de ce genre, 
outre qu’ils nous entraïneraient maintenant beau- 
coup trop loin, seraient certainement déplacés 
dans cette leçon , ‘où notre esprit doit se mainte- 
nir au point de vue le plus général de la philoso- 
phie positive. | 
Néanmoins, pour faire apprécier aussi com- 
plétementi que possible ; dès ce moment, Fimpor- 
tance de cette hiérarchie fondamentale, dont'je 
ferai; dans touteda suite de ce cours, des applica- 
tions continuelles , je dois signaler rapidement: 
ici ses propriétés générales les plus essentielles. 
Il'faut d’abord remarquer, comme une vérifi- 
cation trés-décisive de exactitude de cette classi-’ 
fication, sa conformité essentielle avec la coordi- 
nation , en quelque sorte spontanée, quise trouve 
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en effet implicitement admise par les savans 
livrés à l'étude des diverses branches de la phi- 
losophie naturelle. 

C’est une condition ordinairement fort négligée 
par les constructeurs d’échelles encyclopédiques, 
que de présenter comme distinctes ‘les sciences 
que la marche effective de l'esprit humain a con- 
duit , sans dessein prémédité, à cultiver séparé- 
ment, et d'établir entr’elles une subordination 
conforme aux relations positives que manifeste 
leur développement journalier. Un tel accord est 
néanmoins évidemment le plus sûr indice d’une 
bonne classification; car, les divisions qui se 
sont: introduites spontanément dans le système 
scientifique n'ont pu étre déterminées que ‘par 
lé sentiment long-temps éprouvé des véritables 
besoins de l'esprit humain , sans qu’on ait pu être 
égaré par des généralités vicieuses. ; 

Mais , quoique la classification ci-dessus pro- 
posée remplisse entièrement cette condition, ce 
qu'il serait superflu de prouver , il n’en faudrait 
pas conclure que les habitudes généralement éta- 
blies aujourd’hui par expérience chez les savans, 
rendraient inutile le travail encyclopédique que 
nous vénons d'exécuter. Elles ont seulement 
rendu possible une telle opération ; qui présente 
la différence fondamentale d’une conception ra- 
tionnelle à une classification purementempirique. 
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1 s’en faut d’ailleurs que cette classification soit 
ordinairement concue et surtout suivie avec toute 
la précision nécessaire , et que son importance 
soit convenablement appréciée ; il suffirait, pour 
s'en convaincre , de considérer les graves infrac- 
tions qui sont commises tous les jours contre cette 
loi encyclopédique , au grand préjudice de l’es- 
prit humain. | 

Un second caractère très-essentiel de notre 
classification, c’est d’être nécessairement con- 
forme à l’ordre éffectif du développement de la 
philosophie naturelle. C’est ce que vérifie tout ce 
qu'on sait de l’histoire des sciences ; particulière- 
ment dans les deux derniers siècles » Où nous pou- 
vons suivre leur marche avec plus d’exactitude,. 

On conçoit, en effet , que l'étude rationnelle 
de chaque science fondamentale exigeant la cul- 
ture préalable de toutes celles qui la précèdent 
dans notre hiérarchie encyciopédique , n’a pu 
faire de progrès réels et prendre son. véritable 
caractère, qu'après un grand développement des 
sciences antérieures relatives À des phénomènes 
plus généraux, plus abstraits, moins compliqués, 
et indépendans des aütres. Cest donc dans cet 
ordre que. la progression, quoique simultanée , a 
dû avoir lieu. as 

Cette considération me semble d’une telle im- 
Porlance ; que je ne crois pas possible dé com- 
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prendre réellement, sans y avoir égard, l’histoire 
de l'esprit humain. La loi générale qui domine 
toute cette histoire , et que j'ai exposée dans la 
lecon précédente , ne peut être convenablement 
entendue, si on n6 la combine point dans Pappli- 
cation avec la formule encyclopédique que nous 
venons d'établir, Car, c’est suivant l’ordre énoncé 
par cette formule que les différentes théories hu- 
maines ont atteint successivement , d'abord l’état 
théologique , ensuite l’état métaphysique , et en- 
fin l’état positif. Si l’on ne tient pas compte dans 
l'usage de la loi de cette progression nécessaire , 
on rencontrera souvent des difficultés qui paraî- 
tront insurmontables, car il est clair que l’état 
théologique ou métaphysique de certaines théo- 
ries fondamentales a dû temporairement coïn- 
cider et a quelquefois coïncidé en effet avec l’état 
positif de celles qui leur sont antérieures dans 
notre système encyclopédique » Ce qui tend à 
jeter sur la vérification de la loi générale une 
obscurité qu’on ne peut dissiper que par la classi- 
fication précédente. 

En troisième lieu , cette classification présente 
la propriété très-remarquable de marquer exac- 
tement la perfection relative des différentes 
sciences , laquelle consiste essentiellement dans 
le degré de précision des connaissances, et dans 
leur coordination plus ow moins intime. | 

Ï est aisé de sentir en effet que plus des phé- 


102 PHILOSOPHIE POSITIVE. 
nomènes sont généraux, simples et abstraits , 
moins ils dépendent des autres, et plus les con- 
naissances qui s’y rapportent peuvent être pré- 
cises , en même temps que leur coordination 
peut être plus complète. Aïnsi , les phénomènes 
organiques ne comportent qu'une étude à la fois 
moins exacte et moins systématique que les phé- 
nomènes des corps bruts. De même, dans la phy- 
sique inorganique, les phénomènes célestes, vu 
leur plus grande généralité et leur indépendance 
de tous les autres, ont donné lieu à une science 
bien plus précise et beaucoup plus liée que celle, 
des phénomènes terrestres. 

Cette observation, qui est si frappante dans 
l'étude effective des sciences, et qui a souvent 
donné lieu à des espérances chimériques où à 
d’injustes comparaisons, se trouve donc compléte- 
ment expliquée par l’ordre encyclopédique que 
j'ai étbli. J'aurai naturellement occasion de lui 
donner.toute son extension dans la lecon pro- 
chaine, en montrant que la possibilité d'appliquer 
à l’étude des divers phénomènes l'analyse mathé- 
matique, ce qui est le moyen de procurer à cette 
étude le plus haut degré possible de précision et 
de coordination, se trouve exactement détermi- 
née par le rang qu'occupent ces phénomènes dans 
mon échelle encyclopédique. 

Je ne dois point passer à une autre considéra- 
tion , sans mettre le lecteur en garde à ce sujet 
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contre une erreur fort grave, et qui, bien que 
très- grossière, est encore extrêmement commune. 
Elle consiste à confondre le degré de précision 
que comportent nos différentes connaissances avec 
leur degré de certitude, d’où est résulté le pré- 
jugé très-dangereux que, le premier étant évi- 
demment fort inégal , il en doit être ainsi du se- 
cond. Aussi parle-t-on souvent encore, quoique 
moins que jadis, de l’inégale certitude des diverses 
sciences, ce qui tend directement à décourager 
la culture des sciences les plus difficiles. I} est 
clair, néanmoins, que la précision et la certitude 
sont deux qualités en elles-mêmes fort différentes. 
Une proposition tout-à-fait absurde peut être ex- 
trêmement précise, comme si l’on disait, par 
exemple, que la somme des angles d’un triangle 
est égale à trois angles droits; ei une proposition 
très-certaine peut ne comporter qu’une précision 
fort médiocre, comme lorsqu'on affirme, par 
exemple, que tout homme mourra. Si, d’après 
l'explication, précédente , les diverses sciences 
doivent nécessairement présenter une précision 
très-inégale, il n’en est nuliement ainsi de leur 
certitude. Chacune peut offrir des résultats aussi 
certains que ceux de toute autre, pourvu qu’elle 
sache renfermer ses conclusions dans le degré de 
précision que comportent les phénomènes cor- 
respondans, condition qui peut n'être pas tou- 
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jours très-facilé à remplir. Dans une science 
quelconque, tout ce qui est simplement conjec- 
tural n’est que plus ou moins probable, et ce 
west pas là ce qui compose son domaine essen- 
tiel; tout ce qui est positif, c’est-à-dire, fondé 
sur des faits bien constatés, est certain : il Es a 
pas de distinction à cet disxds 

Enfin, la propriété la plus intéréssante de notre 
formule encyclopédique, à cause de l’impor- 
tancé ét de la multiplicité dés applications imi- 
médiatés qu'on en peut faire, c’est de déterminer 
directement le véritable plan général d’une édu- 
cation scientifique entièrement rationnelle. Cest 
ce qui résulte sur le champ de la seule composi- 
tion de la formule. 3 

Il estsensible, en effet, qu'avant d'entreprendre 
l'étude méthodique de quelqu’une des sciences 
fondamentales, il faut nécessairement s’êtré pré- 
paré par l'examen de celles relatives aux phéno- 
mênes antérieurs dans notre échelle encyclopé- 
dique, puisque ceux-ci influent toujours d’une 
manière prépondérante sur ceux dont on se pro- 
pose de connaître les lois. Cette considération est 
tellement frappante, que, malgré son extrême 
importance pratique, je n'ai pas besoin d'insister 
davantage en ce moment sur un principe qui, plus 


tard, sé reproduira d’ailleurs inévitablement, 


par rapport à chaque science fondamentale. Jeme 
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bornérai seulement à faire observer que, s’il est 
éminemment applicable à l'éducation générale, 
il l'est aussi particulièrement à l'éducation :spé- 
ciale des savans. 

Ainsi, les physiciens qui nont pas d'abord 
étudié l'astronomie, au moins sous un point de 
vue général ; les chimistes qui, avant de s’occu- 
per de leur science propre , n’ont pas étudié préa- 
lablement l’astronomie et ensuite la physique; les 
physiologistes qui ne se sont pas préparés à leurs 
travaux spéciaux par une étude préliminaire de 
l'astronomie, de la physique et de la chimie , ont 
manqué à l’une des conditions fondameniales de 
leur développement intellectuel. Il en est encore 
plus évidemment de même pour les esprits qui 
veulent se hiwrer à l'étude positive des phénomènes 
Sociaux, sans avoir d'abord acquis une connais 
sance générale de l'astronomie, de la physique, de 
la chimie et de la phiysiologie. a 

… Comme de telles conditions sontbien rarement 
remplies de nos jours, et qu'aucune insuitution 
régulière n’est organisée pour les acéomplir, noûs 
pouvons dire qu'il n'existe pas encore pour les sa- 
vans, d'éducation vraiment rationnelle; Cétte con- 
sidération est, à mes yeux, d’une si grande im- 
portance , que je ne crains pas d'attribuer en 
Partie à ce vice de nos éducations actuclles , l'état. 
dimperfection extr ême où nous voyons encore les 
TOME 1. NA: FR Ô 
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sciences les plus difficiles, état véritablement in- 
férieur à ce que prescrit.en effet la nature plus 
compliquée des phénomènes correspondans. 
Relativement à l'éducation générale, cette con- 
dition est encore bien plus nécessaire. Je la crois 
tellement indispensable, que je regarde l'enseigne- 
ment scientifique comme. incapable de réaliser les 
résultats généraux les plus essentiels qu'il est des- 
tiné à produire dansla société pour la rénovation 
du système,intellectuel, siles diverses branches 
principales de la philosophie naturelle ne sont 
pas étudiées dans l’ordre convenable. N° oublions 
pas que, dans presque toutes. les intelligences, 
même-les plus élevées., les,dées restent crdinai- 


rement enchaïnées suivant l'ordre de leur acqui- 


sition première ; et que >. par conséquent , c'est 
un mal le plus souvent irrémédiable que de n’a 


voir pas commencé par le commencement. Chaque 
siècle ne compte qu’un bien petit nombre de pen-- 
seurs capables, à l’époque deleur: virilité, comme 
Bacon, Descartes et Leibnitz, de faire vér ritable- 
ment table rase, pour. reconstruire, de fond en 
comble le système entier de leurs idées acquises. 

L'importance de notre loi encyclopédique pour 
servir, de base à l'éducation scientiiques ne peul 
être. convenablement appréciée qu'en la considé- 
rant aussi par rapport à la méthode, au lieu de 


l'envisager seulement, comme nous venons de le 


faire, relativement À la doctrine. : 


{ 
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Sous ce nouveau point de vue, une exécution 
convenable du plan général d’études que nous 
avons déterminé doit avoir pour résultat néces- 
saire de nous procurer une connaissance parfaite 
de la méthode positive, qui ne pourrait étre ob- 
tenue d'aucune autre manière. 

En effet, les phénomènes naturels ayant été 
classés de telle sorte, que ceux qui sont réellement 
homogènes restent toujours compris dans une 
même étude, tandis que ceux qui on! été affectés 
à des études différentes sont effectivement hété- 
rogènes , il doit nécessairement en résulter que la 
méthode positive générale sera constamment mo- 
difiée d’une maniere uniforme dans l'étendue 

d'une même science fondamentale, et qu'elle 

| ut ouvera sans cesse des modifications différentes 
et de plus en plus composées, en passant d’une 
science à une autre. Nous aurons donc ainsi la: 
cerlitude de la considérer dans toutes les variétés 
réclles dont elle est susceptible, ce qui n'aurait 
pu avoir lieu, si nous avions adopté une formule 
encyclopédique qui ne remplit pas les conditions 
essentielles posées ci-dessus. 

Cette nouvelle considération est d’une impor 
lance vraiment fondamentale ; car, si nous avons 
vu en général, dans la dustièhé leçon, qu'il est 
impossible de connaître la inéthodé positive; 
quand on veut l’étudier séparément de son em- 
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ploi, nous devons ajouter aujourd? hui quon ne 
peut s'en former une idée nette et exacte qu'en 
étudiant successivement, et dans l’ordre: conve- 
nable, son application À toutes les diverses classes 
principales des phénomènes naturels. Une seule 
science ne suflrait point pour atteindre ce but, 
même en la choisissant le plus judicieusement 
possible. Car, quoique la méthode soit essentiel- 
Jement identique dans toutes, ‘chaque science 
développe spécialement tel ou tel de ses procé- 
dés caractéristiques, dont l'influence, trop peu 
prononcée dans les autres sciences, demeurerait 
inapercue. Ainsi, par exemple, dans certaines 
branchés de la philosophie, c’est l’observation 
proprement dite ; daïis d’autres © est l'expérience, 
et telle ou telle nature d'expériences, qui cons 
stitue le principal moyen d'exploration. De 
même , tel précepte général, qui fait partie inté- 
grante de la méthode, a.été fourni primitivement | 
par une certaine science; et, bien qu'il ait pu 
étre ensuite transporté dans d’autres , c’est à sa 
source qu’il faut l'étudier pour le bien connaitre ; 
comme , par exemple, la théorie des classifica- 
lions. | { 
En se bornant à l’étude d’une science unique, 
il faudrait sans doute choisir la plus parfaite , pour 
avoir un sentiment plus profond de la méthode po- 
sitive, Or, la plus parfaite étant en même temps 


# 
nt 
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la plus simple, on n'aurait ainsi qu'une connais- 
sance bien imcompiète de la méthode, puisque 
on n'apprendrait pas quelles modifications, es- 
sentielles elle doit subir pour. s'adapter à des 
phénomènes plus compliqués. Ghaque science 
fondamentale a donc, sous ce rapport , des ayan- 
tages qui lui sont propres; ce qui prouve claire- 
ment la nécessité de les considérer toutes, sous 
peine de né se former, que des conceptions trop 
étroites et des habitudes insuffisantes. Cette con- 
sidération devant se reproduire. fréquemment 
dans la suite, il est inutile de la développer da- 
vaniage en ce moment, 

Je dois néanmoins ici, toujours sous le rap- 
portde la méthode, insister spécialement sur le be- 
soin, pour la bien connaître, non-seulement d’étu- 
dier philosophiquement toutes les diverses scicn- 
ces fondamentales , mais de les étudier. suivant 
l’ordre encyclopédique établi dans cette leçon. 
Que peut produire de rationnel , à moins d'une 
extrême supériorité naturelle, un esprit qui s'oc- 
cupe de prime abord de l'étude des phénomènes 
les plus compliqués ; sans ‘avoir préalablement 
appris à connaître, par l'examen des phénomènes 
les plus simples ,.ceique c'est fu une or, ce que 
c'est qu ‘observer ; ce aus c'est ga ‘une conception 
_posilive:, ce que c'est même qu'un raisonnement 


suivi ? Telle est pourtant encore aujourd’hui la 
} * 


mt 
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marche "ordinaire dé nos jeunes physiologistes , 
qui abordent immédiatement l'étude des corps 
vivans, sans avoir le plus souvent été préparés 
autrement'que par une éducation préliminaire 
réduite à l'étude d'une ou deux langues mortes, 
et n'ayant, tout au plus, qu'une connaissance 
très-snperficielle de la physique et de la chimie, 
connaissance presque nulle sous le rapport de la 
méthode, puisqu'elle n’a pas été oblenue com- 
munément d’une manière rationnelle, et en par- 
tant du véritable point de départ dela philoso- 
phie naturelle. On conçoit combien il importe 
de réformer un plan d'études aussi vicieux. De 
même, relativement aux phénomènes sociaux, 
qui sont ensore plus compliqués, ne serait - ce 
point avoir fait un grand pas vers le retour des 
sociétés modernes à un état vraiment normal, que 
d’avoir reconnu la nécessité logique de ne procé- 4 
der à l'étude de ces phénomènes, qu'après avoir 
dressé successivement ‘lorganc intellectuel par 
l'examen philosophique approfondi de tous les 
phénomènes antérieurs? On péut même dire avec 
précision que c’est là toute la difficulté princi- 
pale. Car, il est peu de bons esprits qui ne soient 
convaincus aujourd'hui qu'il faut étudier les phé- 
nomènés sociaux d’après la méthode positives 
Seulement, ceux qui s’occupent de cette étude , 
ne sachant pas et ne pouvant pas savoir exacte-= 
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ment en quoi consiste celle méthode , faute de 
l'avoir examinée dans ses applicalions antérieu- 
res, cette maxime est jusqu'à présent demeurée 
stérile pour la rénovation des théories sociales, 
qui nesont pas encore surties de l’état théologique 
ou de l’état métaphysique, malgré les efforts des 
prélendus réformateurs positifs. Cette considéra- 
tion sera ; plus tard, spécialement développée ; 
je dois iei me borner à l'indiquer, uniquement 
pour faire apercevoir toute la portée de la con- 
‘ception encyclopédique que j'ai proposée dans 
cette lecon. 

els sont done les quatre points de vue prin 
cipaux, sous lesquels j'ai dû m'altacher à faire 
ressortir l’importance générale de la classification 
rationnelle el positive, établie ci-dessus pour les 
sciences fondamentales. 
Afin de compléter l'exposition géuérale du 
plan de ce cours, 1l me reste maintenant à con- 
sidérer une lacune immense et capitale, que j'ai 
laissée à dessein dans ma formule éncyclopédi- 
que, et que le lecteur a sans doute déjà remar- 
quée. Enceffet, nous n'avons point marqué dans 
notre système scientifique Île rang de la science 
mathématique. 
Le motif de cette omission volontaire est dans 
l'importance méme de celle science, si vasle et 
si fondamentale, Car, la lecon: prochaine sera 
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enlitrement consacrée à la détermination exacte 
de son’ véritable caractère général , et par suite 
à la fixation précise de son rang encyclopédique. 
Mais pour ne pas laisser incomplet, sous un rap- 
port aussi capital, le grand tableau que j'ai tâché 
d’esquisser dans cette épris je dois indiquer 1 ICI 
sommairement, par anticipation, les résultats gé- 
néraux de l'examen que nous ‘entreprendrons 
dans là lecon suivante, 

Dans l'état actuel du développement de nos 
connaissances positives , il convient, je crois; de 
regarder la science mathématique, moins comme 
uné partie constituante de la philosophie natu- 
relle proprement dite, que comme étant, depuis 
Descartes et Newton, la vraie base fondamentale 
de tonte cette philosophie, quoique, à parler 
exactement , elle soit à la fois l’une.et l’autre. . 
Aujourd'hui, en effet, la science mathématique 
cst bien moins importante par les connaissances, 
très-réelles et très-précieuses néanmoins, qui la 
composent directement, que comme constituant 
l'instrument le plus puissant que l'esprit humain 
puisse employer dans la recherche des lois des 
phénomènes naturels. * 

Pour présenter à cet égard une conception 
parfaitement nette et rigoureusement exacte, nous 
verrons qu'il faut diviser la science mathémati- 
que en deux grandes sciences, dont le caractère 
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est essentiellement distinct: la mathématique ab- 
straite, on le calcul, en prenant ce mot dans sa 
plus grande extension, et, la mathématique con- 
crête, qui se compose, d’une part de la géométrie 
générale, d'une autre, part de la mécanique ra- 
tionnelle.. La partie concrète est nécessairement 
fondée. sur la partie abstraite ;.et devient à son 
tour la.base directe de.toute la philosophie na- 
turelle ; en! considérant, autant que possible, 
tous les phénomènes de l’univers. comme géomé- 
triques ou comme mécaniques. 

La partie abstraite. est, la seule qui soit pure- 
ment. instrumentale, n'étant autre chose qu’une 
immense extension admirable de la. logique na- 
turelle à un certain ordre de déductions. La géo- 
métrie et la mécanique doivent, au contraire, 
être envisagées comme de. véritables. sciences na- 
turelles , fondées ainsi que toutes les autres, sur 
l'observation , quoique, par l'extrême simplicité 
de leurs phénomènes, elles comportent un degré 
infiniment plus parfait de systématisalion ; qui a 
pu quelquefois faire méconnaître le caractère ex- 
périmental de leurs premiers principes: Mais ces 
deux sciences physiques ont cela de particulier, 
que,-dans l’état présent de l'esprit humain, elles 
sont déjà et seront toujours davantage employées 
comme méthode, beaucoup RE que comme doc- 
trine directe. : O4 

Il est, du reste , Glen qu ‘en vabahtil ainsi 
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la science mathématique à la tête de la philosophie 
positive, nous ne faisons qu'étendre davantage 
Japplication de ce même principe de classifica- 


tion, fondé sur la dépendance successive des : 


sciences en résultat du degré d’abstraction de 
leurs phénomènes respectifs, qui nous a fourni 
la Série encyclopédique, établie dans cette leçon: 
Nous ne faisons maintenant que restituer à cette 
série son véritable premier terme , dont l’impor- 
tance propre exigeait un examen spécial plus 
développé. On voit, en effet, que les phénomé- 
nes géométriques et mécaniques sont, de tous, 
les plus généraux, les plus simples, les plus abs- 
traits, les plus irréductibles, et les plus indépen- 
dans de tous les autres, dont ils sont, au contraire, 
la base. On conçoit pareillement que leur étude 
est un préliminaire indispensable à celle de tous 
les autres ordres de phénomènes. C’est done la 
science mathématique qui doit constituer le vé- 
rilable point de départ de toute éducation scien- 
lifique rationnelle, soit générale , soit spéciale, 
ce qui explique l’usage universel qui s’est établi 
depuis long-temps à ce sujet, d’une manière em- 
pirique, quoiqu'il n'ait eu primitivemént d'autre 
cause que la plus grande ancienneté relative de 
la science mathématique, Je dois me borner en 
ce moment à une indication très-rapide de ces 
diverses considérations, qui vont être l’objet spé- 
clai de Ja leçon suivante. 
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Nous avons donc exactement déterminé dans : 
celte leçon , non d’après de vaines spéculations 
arbitraires , mais en le regardant comme le sujet 
d'un véritable problème philosophique, le plan 
rationnel qui doit nous guider constamment dans 
l'étude de la philosophie positive. En résultat dé- 
finitif, la mathématique, l'astronomie, la phy- 
sique, la chimie, la physiologie, et la physique 
sociale ; telle est la formule encyclopédique qui, 
parmi le très-grand nombre de classifications que 
comportent les six sciencesfondamentales, estseule 
logiquement conforme à la hiérarchie naturelle 
et invariable des phénomènes. Je n’ai pas besoin 
de rappeler l'importance de ce résultat, que le 
lecteur doit se rendre éminemment familier, pour 
en faire dans toute l'étendue de ce cours une ap- 
plication continuelle. : 

La conséquence finale de cette leçon, exprimée 
sous la forme la plus simple, consiste donc dans 
l'explication et la justification du grand tableau 
synoptique placé au commencement de cet ou- 
vrage, et dans la construction duquel je me suis 
efforcé de suivre , aussi rigoureusement que pos- 
Sible, pour la distribution intérieure de chaque 
science fondamentale, le même principe de clas- 
sification qui vient de nous fournir la série géné- 
rale des sciences. 
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Sommaige. Considérations philosophiques sur l’ensemble de la 
science mathématique. 


En commencant à entrer directement en ma- 
üère par l'étude philosophique de la première 
des six sciences fondamentales établies dans la 
lecon précédente, nous avons lieu de constater 
immédiatement l'importance de la philosophie 
positive pour perfectionner le caractère général 
de chaque science en particulier. 

Quoique la science ma thématique soit la 
plus ancienne et la plus parfaite de toutes , l’idée 


générale qu'on doit $’en former n’est point encore 


nettement déterminée. La définition de la science, 
ses principales divisions, sont demeurées jus 
qu'ici vagues et incertaines. Le nom multiple 
par lequel on la désigne habituellement suffirait 


même seul pour indiquer le défaut d'unité de 
TOME 1. e 
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son caractère philosophique, tel qu'il est conçu 
communément. 

À la vérité, c’est seulement au commencement 
du siècle dernier que les diverses conceptions fon- 
damentales qui constituent celte grande science 
ont pris chacune assez de développement pour que 
lé véritable esprit de l’ensemble pût se manifester 
clairement. Depuis cette époque, l’attention des 
géomètres a élé trop justement et trop exclusive- 
ment absorbée par le perfectionnement spécial 
des différentes branches, et par l'application ca- 
pitale qu'ils en ont faite aux lois les plus impor- 
tantes de l'univers, pour pouvoir se diriger con- 
venablement sur le systéme SNA de la science. 

Mais aujourd’ hui le progrès des spécialités 
n’est plus tellement rapide, qu'il interdise la con- 
Lemplation de l’ensemble. La mathématique (1 ) 
est maintenant assez développée, soit en elle- 
même, soit quant à ses applications les plus 
essentielles, pour être parvenue à cet. état de çon- 
sistance, dans lequel on doit s s’'efforcer de coor- 
donner en un, système unique les diverses par- 
ties dé la science, afin de préparer de nouveaux 
progrès. On peut même observer que les der- 
niers perfectionnemens capitaux éprouvés. par la 

(1) J’emploierai uv nt cette expression au singulier, comme 


l’a proposé Condorcet , afin d'indiquer avec plus d'énergie Pes- 
prit d'unité dans le ‘quel je conçois li science, 
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science mathématique ont directement préparé 


cette importante opération philosophique, en im- 


primant à ses principales parties un caractère 
d'unité qui n'existait pas auparavant; tel est 
éminemment et hors de toute comparaison 
l'esprit des travaux de l’immortel auteur de la 
Théorie des Fonctions et de la Mécanique ana- 
lytique. 

Pour se former une juste idée de l'objet de la 
science mathématique considérée dans son en- 
semble, on peut d'abord partir de la définition 
vague et inSignifiante qu'on en donne ordinai- 
rement, à défaut de toute autre, en disant qu’elle 
est {4 science des grandeurs, ou, ce qui est plus 
positif , /a science qui a pour but la mesure des 
grandeurs. Cet aperçu scolastique a, sans doute, 
singulièrement besoin d'acquérir plus de préci- 
sion et plus de profondeur. Mais l’idée est justeau 
fond ; elle est ménie suffisamment étendue, lors- 
qu'on la conçoit convenablement. I] importe d’ail- 
leurs, en pareille matière, quand on le peut sans 
inconvénient, de s'appuyer sur des notions gé- 
néralement admises, * 070 donc comment, en 
partant de cette grossière ébauche, on peu s’é- 
lever à une véritable définition de la mathéma- 
tique, à uné définition qui soit digne de cor- 
réspondre à l'importance, à l'étendue ét.'4044 
difficulté de la science. 


9: 
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fr 


La question de #esurer une grandeur ne pré- 


sente par elle-même à l'esprit d'autre idée que 


celle de la simple comparaison immédiate de 
cette grandeur avec une autre grandeur sem- 
blable supposée connue, qu’on prend pour unité 
entre toutes celles de la même espèce. Ainsi, 
quand on se borne à définir les mathématiques 
comme ayant pour objet la mesure des grandeurs, 
on en donne une idée fort imparfaite, car il est 
même impossible de voir par là comment il y 
a lieu, sous ce rapport, à une science quelconque , 
et surtout à une science aussi vaste et aussi pro- 
fonde qu'est réputée l’être avec raison la science 
mathématique. Au lieu d’un immense enchaine- 
ment de travaux rationnels très-prolongés, qui of- 
frent À notre activité intellectuelle un aliment 
inépuisable , Ja science paraîtrait seulement con- 
sister, d'aprés un tel énoncé, dans une simple 
suite de procéns mécaniques, pour obtenir di- 
rectement, à l'aide d'opérations analogues à Ja 
superposition des lignes, les rapports des quan- 
tités à mesurer à cellés par lesquelles on veut les 
mesurer. Néanmoins, cette définition n’a point 


‘ 


réellement d’autre défaut que de n'être pas sui. 


fisamment approfondie. Elle n’iuduit point en er- 
reur sur le véritable but final des mathématiques ; 


seulement cile présente comme direct un objét. 
qui, presque toujours, est, au contraire, fort tdi: 
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rect, et par là, elle ne fait nullement concevoir 


& 


la nature de la science. 


Pour y parvenir, il faut d’abord considérer - 


un fait général, très-facile à constater. C’est que 


la mesure directe d’une grandeur, par la super. 


position ou par quelque procédé semblable, est 
le plus souvent pour nous une opération tout-à- 
fait impossible : en sorte que si nous n'avions 
pas d'autre moyen pour déterminer les gran- 
denrs que les comparaisons immédiates, nous 
serions obligés de renoncer à la connaissance de 
la plupart de celles qui nous intéressent. 

On comprendra toute l'exactitude de cette ob- 
servation générale, en se bornant à considérer 
spécialement le cas particulier qui présente évi- 
demment le plus de facilité, celui de la mesure 
d’une ligne droite par une autre ligne droite. 
Cétte comparaison, qui, de toutes celles que nous 


pouvons imaginer, est Sans contredit la plus 


simple, ne peut néanmoins presque jamais être 
effectuée immédiatement, En réfléchissant À l’en- 
semble des conditions nécessaires pour qu’une 
ligne droite soit susceptible d’une mésure di- 
recie, on voit que le plus souvent elles ne peu- 
vent point être remplies à la fois, relativement 
aux lignes que nous désirons connaître. La pre- 
miêre et la plus grossière de ces conditions, celle 
de pouvoir parcourir la ligne dun bout à l'autre, 


- 
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pour porter. successivement l'unité dans toute son 
étendue, exclut évidemment déjà la très-ma- 
jeure partie des distances qui.nous intéressent 
le plus; d’abord toutes les distances entre les dif- 
férens Corps célestes, ou de la terre à quelqu’au- 
tre corps céleste, et ensuite même la plupart des 
distances terrestres, qui sont si fréquemment 
inaccessibles. Quand cette première condition se 
trouve accomplie, il faut encore que la longueur 
ne soit ni trop grande ni trop petite, ce.qui 
rendrait la mesure directe également impossible ; Ê 
il faut qu'elle soit convenablement située, etc. 
La plus légère circonstance , qui abstraitement ne 
paraîtrait devoir introduire aucune nouvelle difi- 
culié , suflira souvent, . dans la réalité, pour nous. 
interdire toute mesure directe. Ainsi, parexemple, 
telle ligne que nous pourrions mesurer exacte- 
ment avec la plus grande facilité , si elle était ho- 
rizontale, il suffira de la concevoir redressée ver- 
ticalement, pour que la mesure eh devienne Im. 
possible. En un mot , la mesure immédiate d’une 
ligne droite, présente une telle complication, de. 
difficultés, surtout quand on veut y apporter 
quelque exacti tude, que presque jamais nous ne 
rencontrons d’autres lignes susceptibles d’être | 
mesurées directement avec précision, du moins 
parmi celles d’une certaine grandenr, que des 
lignes purement artificielles, créées expressément 
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par nous pour comporter une détermination di- 
recte, et auxquelles nous parvenons à rattacher 
toutes les autres. | 
Ce que Je viens d'établir relativement aux Fa ; 
gnes se conçoit, à bien plus for te ralson , des sur- 
faces, des Sont des vitesses, des temps , des | 
forces , etc. , et, en général, de toutes les autres 
grandeurs RAA SEL éciation exacte, et 
qui, par leur nature, présentent nécessairement 
beaucoup plus d'obstacles encore à une mesure 
immédiate. Il est donc inutile de s’y arrêter , a 
nous Re regarder comme suffisamment 4 con— 
statée l'impossibilité de déterminer, en les mesu- 
rant directement, la plupart des grandeurs que 
nous désirons connaître, C? est.ce fait général qui 
nécessite la formation de la science mathémati- 
que , comme nous allons le voir. Car, renonçant, 
dans | presque tous les cas , à la mesure immédiate | 
des grandeurs , l'esprit rene a dû chercher : À 
les déterminer indirectement , et c'est ainsi qu il 
a élé conduit à la création des mathématiques. 
La méthode générale qu’ on bi constam- 
ment, la seule évidemment qu’ on puisse conce- 
voir, pour connaître des grandeurs « qui ne com- 
portent point une mesure directe, consiste à les 
rattacher à d’autres c qui soient susceptibles d’être 
déterminées immédiatement, et d apr ès lesquelles | 
on parvient à découvrir les premières, au moyen 
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des-relations qui existent entre les unes et les au- 
tres. Tel est Lors précis de la science mathé- 
matique envisagée dans son ensemble. Pour s’en 
faire une idée suffisamment étendue, il faut 
considérer que cette détermination indirecte 
des grandeurs peut - être indirecte à des de- 
grés fort différens. Dans un grand nombre de 
cas, qui souvent sont les plus importans, les 
FRAC » à la détermination desquelles on ra- 
mène la recherche des grandeurs principales qu’on 

veut connaître, ne peuvent point elles-mêmes 
être mesurées immédiatement, et doivent ] par con- 
séquent, à leur tour, devenir le sujet d’une ques- 
üon semblable, et ainsi de suite; en sorte que, 
dans beaucoup d'occasions , l'esprit humain est 
obligé d'établir une longue suite d’ intermédiaires 
entre le système des grandeurs inconnues qui : son! 
l'objet définitif de ses recherches, et le système 
des grandeurs susceptibles de mesure directe, d’a- 
prés lesquelles on détermine finalement les pre- 
miéres, et qui ne paraissent d’abord avoir avec 
pare aucune liaison. 

Quelques exemples vont suffire pour éclaircir 
ce que les généralités précédentes pourraient pré- 
senter de trop abstrait. 

Considérons, en premier lieu, un phénomène 
naturel tépople qui puisse néanmoins don- 
ner lieu à une question mathématique réelle et 
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susceptible d'applications effectives, le phéno- 
mène de la chute verticale des corps pesans. 

En observant ce phénomène, l'esprit le plus 
étranger aux conceptions mathématiques recon- 
naît sur-le-champ que les deux quantités qu’il pré- 
sente, savoir : la hauteur d'où un corpsest tombé, et 
le tempsde sa chute, sont nécessairement liéesl’une 
à l’autre, puisqu'elles varient ensemble, et restent 
fixes simultanément; ou, suivant le langage des 
géomêtres , qu'elles sont fonction l'une de l’autre. 
Le, phénomène , considéré sous ce point devue, 
donne donc lieu à une question mathématique 4 
qui consiste à suppléer à là mesure directe de 
l’une de ces deux grandeurs lorsqu'elle sera im- 
possible, par la mesure de l’autre. Cestainsi ; par 
exemple , qu’on pourra déterminer indirectement 
la profondeur d’un précipice, en. se bornant à 
mesurer le temps qu’un corps emploiérait à tom- 
ber jusqu’au fond; et , en procédant convenable- 
ment, cette profondeur inaccéssible sera connue 
avec tout autant de précision que si c'était une ligne 
horizontale placée dans les circonstances les plus 
favorables à une mesure facile. et exacte. Dans 
d’autres occasions, c’est la hauteur d’où le corps 
est tombé qui sera facile. à connaître, tandis que 
le.temps de la chute ne pourrait point être ob 
Servé, directement; alors le même phénomène 
donnera lieu à la question inverse, déterminer le 
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temps d’après la hauteur’; comme , par exemple 
si l’on voulait connaître quelle serait la duréé de 
la chute verticale d’un corps tombant de la lune 
sur Ja terre. 

Dans l’exemple précédent ; la question mathé: 
matique est fort simple , du moins quand'on n’a 
pas égard à la variation d'intensité de la pesanteur, 
ni à la résistance du fluide'que le corps traverse’ 


dans sa chute. Mais, pour agrandir la question, 


il suffira de considérer le miémie phénomène dans 
sa plus grande généralité, en supposant là chute 
oblique, et tenant compte de toutes lés "circon® 
stances principales. Alors, au lieu d'offrir simple: 
ment deux quantités variables liées entr’elles par 
une relation facile à suivre , le phénomène en 
présentera un plus grand nombre , l’espacé par 


couru , soit dans le sens vertical, soitdansle sens” 
horizontal ; le:temps employé À le parcourir} Jaf! 
vitesse du ‘corps à chaque ‘point de sa course!!! ét" 
même l’intensité'et la direction de son impulsion 
primitive; qui pourront aussi être 'envisagées 
comme variables, etenfin, dans certains cas, pour 
tenir compte de tout, la résistänee du milieu ét | 
l'énergie de la gravité. Toutes ces diverses quan * 


uiés seront liées entr’elles!; de’ telle 'sorte que’ 
chacune à son tour pourra être déterminée indi- 
rectement d'après les autres cé qui préséntéra 
aulant de recherches mathématiques ‘distinctes 


\ 
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qu'il. y,aura| de grandeurs coexistantes dans le 
phénomène considéré. Ce changement très-simple 
dans. les conditions. DE af d’un problème 
pourra: faire, comme, il arrive en effet pour 
l'exemple cité, qu’une recherche mathématique, 
primitivement fort élémentaire, se place tout-à- 
coup au rang.des questions Iles: plus difficiles ; 
dont la solution complète et rigoureuse surpasse 
jusqu’à présent toutes les pins srandes forces de 
l'esprit humain. 

Prenons un.second::exemple dans les phéno- 
mènes géométriques. Qu'il s'agisse. de déterminer 
une. distance qui n’est pas susceptible de mesure 
directe; on la concevra généralement comme fai- 
sant, partie d’une figure ; ou:d’un système quel- 
conque.de lignes ; choisi de telle manière que 
tous,ses autres. élémens puissent être observés im- 
médiatement; par exemple, dans le cas le plus 
simple et auquel tous.les autres peuvent se réduire 
finalement ; on. considérera la distance proposée 
comme appartenant à un triangle; dans lequel on 
pourrait déterminer. directement, soit un autre 
côté, et, deux angles, soit deux côtéset'un seul 
angle... Dès-lors , la connaissance de: la distance 
cherchée , au lieu d’étreobtenue immédiatement, 
sera. le résultat d’un. travail mathématique qui 
consistera à la déduire des élémens observés, 
d'après la relation qui la lie avec eux. Ce travail 
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pourra devenir successivement de plus en plus 
compliqué, si les élémens supposés connus né 
pouvaient, à leur tour, comme il arrive le plus 
souvent, être déterminés que d’une manière in- 
directe , à l’aide de nouveaux systèmes auxiliaires , 
dont le nombre, dans les grandes opérations de 
ce genre, finit par devenir quelquefois très-con- 
sidérable. La distance une fois déterminée, cette 
seule connaissance suffira fréquemment pour 
faire obtenir de nouvelles quantités, qui ofriront 
le sujet de nouvelles questions mathématiques. 
Ainsi, quand on sait à quelle distance est situé 
un objet, la simple observation , toujours possi- 
ble, de son diamètre apparent , doit évidemment 
permettre de: déterminer indirectement, quel- 
qu'inaccessible qu'il puisse étre, ses dimensions 
réelles, et, par une suite de recherches analogues, 
sa surface, son volume, son poids même, ét une 
foule d’autres propriétés, dont la connaissance! 
semblaitdevoir nous étrenécessairement interdite. 
C'est par de tels travaux, que l’homme à: pu 
parvenir à connaître, non-seulement les distan- 
ces des astres À la terre , et. par suite, entr'éux , 
mais leur grandeur effective , leur véritable figure, | 
jusqu'aux inégalités de leur surface, et; ce qui 
semble se dérober bien plus encore à nos moyens 
d'investigation, leurs masses respectives, leurs 
densités moyennes, les circonstances principales 
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” de la chute des corps pesans à la surface de cha- 
cun d'eux, etc. Par la puissance des théories ma- 
thématiques, tous ces divers résultats, et bien 
d’autres encore relatifs aux différentes classes 
de phénomènes naturels, n’ont exigé définitive- 
ment d’autres mesures immédiates que celles 
d'un très-petit nombre de lignes droites, conve- 

nablement choisies, et d’un plus grand nombre 
d’angles. On peut même dire, en toute rigueur, 
pour indiquer d’un seul trait la portée générale 
de la science, que si l’on ne craignait pas avec 
raison de multiplier sans nécessité les opérations 
mathématiques, et si, par conséquent, on ne 
devait pas les réserver seulement pour la déter- 
mination des quantités qui ne pourraient nul- 
lement être mesurées directement, ou d’une ma- 
nière assez exacte, la connaissance de toutes les 
grandeurs susceptibles d'estimation précise que 
les divers ordres de phénomènes peuvent nous 
offrir, serait: finalément réductible à la mesure 
immédiate d’une ligne droite unique et d'un nom- 
bre d’angles convenable. 

Nous, sommes donc parvenu maintenant à dé- 
Minir avec exactitude la. science mathématique, 
en. lui assignant pour but, la mesure indirecte 
des grandeurs, et disant qu'on sy propose con- 
Stamment de déterminer les grandeurs les unes 
pan les autres, d'aprés les rélalions précises qui 
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existent entr’elles. Cet énoncé, au lieu de’ don- 


ner seulementl'idée d’un art, éommé le‘font jus- 
qu'ici toutes les définitions ordinaires , caracté- 
rise immédiatement ‘une véritable science ,'et la 
montre sur-le-champ composée d’un ‘immense 
enchaînement d'opérations intellectuelles , qui 
pourront évidemment devenir très-compliquées, 


* 


À raison de la suite d’intermédiairées qu'il faudra 


établir entre les quantités inconnues et celles qui 


comportent une mesure directe, du nombre des 
variables co-existantes dans la question proposée, 
et de la nature des relations que fourniront entre 
toutes ces diverses grandeurs les phénomènes con- 
sidérés. D’après une telle définition , l'esprit ma- 
thématique ‘consiste à regarder toujours Comme 
liées entr’elles toutes les quantités que peut pré- 
senter un phénomène quelconque, dans la vue 
de les déduire les unes des autrés. Or, il y à 
pas évidemment de phénomène qui ne puisse 
donner lieu à des considérations de ce genre; 
d'où résulié l'étendue naturellement indéfinie et 
même la rigoureuse uhiversalité logique de la 
science mathématique : nous cherchérons plus 


loin à circonscrire aussi exactérnent que possiblé | 


son extension effective. 


Les ‘explications prééédentés établissent elai=" 


rement la justification du nom employé pour 
désigner la science que nous considérons. Cette 
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dénomination, qui a pris aujourd'hui une aC- 
ception si déterminée, signifie simplement par 
elle-même /4 science en général. Une telle dési- 
&naüon , rigoureusement exacte pour les Grecs , 
qui navaient pas d'autre scence réelle, n’a pu 
être conservée par les modernes que pour indi- 
quer les mathématiques comme la science par 
excellence. Et, en effet, la définition à laquelle 
nous venons d'être conduits, si on en écarte Ja 
circonstance de Ja précision des déterminations, 
n'est autre chose que la définition de toute véri- 
table science quelconque, car chacune n’a-t-elle 
pas nécessairement pour but de déterminer des 
phénomènes les uns par les autres, d’après les 
relations qui existent entr’eux? Toute science con- 
siste dans la coordination des faits; si les diverses 
observations étaient entièrement jee: il n'y 
aurail pas de science. On peut même dire géné- 
ralemient que la science est essentiellement des- 
ünée à dispenser, autant que le comportent les 
divers phénomènes , de toute observation directe, 
enpermettant de déduire du plus petit nombre 
possible de données immédiates, le plus grand 
uombre possible de résultats. N'est-ce point là, 
en effet, l'usage réel, soit dans la spéculation , 
soit dans Let , des lois que nous parvenons à 
découvrir entre les phénomènes naturels? La 
science mathématique, ne fait, d’ après cela, que 
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pousser au plus haut degré possible, tant sous le 
rapport de la quantité que sous celui de la qua- 
lité, sur les sujets véritablement de sontressort , 
le même genre de recherches que poursuit, à 


des degrés plus ou moins inférieurs, chaque 


science réelle, dans sa sphère respective. 

C’est donc par l'étude des mathématiques , ‘et 
seulement par elle, que l’on peut se faire une 
idée juste et approfondie de ce que c’est qu'une 


science. C’est là uniquement qu’on doit chercher 


à connaître avec précision la méthode générale 
2 e. . L2 

que l'esprit humain emploie constamment dans 

toutes ses recherches positives, parce que nulle 


part ailleurs les questions ne sont résolues: d’une 


manière aussi complète, et les déductions pro- 


longées aussi loin avec une sévérité rigoureuse. 


Cest là également que notre entendement: a 
donné les plus grandes preuves de sa force, parce 
que les idées qu'il y considère sont du plus haut 
degré d’abstraction possible dans l’ordre positif 
Toute éducation scientifique qui ne commence 
point par une telle étude, pèche donc nécessai- 


rement par sa base. < F 


Nous avons jusqu'ici envisagé la science as | 


thématique seulement dans son ensemble total , 
sans avoir aucun égard à ses divisions. Nous de- 
vons maintenant, pour compléter cette: vue gé- 
nérale et nous former une juste ‘idée du ‘carac- 
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tère philosophique de la science, considérer sa 
division fondamentale. Les divisions secondaires 
seront éxaminées dans les lecons suivantes. 

Cette division principale ne saurait être vrai- 
ment rationnelle, et dériver de la nature même 
du sujet, qu'autant qu'ellé se présentera spon- 
-tanément , en faisant l'analyse exacte d’une ques- 
ton mathématique complète. Ainsi, après avoir 
déterminé ci-dessus quel est l’objet général des 
irayaux mathématiques, caractérisons mainte- 
nant. avec précision les divers ordres princi- 
paux de recherches dont ils se composent cons- 
tamment. 

La solution complète de toute question ma- 
thématique se décompose nécessairement en deux 
parues, d’une nature essentiellement distincte, 
et dont la relation est invariablement détermi- 
née. En effet, nous avons vu que toute recherche 
mathématique a pour objet de déterminer des 
grandeurs inconnues , d’après les relations qui 
existent entre elles et des grandeurs connues. Or, 
il faut évidemment d’abord, à cette fin, , parvenir 
à connaître avec précision les relations existantes 
entre les quantités que l’on considère, Ce’ pr 


.Mier ordre de recherches constitue ce que j'2p- 
_pelle la partie concrète de la solution. Quand elle 


-est terminée, la question change de nature; elle 
Sc réduit à une pure question de nombres, con- 
TOME I. 10 
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sistant simplement désormais à déterminer des 
nombres inconnus, lorsqu'on sait quelles relations 
précises les lient à des nombres connus. C’est dans 
ce second ordre de recherches que consiste ce 
que je nomme la partie abstraite de la solution. 
De là résulte la division fondamentale de la 
science mathématique générale en deux grandes 
sciences, la mathématique abstraite et la mathé- 
tique concrète. 

Cette analyse peut être observée dans toute 
question mathématique complète, quelque sim- 
ple ou quelque compliquée qu’elle soit. Il suffira, 
pour la faire bien comprendre, d’en indiquer un 
seul exemple. 

Reprenant le phénomène déjà cité de la cliie 
verticale d’un corps pesant, et considérant le cas 
le plus simple, on voit que pour RE à dé- 
terminer l’une par l’autre la hauteur d’où le corps 
est tombé et la durée de sa chute, il faut com- 
mencer par découvrir la relation exacte de ces 
deux quantités, ou, suivant le langage des géo- 
mètres, leéquation qui existe entre elles. Avant 
que cette première recherché soit terminée, toute 
tentative pour déterminer numériquement la va- 
léur de l’une de ces deux grandeurs par celle de 
l’autre serait évidemment prématurée, car elle 
n'aurait aucune base. Il ne suffit pas de savoir 
vaguement qu’elles dépendent l’une de l’autre, 
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ce quetout le monde aperçoitsur-le-champ, mais 
il faut déterminer en quoi consiste cette dépen- 
dance; ce qui peut être fort difficile, et constitue 
en effet, dans le cas actuel, la parlie incompara- 
blement supérieure du problème. Le véritable 
esprit scientifique est si moderne ét encore telle : 
ment rare, que personne peut-être avant Galilét. 
n'avait seulement remarqué l'accroissement de vi! 
tesse qu'éprouve un corps dans sa chute, ce qu 
exclut l'hypothèse, vers laquelle notre intelli- 
gence , toujours portée involontairement À SUppo- 
ser dans chaque phénomène les fonctions les plus 
simples, sans aucun autre motif que sa plus 
grande facilité à les concevoir, serait naturelle- 
ment entraînée , la hauteur proportionnelle au 
temps. En un mot, ce premier travail aboutit à la 
découverte de Ia loi de Galilée. Quand cette par- 
tie concrète est terminée, la recherche devient 
d’une tout autre nature. Sachant que les espaces 
parcourus par le corps dans chaque seconde suc- 
cessive de sa chute croissent comme la suite des 
nombres impairs, c’est alors une Question pure- 
ment numérique et abstraite que d’en déduire ou 
la hauteur d'après le temps, ou le temps par la 
hauteur, ce qui consistera À trouver que, d’après 
Ja loi établie, la première de ces deux quantités 
&«tun multiple connu de la seconde puissance de 
lantre ; d'où l’on devra finalement conclure la va- 
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Jeur de l’une quand celle de l’autre sera donnée. 
k Dans cet exemple, la question concrète est plus 
difficile que la question abstraite. Ce serait l’in- 
verse, si lon considérait le même phénomène 
dans sa plus grande généralité, tel que je l'ai en- 
visagé plus haut pour un autre motif. Suivant les 
cas, ce sera tantôt la premiére, tantôt la seconde 
de ces deux parties qui constituera la principale 
difficulté de la question totale; la loi mathéma- 


tique du phénomène: pouvant être très-simple, 


mais difhicile à: obtenir, et, dans d’autres occa- 
sions, facile à découvrir, mais! fort compliquée : 
en sorte que les deux grandes sections de la 
science mathématique, quand on les compare en 
masse, doivent être regardées comme exactement 


équivalentes en étendue et en difficulté, aussi 


bien qu’en importance, ainsi que nous le consia- 
q P 


terons plus tard en considérant chacune d'elles 


séparément. 
Ces deux parties, essentiellement distinctes, 
d’après l'explication précédente, par l’objet que 


l'esprit s’y propose, ne le sont pas moins par la 


nature des recherches dont elles se composent. 
La première doit porter le nom de concrète, 
car clle dépend évidemment du genre des-phéno- 
menuces considérés, et doit varier nécessairement 
lorsqu'on. envisagera de nouveaux phénomènes ; 
tandis que la seconde est complétement indépen- 
aante de la nature des objets examinés, et porte 
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seulement sur les-relations numériques qu'ils pré- 
sentent, ce qui doit la faire appeler abstraite. Tes 
mêmes: relations peuvent exister dans ‘un grarid 
nombre de phénomènes différens, qui, malgré leur 
extrême diversité, seront envisagés par le géomètre 
comme offrant une question analytique, susceptiz 
ble, en l'étudiant isolément, d’être résolue une fois 
Pine toutes. Ainsi, par exemple, la même loi qui 
règneentre | espace et le temps, quand on éxainine 
la chute verticale d’un corps dans le vide, seiré- 
trouve pour d'autres phénomènes qui n’éffrent 
aucune analogie avec le’ premiér ni entre eux : 
car elle exprime aussi la relation ‘entre l'aire d’un 
corps sphériqueet la longueur de son diamètre : 
elle détermine également le: décroissement de 
l'intensité de la lumière ou de la chaleur à rai- 
son de la distance dés objets éclairés où échauf- 
tés, ete. La partie abstraite ,: éommune à ces di 
verses questions mathématiques, ayant été traitée 
à l’occasion d’une seule d'entre elles ; se trouvera 
l'être, par. cela même, pour toutes les autres : 
tandis que la partie-concrète devra nécessaires 
ment être reprise pour chacune séparément, saris 
que la solution: de ‘quelques-unes puisse fournir, 
Sous <e rapport ; aucun secours direct pour éelle 
des suivantes. Il est impossible d'établir de véri 
tables méthodes générales qui, par une marche 
déterminée et invariable, assurent, Né tous les 
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cas, la découverte des relations existantes entre 
lesquantités, relativement à des phénomènes quel- 
conques : ce sujet ne comporte nécessairement 
que des méthodes spéciales pour:telle ou: telle 
classe de phénomènes géométriques, où mécani- 
ques, ou thermologiques,, ete. On peut, aucon- 
traire, de quelque source que proviennent les 
quantités considérées , établir des méthodes uni- 
formes pour les déduire les ‘unes des autres, en 
supposant connues leurs relations exactes. La par- 
tie abstraite des mathématiques est donc , desa 
nature, générale ; la partie concrète, be 
En présentant cette comparaison Sous un nou— 
veau point de vue, on peut dire que la mathé- 
matique concrète à un caractère philosophique: 
essentiellement expérimental, physique, phéno- 
ménal; tandis que celui dé; la mathématique 
abstraite est. purement logique, rationnel. Ce 
n'est pas ici le lieu de discuter exaciement les pro- 
cédés qu’emploie l'esprit humain pour découvrir 
les lois mathématiques des phénomènes. Mais, 
soit que l’observation précise suggère ‘elle-même 
la loi, soit, comme il arrive plus souvent, qu’elle 
ne fasse que confirmer la loi construite par le rai: 
sünnement d’après les faits :les plus: communs ; 
toujours est-il certain que cette loi n’est envisa— 
gée comme réelle qu'autant qu'elle se montre 
d'accord avec les résultats de l'expérience di- 
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recte. Ainsi, la partie concrète de toute question 
mathématique est nécessairement fondée sur la 
considération du monde extérieur, et ne saurait 
jamais , quelle qu’y puisse être la part du raison- 
nement, se résoudre par une simple suite de com- 


binaisons intellectuelles. La partie abstraite, au 


contraire, quand elle a été d’abord bien exacte- 
ment séparée, ne peut consister que dans une 
série de déductions rationnelles plus ou moins 
prolongée. Car, si l’on a une fois trouvé les équa- 
tions d’un phénomene, la détermination des unes 
par les autres des quantités qu’on y considère, 
quelques difficultés d’ailleurs qu’elle puisse sou- 
vent offrir, est uniquement du ressort du raison- 


nement. Cest’ à l’intelligence qu'il appartient de 


déduire, de ces équations, des résultats qui y sont 
évidemment compris, quoique d’une manière 
peut-être fort implicite, sans qu'il y ait lieu à 
consulter de nouveau le monde extérieur, dont 
la considération, devenue dès lors étrangère, doit 
même être soigneusement écartée pour réduire le 
travail à sa véritable difficulté propre. 

On voit , par cette comparaison générale, dont 
je dois me borner ici à indiquer les traits princi- 
Paux, combien est naturelle et profonde la divi- 
sion fondamentale établie ci-dessus dans la science 
mathématique. 


Pour terminer l'exposition générale de cette 
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division , il ne nous reste plus qu'à circonscerire, 

aussi exactement que nous puissions le faire 

dans ce premier aperçu, chacune des deux 
. e fs e u 

grandes sections de la science mathématique. 

La mathémalique concrète ayant pour tobiet 
de découvrir les équations des phénomènes; sem- 
blerait, à priori, devoir se composer d'autant de 

ne 
sciences distinctes qu'il y a de catégories réel- 


lement différentes pour nous parmi les phéno- 


mènes naturels. Mais il s’en faut de beaucoup 
qu'on soit encore parvenu à découvrir des lois 
mathématiques dans tous les ordres de phéno- 
mènes; nous verrons même tout-à-l’heure que, 
sous ce rapport, la majeure: partie se dérobera 
très-vraisemblablement toujours à nos efforts. 
En réalité, dans l’état présent de l'esprit humain, 
il n’y a directement que deux grandes catégo- 
ries générales de phénomènes dont on connaisse 
constamment les équations; ce sont d’abord-les 
phénomènes géométriques, et ensuite les phéno- 
mènes mécaniques. Ainsi , la partie concrète des 


mathématiques se compose donc de la géomé- 


trié et de la mécanique rationnelle. 

Cela suffit, il est vrai, pour lui donner un ca- 
ractère complet d’universalité logique , quandon 
considère l’ensemble des phénomènes du point 
de vue le plus élevé de la philosophie naturelle. 
En effet, si toutes les parties de l'univers étaient 


- zu pig 


“ 
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conçues comme immobiles, il. n'y aurait évi- 
demment à observer que des phénomènes géo- 
métriques, puisque tout se réduirait à des-rela- 
tions de forme, de grandeur, et de situation ; 
ayant ensuite égard aux mouveémens qui s'y exé- 
cutent, il ya lieu à considérer de plus des pue 
nomènes mécaniques. En appliquant ici, après 
l'avoir suffisamment généralisée, une concéption 
philosophique, due.à M. de Blainville, et déjà 
citée pour ‘an .autre usage dans la 1° leçon 
(page 32), on peut donc établir que; vu sous le 
rapport statique , l’univers ne présente que des 
phéiomènes géométriques ; et, sous le rapport 
dynamique, que des phénomènes mécaniques. 
Ainsi la géométrie et la mécanique constituent, 
par elles-mêmes, les deux sciences naturelles 
fondamentales, ence sèns, que tous les effets 
naturels peuvent être conçus comme de simples 
résuliats nécessaires , ou me lois de l'étendue , 
ou des lois du mouvement. 

Mais, quoique cette conception soil toujours 
logiquement possible , la dificulté est de la spé- 
cialiser avec la précision nécéssaire, et de la 
suivre exactement dans chacun des cas généraux 
que nous offre l’étude de la-nature , c’est-à-dire , 
de réduire effectivemeut chaque question prin- 
cipale de philosophie naturelle, pour tel ordre 

+ de phénomènes déterminé, à la question de géo- 
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métrie ou de mécanique, à laquelle on pourrait 
rationnellement la supposer ramenée. Cette trans- 
formation , qui exige préalablement de grands 
progrès dans l'étude de chaque classe de phéno- 
‘mènes, n’a été réellement exécutée jusqu'ici que 
pour les phénomènes astronomiques, et pour 
une partie de ceux que considère la physique 
terrestre proprement dite. Cest ainsi que l’astro- 


nomie, l’acoustique, l’optique, etc., sont deve- 


nues finalement des applications de la science 
mathématique à de certains ordres d'observa- 
tions (1). Mais, ces applications n'étant point, 


(1) Je dois faire ici, par anticipation ,uné mention sommaire: 
de la thermologie , à laquelle:je consacrerai plus tard une leçon 
spéciale. La théorie mathématique des phénomènes de la chaleur 
a pris, par les mémorables travaux de son illustre fondateur , un 
tel caractère, qu’on peut aujourd'hui laconcevoir, après la géomé- 


trie et la-:mécanique , comme une véritable troisième section dis- 


tincte de la mathématique concrète , puisque M. Fourier a établi, 


d’une manière entièrement directe , les équations thermologi* 
ques , au lieu de se représenter, hypothétiquement les questions 
comme des applications de la mécanique , ainsi qu’on a tenté de 
le faire pour les phénomènes électriques, par exemple. Cette 
grande découverte, qui, comme toutes celles qui se rapportent à 
la méthode , n’est pas encore convenablement appréciée , mérite, 
FE nlérencn notre attention ; car , outre son importance im- 


médiate pour l’étude vraiment RAA et positive d’un ordre 


de phénomènes aussi universel et aussi fondamental , elle tend à 
relever nos espérances philosophiques, quant à l'extension futuré, 
des applications légitimes de l'analyse mathématique, ainsi que je 
l'expliquerai dans le second volume de ce cours , en examinant le 
caractère général de cette nouvelle série de travaux: Je n'aurais 


Re, 


| 
| 


» 
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par leur nature, rigoureusement circonscrites , 
ce serait assigner à la science un domaine in- 
défini et entièrement vague, que de les confon- 
dre avec elle, comme on le fait dans la division 
ordinaire , si vicieuse à tant d’autres égards, des 
mathématiques en pures et appliquées. Nous per- 
sisterons donc à regarder la mathématique con- 
crète, comme uniquemement composée de la 
géométrie et de la mécanique. 

Quant à la mathématique abstraite, dont j'exa- 
minerai la division générale dans la lecon sui- 
vante, sa nature est nettement et exactement 
déterminée. Elle se compose de ce qu’on ap- 


pelle le calcul, en prenant ce mot dans sa plus 


grande extension, qui embrasse depuis les opéra- 
tions numériques les plus simples jusqu'aux plus 
sublimes combinaisons de l'analyse transcendante. 
Le calcul a pour objet propre de résoudre toutes 
les, questions de nombres. Son point de départ 
est, constamment et nécessairement ÿ la connais- 
sance de relations précises, c’est-à-dire d'équa- 
tions, entre les diverses srandeurs que l’on con- 
sidère simultanément, ce qui est, au contraire, 
le terme de la mathématique e4 concrète. Quelque 


pas hésité dès à en à traiter là thermologie , ainsi conçue, 
comme use troisième branche principale de la mathématique 
concrète , si je n'avais craint de diminuer l'utilité de cet PM 4 
en D aitnt trop des habitudes ordinaires: 


= 
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compliquées ou quelque indirectes que puissent 
être d’ailleurs ces relations, le but final dé la 
science du calcul est d’en déduire toujours les 


valeurs des quantités inconnues par celles des 


quantilés connues, Cette science, bien que plus 
perfectionnée qu'aucune autre, est , sans doute, 


réellement peu avancée encore, en sorte que ce 
but est rarement atteint d’une manière complé- 


tement satisfaisante. Mais teln’en est pas moins 
son vrai caractère. Pour concevoir nettement la 
véritable nature d’une science, il’ faut toujours 
la supposer parfaite. - | 

Afin de résumer le plus philosophiquement 


possible les, considérations ci-dessus ‘exposées! 


sur la division fondamentale des mathématiques: 
il importe de remarquer qu’elle -n’est qu'une ap 
plication du principe général ‘de classification 


ui nous. a permis d'établir, dans la lecon précé- 
q P ; 


dente , la hiérarchie rationnelle des différentes 


s 


sciences positives: : LES 5 F9 M RE 


Le 


Si l’on compare , en effet, d une partile calcul; 


9 


et d'une autre; part la géométrie et la mécani- 
ques:on vérifie; relativement aux idées considé= 
rées dans chacune de ces deux sections prin- 


cipales de la mathématique, tous les caractères 


essentiels de notre:méthode encyclopédique. Les 
idées analytiques sont évidemment à la fois plus 
abstraites, plus générales et plus simples quelles 
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idées géométriques ou mécaniques. Bien que les 
conceptions principales de l'analyse mathémati- 
que, envisagées historiquement , se soient for- 
mées sous l'influence des considérations de géo- 
métrie ou de mécanique, au perfectionnement 
desquelles les progrès du calcul sont étroitement 
liés, l’aualyse n’en est pas moins, sous le point de 
vue logique, essentiellement indépendante de la 
géométrie et de la mécanique, tandis que celles- 
ci sont, au contraire, nécessairement fondées sur 
la première. | 

L'analyse mathématique est donc , d’après les 
principes que nous avons constamment suivis 
jusqu'ici, la véritable base rationnelle du Sys- 
ième entier de nos connaissances positives. Elle 
constitue la première et la plus parfaite de toutes 
les sciences fondamentales. Les idées dont elle 
s'occupe, sont les plus universelles, les plus ab- 
straites et les plus simples que nous puissions réel- 
lement concevoir. On ne saurait tenter. d'aller 
plus loin, sous ces trois rapports équivalens, sans 
tomber inévitablement dans lesréveries métaphysi- 
ques. Car, quel substractum effectif pourrait-il res- 
ter dans l'esprit pour servir desujer positif au rai- 
sonnement, si on voulait supprimer encore quel- 
que circonstance dans les notions des quantités 


indéterminées, constantes ou vartables, telles que 


les géomètres les emploient aujourd’hui, afin de 


greg 
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s'élever à un prétendu degré supérieur d'abstrac- 
tion, comme le croient les ontologistes ? | 
Cette nature propre de l'analyse mathémati- 
que permet de s'expliquer aisément pourquoi , 
lorsqu'elle est convenablement employée, elle 
nous offre un si puissant moyen, non-seulement 
pour donner plus de précision à nos connaissances 
réelles, ce qui est évident de soi-même, mais sur- 
tout pour établir une coordination infiniment 
plus parfaite dans l’étude des phénomènes qui 
comportent celte application. Car, les concep- 
tions ayant été généralisées et simplifiées le plus 
possible, à tel point qu'une seule question analy- 
tique, résolue abstraitement , renferme la solu- 
tion implicite d’une foule de questions physiques 
diverses, 1l doit nécessairement en résulter pour 
l'esprit humain une plus grande facilité à aper- 
_ cevoir des relations entre des phénomènes qui 
semblaient d’abord entièrement isolés les uns des 
autres , et desquels on est ainsi parvenu à tirer, 
pour le considérer à part, tout ce qu'ils ont de 
commun. C’est ainsi qu’en examinant la marche 
de notre intelligence dans la solution des ques- 
üons importantes de géométrie et de mécanique, 
nous voyons surgir naturellement , par l’intermé- 
diaire de l’analyse, les rapprochemens les plus fré- 
. quens et les plus inattendus entre des problèmes 
qui n'offraient primitivement aucune liaison appa- 
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rente, et que nous finissons souvent par envisa- 
ger comme identiques. Pourrions - nous, par | 
exemple, sans le secours de l'analyse, apercevoir 
la moindre analogie entre la détermination de la 
direction d’une courbe à chacun de ses points , 
et celle de la vitesse acquise par un corps à cha- 
que instant de son mouvement varié , questions 
qui , quelque diverses qu'elles soient, n’en font 
qu'une, aux yeux du géomètre ? 
La haute perfection relative de l'analyse ma- 
thématique, comparée à toutes les autres bran- 
ches de nos connaissances positives, se conçoit 
avec la même facilité, quand on a bien saisi son 
vral caractère général. Cette perfection ne 
lient pas, comme l'ont cru les métaphysiciens. 
et surtout Condillac, d’après un examen superf- 
ciel, à la nature des signes éminemment concis 
et généraux qu'on emploie comme instrumens 
de raisonnement. Dans cette importante occasion 
spéciale, comme dans toutes les autrés, l’in- 
fluence des signes a été considérablement exagé- 
rée, bien qu’elle: soit sans doute, très réelle, 
“ainsi que l'avaient reconnu , avant Condillac, et 
d’une manière bien plus exacte, la plupart des RE 
géomètres: En réalité, toutes les grandes ae le hphtend 
lytiques ont été formées sans que les signes al- | 
gébriques fussent d'aucun secours essentiel , au- 
tement que pour les exploiter après que l'esprit 


à 
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les avait obtenues. La perfection supérieure de ! 
Ja science du calcul tient principalement à l'ex- 
trême simplicité des idées qu'elle considère, par ; 
quelques signes quelles soient exprimées : en 
sorte qu'il n'y a pas le moindre espoir, à l’aide 
d'aucun artifice quelconque du langage scientifi- 
que, même en le supposant possible, de perfec- 
Lionner, au même degré, des théories qui, portant 
sur des notions plus complexes, sont nécessal- 
rement condamnées, par leur nature, à une: 
infériorité logique plus ou moins grande suivant 
la classe correspondante de phénomènes. 

L'examen que nous avons tenté de faire , dans 
cette leçon, du caractère philosophique de la 
science mathématique, resterait incomplet, si, 
après l'avoir envisagée dans son objet et dans sa 
composition, nous mindiquions pas quelques 
considérations générales directement relatives à 
l'étendue réelle-de son domaine. 

À cet effet, il est indispensable de reconnaître 
avant tout, pour se faire une juste idée de la véri- 
| table nature des mathématiques, que, sous le 
point de vue purement logique, cette science est, 
. par elle-même, nécessairement et rigoureusement 
à Ÿ PBulle: Car il n’y a pas de question quel- 
conque qui ne puisse finalement être conçue 
comme consistant à déterminer des quantités les 
unes par les autres d’après certaines relations et, 
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par conséquent, comme réductible, en dernière 
analyse, à une simple question de nombres. On le 
comprendra si l’on remarque effectivement que, 
dans toutes nos recherches , à quelque ordre de 
phénomènes qu’elles se rapportent, nous avons 
définitivement en vue d'arriver à des nombres, 
à des doses. Quoique nous n’y parvenions le plus 
souvent que d’une manière fort grossière et d’après 
des méthodes très incertaines, il n’en est pas 
moins évident que tel est le terme réel de tous nos 
problèmes quelconques. ÂAïnsi, pour prendre 
un exemple dans la classe de phénomène la 
moins accessible à l'esprit mathématique, les 
phénomènes des corps vivans, considérés même, 
pour plus de complication , dans le cas pathologi- 
que, n'est-il pas manifeste que toutes les ques- 
tions de thérapeutique peuvent être envisagées 
comme consistant à déterminer les quantités de 
tous les divers modificateurs de l'organisme 
qui doivent agir sur lui pour le ramener à l'état 
normal, en admettant, suivant l'usage des géo- 
mètres , les valeurs nulles, négatives, ou même 
contradictoires, pour quelques-unes de ces quan- 
tités dans certains cas? Sans doute, une telle ma- 
nière de se représenter la question ne peut. être 


en effet réellement suivie, comme nous allons le 


voir, pour lies phénomènes les plus complexes , 
parce qu’elle nous présente dans l’application des 
TOME 1. II 
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difficultés insurmontables ; mais quand il s'agit 
de concevoir abstraitement toute la portée intel- 
lectuelle d’une science, il importe de lui sup- 
poser l'extension totale dont elle est logiquement 
susceptible. 

On objecterait vainement contre une telle 
conception la division générale des idées hu- 
maines selon les deux catégories de Kant, de la 
quantité, et de la qualité, dont la première seule 
constituerait le domaine exclusif de la science 
mathématique. Le développement même de cette 
science a montré positivement depuis long-temps 
Je peu de réalité de cette superficielle distinction 
métaphysique. Car la conception fondamen- 
tale de Descartes sur la relation du concret à 
Vabstrait en mathématiques , a prouvé que toutes 
les idées de qualité étaient réductibles à des 
idées de qnantité. Cette conception , établie d’a- 
bord, par son immortel auteur, pour les phéno- 
mènes géométriques seulement, a été ensuite 
effectivement étendue par ses successeurs aux 
phénomènes mécaniques ; el elle vient de l'être 
de nos jours aux phénomènes thermologiques. En 
résultat decette généralisation graduelle 4 n'y a 
pas maintenant de géométres quine la considèrent, 
dans un sens purement théorique , comme€ pouvant 
s'appliquer à toules nos idées réelles quelconques, 

en sorte que tout phénomène soit logiquement 
susceptible d’être représenté par une équation ; 


\ 


_ 
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aussi bien qu'une courbe ou un mouvement, sauf 
la difficulté de la trouver, et celle de la résoudre, 
qui peuvent être et sont souvent supérieures aux 
plus grandes forces de l'esprit humain. 

Mais si, pour se former une idée convenable 
de la science mathématique , il importe de la 
concevoir comme étant nécessairement douée 
par sa nature d’une rigoureuse universalité lo- 
gique , il n'est pas moins indispensable de consi- 
dérer maintenant les grandes limitations réelles 
qui, vu la faiblesse de notre intelligence, rétré- | 
cissent singulièrement son domaine effectif, à 
mesure que les phénomènes se compliquent en 
se spécialisant. 

Toute question peut sans doute > ainsi que 
nous venons de le voir,’ être conçue comme ré- 
ductible à une pure question de nombÿes. Mais 
la difficulté de la traiter réellement sous ce point 
de vue, c'est-à-dire d'effectuer une telle trans- 
formation, est d'autant plus grande, dans les 
diverses parties essentielles de la philosophie na- 
turelle, que l’on considère des phénomènes 
plus compliqués , en sorte que sauf pour les phé- 
noménes les plus simples et les plus généraux , 
elle devient bientôt insurmontable. 

On le sentira aisément > Si l’on considère que, 
pour faire rentrer une question dans le domaine 
de l'analyse mathématique, il faut d’abord être 


IT, 
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parvenu à découvrir des relations précises entre 
les quantités coexistantes dans le phénomène 
étudié, l'établissement de ces équations des phé- 
nomènes étant le point de départ nécessaire de 
tous les travaux analytiques. Or, cela doit être 
évidemment d'autant plus difficile, qu'il s’agit de 
phénomènes plus particuliers, et par suite plus 
compliqués. En examinänt sous ce point de vue 
les diverses catégories fondamentales des phéno- 
mènes naturels établis dans la leçon précédente , 
on trouvera que, tout bien considéré, c’est seu- 
lement au plus pour les trois premières , compre- 
nant toute la physique inorganique , qu'on peut 
légitimement espérer d'atteindre un jour ce haut 
degré de perfection scientifique, autant du moins 
qu’une telle limite peut être posée avec précision. 
Comme je dois plus tard traiter spécialement 
cette discussion par rapport à chaque science 
fondamentale, il suffira de l'indiquer 1c1 de la 
manière la plus générale. 

La première condition pour que des phéno- 
mènes comportent des lois mathématiques sus- 
ceplibles d’être découvertes , c’est évidemment 
que les diverses quantités qu'ils présentent puis- 
sent donner lieu à desnombres fixes. Or, en com- 
parant, à cet égard, les deux grandes sections 
principales de la philosophie naturelle, on voit 
que la physique organique tout entière, et pro- 
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bablement aussi les parties les plus compliquées 
de la physique inorganique, sont nécessairement 
inaccessibles, ; ar leur nature, à notre analyse 
mathématique, en vertu de l'extrême variabilité 
numérique des phénomènes, correspondans. 
Toute idée précise de nombres fixes est vérita- 
blement déplacée dans les phénomènes des corps 
vivans, quand on veut l’'employer autrement que 
comme moyen de soulager l'attention, et qu'on 
attache quelque importance aux relations exactes 
des valeurs assignées. Sous ce rapport, les ré- 
{lexions de Bichat, sur l'abus de l'esprit mathé- 
matique en physiologie, sont parfaitement justes; 
on sait à quelles aberrations a conduit cette ma 
nière vicieuse de considérer les corps vivans. 
Les différentes propriétés des corps bruts, 
surtout les plus générales, se présentent dans 
chacun d’eux avec des degrés presque invariables, 
où du moins elles n'éprouvent que des variations 
simples , séparées par de longs intervalles d’unifor- 
mité, et qu'il est possible, en conséquence, d'as- 
sujétir à des lois précises et régulières. Ainsi, 
les qualités physiques d’un corps inorganique, 
principalement quand il est solide , sa forme, sa 
consistance, sa pesanteur spécifique, son élas- 
ticité, etc., présentent, pour un temps considé- 
rable, une fixité numérique remarquable, qui 
permet de les considérer réellement et utilement 
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sons un point de vue mathématique. On sait 
qu'il n’en est déjà plus ainsi à beaucoup près pour 
les phénomènes chimiques que présentent les 
mêmes corps, et qui, plus compliqués, dépen- 
dant d’un bien plus grand nombre de circon- 
stances , présentent des variations plus étendues, 
plus fréquentes, et par suite plus irrégulières. 
Aussi, d'après quelques considérations déjà in- 
diquées dans la première leçon (page 45 ) et qui 
seront spécialement développées dans. le iroi- 
sième volume de ce cours , on ne peut pas seule- 
ment assurer aujourd'hui, d’une manière géné- 
rale, qu'il y ait lieu à concevoir des nombres 
Gxes en chimie, même sous le rapport le plus 
simple, quant aux proportions relatives des corps 
dans leurs combinaisons; ce qui montre claire- 
ment combien un télordre de phénomènes est 
encore loin de comporter de véritables lois ma- 
thématiques. Admettons-en néanmoins , pour ce 
cas, la possibilité et même la probabilité futures, 
afin de ne pas rendre trop minutieuse la discus- 
sion de la limite générale qu'il s’agit d'établir 1c1 
par rapport à l'extension, effectivement possible , 
du domaine réel de l'analyse mathématique. I 
n’y aura plus le moindre doute aussitôt que nous 
passerons aux phénomènes que présentent les 
corps, considérés dans cet état d'agitation intestine 
continuelle de leurs molécules, qui constitue 
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essentiellement ce que nous nommons la vie, en- 
visagée de la manière la plus générale, dans 
l’ensemble des êtres qui nous la manifestent. En 
effet, un caractère éminemment propre aux 
phénomènes physiologiques, et: que leur étude 
plus exacte rend maintenant plus sensible de 
jour en jour, c’est l’extrême instabilité numérique 
qu'ils présentent, sous quelque aspect qu'on les 
examine, et que nous verrons plus tard, quand 
l'ordre naturel des matières nous y conduira, 
être une conséquence nécessaire de la définition 
même des corps vivans. Quant à présent, il sufht 
de noter cette observation incontestable, vérifiée 
par tous les faits, que chaque propriété quel- 
conque d’un corps organisé, soit géométrique , 
soit mécanique, soit. chimique, soit vitale, est _ 
assujétie, dans sa quantité, à d'immenses varia- 
tions numériques tout-à-fait irrégulières, qui 
se sucéédent aux intervalles les plus rapprochés 
sous l'influence d’une foule de circonstances, 
tant extérieures qu'intérieures, variables elles- 
mêmes; en sorte que toute idée de nombres fixes, 
et, par suite, de lois mathématiques que 
nous puissions espérer d'obtenir, implique réelle- 
ment contradiction avec la nature spéciale de 
cette classe de phénomènes. Ainsi, quand on 
veut évaluer avec précision, même uniquement, 
les qualités les plus simples d’un être vivant, par 
exemple sa densité moyenne, ou celle de lune 
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de ses principales parties constituantes, sa tem- 
pérature, la vitesse de sa circulation intérieure, 
la proportion des élémens immédiats qui compo- 


* sent ses solides ou ses fluides, la quantité d’oxi- 


gène qu'il consomme en un temps donné, la 
masse dé ses absorptions ou de ses exhalations 
éontinuelles, etc. ; et, à plus forte raison, l’éner- 
gie de ses forces musculaires, l'intensité de ses 
impressions, etc., il ne faut pas seulement, ce 
qui est évident, faire, pour chacun de ces résul- 
tats, autant d'observations qu'il y a d'espèces ou 
de races et de variétés dans chaque espèce; on 
doit encore mesurer le changement très-consi- 
dérable qu'éprouve celte quantité en passant 
d’un individu à un autre, et, quani au même 
individu, suivant son âge, son état de santé ou 
de maladie, sa disposition intérieure, les cir- 
constances de tout genre incessamment mobiles 
sous l'influence desquelles il se trouve, placé ; 
telles que la constitution atmosphérique, etc. 
Que peuvent donc signifier ces prétendues éva- 
luations numériques si soigneusement enregis- 
trées pour les divers phénomènes physiologiques 
ou même pathologiques, et déduites, dans le cas 
le plus favorable, d’une seule mesure , réelle ,* 
lorsqu'il en faudrait une multitude? Elles ne 
peuvent qu'induire en erreur sur la vraie marche 
des phénomènes, et ne doivent être appliquées 
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rationniellement que comme un moyen, pour 
ainsi dire mnémonique , de fixer les idées. Dans 
tous les cas, il y a évidemment impossibilité to- 
tale d'obtenir jamais de véritables lois mathéma- 
tiques. Il en est encore plus fortement de même 
pour les phénomènes sociaux, qui offrent une 
complication encore supérieure , et, par suite, 
une variabilité plus grande, comme nous l’éta- 
blirons spécialement dans le quatrième volume 
de ce cours. 

Ce n’est pas néanmoins qu'on doive cesser, 
d’après cela, de concevoir, en thèse philosophi- 
que générale, les phénomènes de tous les ordres 
comme nécessairement soumis par eux-mêmes à 
des lois mathématiques, que nous sommes seule- 
ment condamnés à ignorer toujours dans la plu- 
part des cas ,-à cause de la trop grande compli- 
cation des phénomènes. Il n'y a en effet aucune 
raison de penser que, sous ce rapport ; les phé-. 
nomènes les plus complexes des corps vivans 
soient essentiellement d’une autre nature spéciale 
que les phénomènes les plus simples des corps 
bruts. Car, s’il était possible d'isoler rigoureuse- 
ment chacune des causes simples qui concourent 
À produire un même phénomène physiologique; 
tout porte à croire qu’elle se montrerait douée, 
dans des circonstances déterminées, d'un genre 
d'influence et d’une quantité d’action aussi exacte 
ment fixes que nous le voyons dans la gravitation 
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universelle, véritable type des lois fondamen- 
tales de la nature. Ce qui engendre la variabilité 

irrégulière des effets, c’est le grand nombre 
d’agens divers déterminant à la fois un même phé- 
nomène , et d'où il résulte que, dans les phéno- 
mènes très-compliqués, il n’y a peut-être pas 
deux cas rigoureusement semblables. Nous n'a- 
vons pas besoin, pour trouver un étel le difficulté, 

d'aller jusqu'aux phénomènes des corps vivans. 

Elle se présente déjà dans ceux des corps bruts, 
quand nous considérons les cas les plus complexes; 

par exemple, en étudiant les phénomènes météo- 
rologiques. On ne peut douter que chacun des 
nombreux agens qui concourent à la production 
de ces phénomènes ne soit soumis séparément 
x des lois mathématiques, quoique nous ignorions 
encore la plupart d’entr’elles; mais leur multi- 
plicité rend les effets observés aussi irrégulière- 
ment variables que si chaque cause n'était assu- 

jétie à aucune condition précise. 

La considération précédente conduit à aper- 
cevoir un second motif distinct en vertu duquel 
:l nous est nécessairement interdit, vu la fai- 
blesse de notre intelligence, de faire rentrer l’é- 
tude des phénomènes les plus compliqués dans le 
domaine des applications de l'analyse mathéma- 
tique. En eflet, indépendamment de ce que, 
dans les phénomènes les plus spéciaux, les résul- 
tats effctifs sont tellement variables que nous ne 
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pouvons pas même y saisir des valeurs fixes , 1l 
suit de la complication des cas, que, quand même 
nous pourrions connaître un jour la loi mathé- 
matique à laquelle est soumis chaque agent pris à 
part, la combinaison d’un aussi grand nombre de 
conditions rendrait le problème mathématique 
correspondant tellement supérieur à nos faibles 
moyens , que la question resterait le plus souvent 
insoluble. Ge n’est donc pas ainsi qu'on peut faire 
une étude réelle et féconde de la majeure partie 
des phénomènes naturels. 

Pour apprécier aussi exactement que possible 
cette difficulié, considérons à quel point se 
compliquent les questions mathématiques , même 
relativement aux phénomènes les plus simples 
des corps bruts, quand on veut rapprocher suffi- 
samment l’état abstrait de l’état concret, en ayant 
égard à toutes les conditions principales qui peu- 
vent exercer sur l’effet produit, une influence vé- 
ritable. On sait, par exemple , que le phénomène 
très-simple de l’écoulement d’un fluide, en vertu 
de sa seule pesanteur, par un orifice donné, n’a pas 
jusqu'à présent de solution mathématique com- 
plète, quand on veut tenir compte de toutes les 
circonstances essentielles. Il en est encore ainsi , 
même pour le mouvement encore plus simple 
d’un projectile solide dans un milieu résistant. 

Pourquoi l'analyse mathématique a-t-elle pu 
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s'adapter , avec un succès si admirable, à l'étude 
approfondie des phénomènes célestes ? Parce qu'ils 
sont, malgré les apparences vulgaires, beaucoup 
plus simples que tous les autres. Le problème le 
plus compliqué qu'ils présentent, celui de la mo- 
dification que produit, dans le mouvenent de 
deux corps tendant l'un vers l’autre en vertu de 
leur gravitation, l'influence d’un troisième corps 
agissant sur tous deux de la même manière , est 
bien moins composé que le problème terrestre le 
plus simple. Et, néanmoins, il offre déjà une 
telle difficulté, que nous n’en possédons encore 
que des solutions approximatives. Il est même 
aisé de voir, en examinant ce sujet plus profon- 
dément, que la haute perfection à laquelle à pu 
s'élever lastronomie solaire par l'emploi de la 
science mathématique est encore essentiellement 
due à ce que nous avons profité avec adresse de 
toutes les facilités particulières, et, pour ainsi 
dire, accidentelles, qu’offrait pour la solution des 
problèmes la constitution.spéciale , irès-favorable 
sous ce rapport, de notre système planétaire. En 
effet , les planètes dont il se compose sont assez 
peu nombreuses, mais surtout elles sont, en gé- 
néral , de masses fort inégales et bien moindres 
que celle du soleil, et de plus fort éloignées les 
unes des autres ; elles ont des formes presque 
sphériques; leurs orbites sont presque circulaires, 
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et présentent de faiblesinelinaisons mutuelles, etc. 
Il résulte de cet ensemble de circonstances que 
les perturbations sont le plus souvent peu consi- 
dérables , et que pour les calculer il suffit ordi- 
nairement de tenir compte, concurremment avec 
l'action du soleil sur chaque planète en particu- 
lier, de l'influence d’une seule autre planète, 
susceptible, par sa grosseur et Sa proximité, de 
déterminer des dérangemens sensibles. Mais si, 
au lieu d’un tel état de choses, notre système s0- 
laire eût été composé d’un plus grand nombre de 
planètes concentrées dans un moindre espace, et 
à peu près égales en masse; si leurs orbites 
avaient offert des inclinaisons fort différentes, et 
des excentricités considérables ; si ces corps eus- 
sentété d’une forme plus compliquée, par exemple, 
des ellipsoïdes très- excentriques , etc. ; il est 
certain qu’en supposant la même loi réelle de 
gravitation, nous ne serlons pas encore par venus à 
soumettre l'étude des phénomènes célestes à notre 
analyse mathématique, et probablement nous 
n'eussions pas même pu déméler jusqu'à présent 
la loi principale. 

Ces conditions hypothétiques se trouveraient 
précisément réalisées au plus haut degré dans les 
phéuomènes chimiques , si on voulait les calculer 
d’après la théorie de la gravitation générale. 

En pesant convenablement les diverses COnSI- 
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dérations qui précèdent, on sera convaincu , Je 
crois, qu'enréduisant aux diverses parties de la phy- 
sique inorganique l'extension future des grandes 
applications réellement possibles de l'analyse ma- 
thématique, j'ai bien plutôt exagéré que rétréei 
l'étendue de son domaine effectif. Autant il 1m- 
portait de rendre sensible la rigoureuse universa- 
lité logique de la science mathématique , autant 
je devais signaler les conditions qui limitent pour 
nous son extension réelle , afin de ne pas contri- 
buer à écarter l'esprit humain de la véritable di- 
rection scientifique dans l'étude des phénomènes 
les plus compliqués, par la recherche chimérique 
d’une perfection impossible. . 

Ainsi, tout en s'eflorçant d'agrandir autant 


qu’on le pourra le domaine réel des mathéma- 


tiques, on doit reconnaître que les sciences les 
plus difficiles sont destinées, par leur nature, à 
rester indéfiniment dans cet état préliminaire qui 
prépare pour les autres l’époque où elles devien- 
nent accessibles aux théories mathématiques. 
Nous devons , pour les phénomènes les plus com- 
pliqués, nous contenter d’analyser avec exacti- 
tude les circonstances de leur production, de 
les rattacher lesuns aux autres d’une manière gé- 
nérale, de connaître le genre d'influence qu’exerce 
chaqué.agent principal, etc.; mais sans les étu- 
dier sous le point de vue de la quantité, et par 


… 
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conséquent sans espoir d'introduire, dans les 
sciences correspondantes , ce haut degré de per- 
fection que procure, quant aux phénoménes les 
plus simples, un usage convenable de la mathé- 
matique, soit sous le rapport de la précision de 
nos connaissances , soit, ce qui est peut-être en- 
core plus remarquable, sous le rapport de leur 
coordinalion. 

C’est par les mathématiques que la philosophie 
positive a commencé à se former : c'est d'elles que 
nous vient la méthode. Il était donc naturelle- 
ment inévitable que, lorsque la même manière 
de procéder a dû s'étendre à chacune des autres 
sciences fondamentales, on s’efforçât d’y intro- 
duire l'esprit mathématique à un plus haut degré 
que ne le comportaient les phénomènes corres- 
pondans; ce qui a donné lieu ensuite à des tra- 
vaux d'épuration plus ou moins étendus , comme 
ceux de Berthollet sur la chimie, pour se dégager 
de cette influence exagérée. Mais chaque science, 
en se développant, a fait subir à la méthode po- 
sitive générale des modifications déterminées par 
les phénomènes qui lui sont propres , d’où résulte 
son génie spécial ; c’est seulement alors qu elle 
a pris son véritable caractère définitif, qui ne 
doit jamais être confondu avec celui cr 
aütre science fondamentale. 

Ayant exposé , dans cette leçon, le but essen- 
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tiel et la composition principale de la science 
mathématique, ainsi que ses relations générales 
avec l’ensemble de la philosophie naturelle , son 
caractère philosophique se trouve déterminé , au- 
tant qu'il puisse l'être par un tel aperçu. Nous 
devons passer maintenant à l'examen spécial de 
chacune des trois grandes sciences dont elle est 
composée, le calcul, la géométrie et la méca- 


nique. 
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Sommarre. Vue générale de l’Analyse mathématique. 


Dans le développement historique de la science 
mathématique depuis Descartes, les progrès de 
la partie abstraite ont presque toujours été déter- 
minés par ceux de la partie concrète. Mais il n’en 
est pas moins nécessaire, pour concevoir Ja science 
d’une manière vraiment rationnelle, de considérer 
le calcul dans toutes ses branches principales 
avant de procéder à l'étude philosophique de la 
géométrie et de la mécanique. Les théories 
analytiques , plus simples et plus générales que 
celles de la mathématique concrète, en sont, par 
elles-mêmes, essentiellement indépendantes; tan- 
dis que celles-ci ont, au contraire, de leur nature, 
un besoin continuel des premières, sans le secours 
desquelles elles ne pourraient faire presque aucun 
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progrès. Quoiqueles principales conceptions de l’a- 
nalyse conservent encore aujourd'hui quelques 
traces très-sensibles de leur origine géométrique 
ou mécanique, elles sont maintenant néanmoins 
essentiellement dégagées de ce caractère primitif, 
qui ne se Me Ve guère que pour quel- 
ques points secondaires; en sorte que, depuis les 
travaux de Lagrange surtout, il est possible, dans 
une exposition dogmatique, de les présenter d’une 
manière purement abstraite, en un système uni- 
que et continu. Cest ce que je vais entreprendre 
dans cette lecon et dans les cinq suivantes, en me 
bornant , comme il convient à la nature de ce 
cours, aux considérations les plus générales sur 
chaque branche principale de la science du calcul. 
Le but définitif de nos recherches dans la ma- 
thématique concrète étant la découverte des équa- 
tions, qui expriment les lois mathématiques des 
phénomènes considérés, el ces équations con- 
stituant le véritable point de départ du calcul, 
dont l’objet est d’en déduire la détermination des 
quantités les unes par les autres, je crois indis- 
pensable, avant d'aller plus loin, d'approfondir, 
plus qu’on n’a coutume de le faire, cette idée fon- 
damentale d'équation, sujet continuel, soit comme | 
ierme, soit comme origine, de tous les travaux 
mathématiques. Outre Favantage de mieux cir- 
conscrire le véritable champ de l'analyse, il en. 
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résulterà nécessairement cette importante consé- 
quence, de tracer d’une manière plus exacte la 
ligne réelle de démarcation entre la partie con- 
crête êt la pattie abstraite des mathématiques, 
ee qui complétera l'exposition générale de la di- 
vision fondamentale établie dans la lecon précé- 
dente. | 

On se forme ordinairément une idée beaucoup 
trop vague de ce que c’est qu’une équation, lors- 
qu'on donne ce nom à toute espèce de relation 
d'égalité entre deux fonctions quelconques des 
grandeurs que l’on considère. Car , si toute équa- 
tion est évidemment une relation d'égalité, il 
s'en faut de beaucoup que, réciproquement, 
touterelation d'égalité soit une véritable équation, 
du genre de celles auxquelles, par leur nature, 
les méthodes analytiques sont applicables. 

Ce défaut de précision dans la considération 
logique d’une notion aussi fondamentale en ma- 
thématiques, entraîne le grave inconvénient de 
rendre à peu près inexplicable, en thèse générale, 
la difficulté immense et capitale que nous éprou- 
vons à établir la relation du concret à l’abstrait 
et qu'on fait communément ressortir avec tant de 
raison pour chaquegrande question mathématique 
prise à part. Si le sens du mot équation était : 
vraiment aussi étendu qu'on le suppose habituel 
lement en le définissant, on ne voit point, en ef- 
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fet, de quelle grande difficulté pourrait étre réel 
lement, en général, l'établissement des équations 
d'un problème quelconque. Car tout paraïtrait 
consister ainsi en une simple question de forme, 
qui ne devrait pas même exiger jamais de grands 
efforts intellectuels, attendu que nous ne pou- 
vons guère concevoir de relation précise quine 
soit pas immédiatement une certaine relation 
d'égalité, ou qui n'y puisse être promptement 
ramenée par quelques transformations très-fa- 
ciles. | 

-_ Ainsi, en admettant, en général, dans Ja déf- 
nition des équations, toute espèce de fonctions , 
on ne rend nullement raison de l'extrême diffi- 
culté qu’on éprouve le plus souvent à meltre un 
problème en équation, et qui est si fréquemment 
comparable aux efforts qu'exige l'élaboration ana- 
lytique de l'équation une fois obtenue. En un 
mot, l’idée abstraite et générale qu'on donne de 
l'équation ne correspond aucunement au sens réel 
que les géomètres attachent à cette expression 
dans le développement effectif de la science. Il 
y a là un vice logique, un défaut de co-relation, 
qu’il importe beaucoup de rectifier. 

Pour y parvenir, je distingue d’abord deux sor- 
tes de fonctions : les fonctions abstraites , analy- 
tiques, et les fonctions concrètes. Les premières 
peuvent seules entrer dans les véritables equa- 
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ons , en sorte qu’on pourra désormais définir, 
d’une manière exacte et suffisamment approfon- 
die, toute équation : une relation d'égalité entre 
deux fonctions abstraites des grandeurs considé- 
rées. Afin de n’avoir plus à revenir sur cette dé- 
finition fondamentale, je dois ajouter ici, comme 
un complément indispensable sans lequel l’idée 
ne serait point assez générale, que ces fonctions 
abstraites peuvent se rapporter non-seulement aux 
grandeurs que le problème présente en effet de 
lui-même, mais aussi à toutes les autres gran- 
deurs auxiliaires qui s'y rattachent, et qu'on 
pourra souvent introduire, simplement par arti- 
fice mathématique, dans la seule vue de faciliter 
la découverte des équations des phénomènes. Je 
ne fais ici, dans cette explication , qu'emprunter 
sommairement, par anticipation, le résultat d’une 
discussion générale de la plus haute importance , 
qui se trouvera à la fin de cette lecon. Revenons 
maintenant à la distinction essentielle des fonc- 
tions en abstraites et concrètes, 

Cette distinction peut être établie par deux 
voies essentiellement différentes , complémentai- 
res l’une de l’autre ; 4 priori, et à posteriori : 
c'est-à-dire , en caractérisant d’une manière géné- 
rale la nature propre de chaque espèce de fonc- 
tions , et ensuite en faisant, ce qui est possible , 
l'énumération effective de toutes les fonctions ab- 
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straites aujourd’hui connues, du moins quant aux 
élémens dont elles se composent. 


A priori, les fonctions que j'appelle abstraites : 


sont celles qui expriment entre des grandeurs un 


mode de dépendance qu'on peut concevoir uni- 


quement entre nombres ,.sans qu'il soit besoin : 


d'indiquer aucun phénomène quelconque où il se 
trouve réalisé. Je nomme, au contraire, fonctions 
concrètes celles pour lesquelles le mode de dé- 


pendance exprimé ne peut être défini ni conçu 


qu'en assignant un Cas physique déterminé , géo- 
métrique, mécanique , où de tout autre nature, 
dans lequel il ait effectivement lieu. 

La plupart des fonctions, à leur origine, celles 
mêmes qui sont aujourd'hui le plus purement 
abstraites , ont commencé par être concrèles ; er 
sorte qu'il estaisé de faire comprendre la distinc- 
tion précédente , en se bornant à citer les divers 
points de vue successifs sous lesquels, à mesure 
que la science s’est formée, les géomètres ontcon- 
sidéré les fonctions analytiques les plus simples. 
J'indiquerai pour exemple les puissances , cdeve- 
nues en général fonctions abstraites, depuis seu- 
lement les travaux de Viète et de Descartes. Ges 
fonctions æ ?,æx *, qui, dans notre analyse ac- 
tuelle, sont si bien conçues comme simplement 
abstraites , n’étaient, pour les géomètres de l’an- 


Er. 


tiquité, que des fonctions entièrement concrètes, 
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exprimant la relation de la superficie d’un carré 
ou du volume d’un cube à la longueur de leur. 
côté. Elles avaient si exclusivement à leurs yeux 
un Lel caractère , que c’est seulement d’après leur 
définition géométrique qu’ils avaient découvert 
les propriétésalgébriques élémentaires de ces fonc- 
tions, relativement à la décomposition de la va- 
riable en deux parties , propriétés qui n'étaient, 
à cette époque, que de vrais théorêmes de géo- 
métrie, auxquels on n’a attaché que beaucoup 
plus tard un sens numérique. 

J'aurai encore occasion de citer tout à l’heure, 
pour un autre motif, un nouvel exemple très- 
propre à faire bien sentir la distinction fondamen- 
tale que je viens d'exposer; c’est celui des fonc- 
tions circulaires , Soit directes , soit inverses, qui 
sont encore au jourd” hui tantôt concrètes, tantôt 
abstraites , selon le point de vue sous pe on les 
envisage. | 

Considérant maintenant, & posteriori, celte di- 
vision des fonctions, après avoir établi le caractère 
général qui rend une fonction abstraite ou concrè- 
te, la question de savoir si tellefonctiondéterminée: 
est véritablement abstraite , et par-là susceptible 
d'entrer dans de vraies équations analytiques, va 
devenir une simple question de fait, puisque nous: 
allons énumérer toutes les fonctions de cette es. 
pêce. 
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Au premier abord, cette énumération semble ' 
impossible, les fonctions analytiques distinctes 
étant évidemment en nombre infini. Mais, enles. 
partageant en simples et composées , la dificulté 
disparaît. Car , si le nombre des diversés fonctions 
considérées dans l'analyse mathématique estréelle- 
ment infini , elles sont , au contraire, même au- 
jourd’hui , composées d’un fort petit nombre de 
fonctions élémentaires , qu’on peut aisément as- 
signer , et qui suffisent évidemment pour décider 
du caractère abstrait ou concret de telle fonction 
déterminée, qui sera de l’une ou de l’autre na- 
ture, selon qu’elle se composera exclusivement 
de ces fonctions abstraites simples, ou qu'elle en 
comprendra d’autres. Voici le tableau de ces élé- 
mens fondamentaux de toutes nos combinaisons 
analytiques , dans l’état présent de lascience. On 
ne doit, évidemment, considérer, à cet effet, que 
les fonctions d’une seule variable ; celles relatives. 
à plusieurs variables indépendantes étant constam- 
ment, par leur nature, plus ou moins composées. 

Soit x la variable indépendante, y la variable 
corelative qui en dépend. Les différens modes 
simples de dépendance abstraite que nous pouvons. 
maintenant concevoir entre yetx, sont exprimés 
par les dix formules élémentaires suivantes , dans 
lesquelles chaque fonction est accouplée avec son 
inverse , c’est-à-dire, avec celle qui aurait lieu, 


s 
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d’après la fonction directe, si on y rapportait 
x à y, au lieu de rapporter y à x : 


1° y—a+x. . . fonction somme, 
1 couple à de 
29 y—a—x . . fonction différence, 


1° Y—ax . . .| fonction produit 
2% couple 15 L L 
| 2 Ja. 


. . : fonction quotient, 
x 


3mé couple (2 J=x". . .. fonction puissance, 


a 
2° y—=y/x . . . fonction racine, 


+ port! Ml GAY ..+::.6 f 1 4 1 
4e couple | 4 onction exponentielle , 


20 y=lx,... fonction logarithmique, 
a 


9 y=sinæ . . . fonction circulaire directe, 


bmecouple(1) 


2°y=arc(sin=#) fonction circulaire inverse. 
+ 


Tels sont les élémens très-peu nombreux qui 
composent directement toutes les fonctions ab- 


: (x) Dans la vued’augmenter autant que possible les ressources et 


_ Pétendue si insuffisantes de l'analyse mathématique, les géomètres 


comptent ce dernier couple de fonctions parmi les élémenis ana- 
lytiques. Quoique cette inscription soit strictement légiti- 
me, ilimporte de remarquer ‘que les fonctions circulaires ne 
sont pas exactément dans le même cas que les autres fonctions 
abstraites élémentaires. Il ya entr’elles cette différence fort es- 
sentielle, que les fonctions des quatre premiers couples sont 
vraiment à la fois simples et abstraites, tandis que les fonctions cir- 
culaires, qui peuvent manifester successivement lun et l'autre ca- 
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straites aujourd’hui connues. Quelque peu multi- 
pliés qu'ils soient, il suffisent évidemment pour 
donner lieu à un nombre tout-à-fait infinide com- 
binaisons analytiques. 

Aucune considération rationnelle ne circon- 
scritrigoureusement à priorile tableau précédent, 
qui n’est que l'expression effective de l’état actuel 
de la science. Nos élémens analytiques sont au- 


ractère suivant le point dé vue sous lequel on les envisage et la 
manière dont elles sont employées, ne présentent jamais simul- 
tanément ces deux propriétés. 
La fonction sin. x est introduite dansl’analyse comme une nou- 
velle fonction simple , quand on la conçoit seulement comme:in- 
diquant la relation géométrique dont elle dérive; mais alors elle 
n’est évidemment qu’une fonction concrète. Dans d’autres cir- 
constances, elle remplit analytiquement les conditions d’une vé-_ 


ritable fonction abstraite , lorsqu'on ne considère ‘sin. æ que 


LT mi 
x 
comme l'expression abrégée de la formule e —e 


2/ 1 


ou de la série équivalente ; mais sousce dernier point de vue, ce 
west plus réellement une nouvelle fonction analytique, puis- 
qu’elle ne se présente que comme un composé des précédentes. 

Néanmoins , les fonctions circulaires ont quelques qualités spé-" 
ciales qui permettent de les maintenir au tableau des élémens 
rationnels de l’analyse mathématique. {1 td 

1° Elles sont susceptibles d'évaluation, quoique conservant leur 
caractère concret ; ce qui autorise à les introduire dans les équa- 
tions, tant qu’elles ne portent que sur des données, sans qu’il soit 
nécessaire d’avoir égard à leur expression algébrique. 

0 On sait effectuer sur les différentes fonctions circulaires, 
comparées ‘entr'elles seulement, une certaine suite de transfor- 
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jourd'hui plus nombreux qu'ils ne l'étaient pour 
Descartes , et même pour Newton et Leïbnitz; 
il y. a tout au plus un siècle que les deux derniers 
couples ont été introduits dans l'analyse par les 
travaux de Jean Bernouilliet d'Euler. Sans doute 
on en admettra de nouveaux dans la suite; mais, 
comme je l’indiquerai à la fin de cette leçon, nous 

D ne:pouvons pas espérer qu'ils soient jamais fort 


mations , qui n’exigent pas davantage la connaissance de leur dé- 
finition analytique. Il en résulte évidemment la faculté d'intro- 
duire ces fonctions dans les équations, même par rapport aux 
inconnues , pourvu qu'il n’y entre pas concurremment des fonc- 
tions non-trigonométriques des mêmes variables. 

C'est donc uniquement dans les cas où les fonctions circulaires, 
relativement aux inconnues , sont combinées dans les équations 
avec des fonctions abstraites d’une autre espèce , qu’il est indis- 

s, pensable d’avoir égard à leur interprétation algébrique pour pou- 

… voir résoudre les équations, et dès lors elles cessent, en effet, 
£ d'être traitées comme de nouvelles fonctions simples. Mais alors 
même, pourvu qu’on tienne compte de cette interprétation, 
léur admission n’empèche point les relations d’avoir le caractère 
de véritables équations analytiques, ce qui est ici le but essen- 
tiel de notre énumération des fonctions abstraites élémentaires. 


_- Ilest à remarquer, d’après les considérations indiquées dans 

_ cetle note, que plusieurs autres fonctions concrètes peuvent être 

*” utilement introduites au nombre des élémens analytiques , si les 

. conditions principales posées ci-dessus pour les fonctions circu- 
laires ont été préalablement bien remplies. C’est ainsi, par 
exemple , que les travaux de M. Legendre, .et récemment ceux de 
M. Jacobi, sur les fonctions elliptiques ; ont vraiment agrandi 
le champ de l'analyse ; il en est de même pour quelques inté- 
grales définies obtenues par M. Fourier , dans la théorie de la 
chaleur. 
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multipliés , leur augmentation réelle donnant lieu 
à de trés-grandes difficultés. 


Nous pouvons donc maintenant nous former 


une idée positive, etnéanmoins suffisamment éten- 
due , de ce que les géomètres entendent par une 
véritable équation. Gette explication est émi- 
nemment propre à nous faire comprendre combien 
il doit être difficile d'établir réellement les équa- 
tions des phénomènes, puisqu'on n’y est effecti- 
vement parvenu que lorsqu'on a pu concevoir 
les lois mathématiques de ces phénomènes à 
l'aide de fonctions entièrement composées des 
seuls élémens analytiques que je viens d’énumé- 


rer. Il est clair, en effet, que c'est uniquement 


alors que le problème devient vraiment abstrait, 


et se réduit à une pure question de nombres, ces 


fonctions étant les seules relations simples que 


nous sachions concevoir entre les nombres , con- 


sidérés en eux-mêmes. Jusqu'à cette époque de là 


solution, quelles que soient les apparences, la 
question est encore essentiellement concrète , et 
ne rentre pas dans le domaine du calcul. Or, la 


difficulté fondamentale de ce passage du concret à 


l’'abstrait consiste surtout, en général , dans l'in+ 
suffisance de ce très-petit nombre d’élémens ana- 
lytiques que nous possédons, et d’après lesquels 
néanmoins , malgré le peu de variété réelle qu'ils 
nous offrent, il faut parvenir à sereprésenter toutes 
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les relations précises que peuvent nous manifester 
tous les différens phénomènes naturels. Vu l’in- 
finie diversité qui doit nécessairement exister à 
cet égard dans le monde extérieur, on comprend 
sans peine combien nos conceptions doivent se 
trouver fréquemment au-dessous de la véritable 
difficulté; surtout si l’on ajoute que, ces élémens 
de notre analyse nous ayant été fournis primiti- 
yement par la considération mathématique des 
phénomènes les plus simples, puisqu'ils ont tous, 
directement ou indirectement, une origine géo- 
métrique, nous n'avons & priori aucune garantie 
rationnelle deleur aptitude nécessaire à représenter 
les lois mathématiques de toute autre classe de phé- 
nomènes. J'exposerai tout à l’heure l’artifice gé- 
néral, si profondément ingénieux, par lequel 
l'esprit humain est parvenu à diminuer singulié- 
rement celte difficulté fondamentale que présente 
la relation du concret à l’abstrait en mathéma- 
tiques , Sans cependant qu'il ait été nécessaire de : 
multiplier le nombre de ces élémens analytiques. 

Les explications précédentes déterminent avec 
précision le véritable objet et le champ réel de la 
mathématique abstraite; je dois passer maintenant 
à l'examen de ses divisions principales, car nous 
avons toujours Jusqu'ici considéré le calcul dans 
son ensemble total. 

La première considération directe à présenter 
sur la composition de la science du calcul, con- 


mn Ed 


Ler. : Or de 1 


178 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


siste à la diviser d’abord en deux branches prin- 
cipales, auxquelles, faute de dénominations plus 
convenables, je donnerai les noms de calcul algé- 
brique ou algèbre , et de calcul arithmétique ou 
arithmétique , mais en averlissant de prendre ces 
deux expressions dans leur acception logique la 
plus étendue, au lieu du sens beaucoup trop res- 
treint qu’on leur attache ordinairement. 

La solution complète de toute question dé 
calcul, depuis la plus élémentaire jusqu’à la plus 
transcendante, se compose nécessairement de 
deux parties successives dont la nature est essen- 
tiellement distincte. Dans la première, on a pour 
objet de transformer les équations proposées, de 
facon à metlre en évidence le mode de forma- 
mation des quaïitités inconnues par Îles quantités 
connues ; c'est ce qui constitue la question algé- 
brique. Dans la seconde, on a en vuc d'évaluer 
les formules ainsi obtenues, c’est-à-dire, de dé- 
terminer immédiatement la valeur des nombres 
cherchés, représentés déjà par certaines fonctions 
explicites des nombres donnés ; telle est la ques- 
tion arithmétique (1). On voit que, dans toute 


(1) Supposons, par exemple, qu’une question fournisse entre 
une grandeur inconnue x et deux grandeurs connues a et à l’é- 
quation : ; 

x +347 u0 
comme il arriverait pour la trisection d'un angle. On voit, de 
suile, que là dépendance entre æ d’une part ,et a ,b de l’autre, 
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solution vraiment rationnelle , elle suit nécessai- 
rement la question algébrique , dont elle forme 
le complément indispensable , puisqu'il faut évi- 
demment connaître la génération des nombres 
cherchés avant de déterminer leurs valeurs effec- 
tives pour chaque cas particulier. Ainsi, le terme 
de la partie algébrique devient le point de départ 
de la partie arithmétique. 

Le calcul algébrique et le calcul arithmétique 
différent donc essentiellement par le but qu’on S'y 
‘propose. Ils ne diffèrent pas moins par le point de 
vue sous lequel on y considère les quantités , en- 
visagées , dans le premier, quant àleurs relations, 
et, dans le second , quant à leurs valeurs, Le vé- 


»” 


est complétement déterminée; mais, tant que l'équation con- 
serve sa forme primitive, on n’aperçoit nullement de quelle ma- 
nière l’inconnue dérive des données. C’est cependant ce qu’il faut 
découvrir avant de penser à l’évaluer. T'el est l’objet de lapartieal- 
gébrique de la solution. Lorsque, par une suite de tranforma- 
tions qui ont successivement rendu cette dérivation de plus en 
plus sensible , on est arrivé à présenter l'équation proposée sous 
la forme G 


3 3 + 
x=Vb+tVE+e  +/b-Vb+a 


le rôle de l'algèbre est terminé; et, quand même on ne saurait 
point effectuer les opérations arithmétiques indiquées par cette 
formule, on en n'aurait pas moins obtenu une connaissance très: 
réelle et souvent fort importante. Le rôle de l'arithmétique con- 
sistera maintenant , en partant de cette formule , à faire trouver 


le nombre æ quand les valeurs des nombres & et b auront été 
fixées. 


k 
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ritable esprit du calcul, en général ;, exige que 
cette distinction soit maintenueavec la plus sévère 
exactitude , et que la ligne de démarcation entre 
les deux époques de la solution soit rendue aussi 
nettement tranchée que le permet la question 
proposée. L'observation attentive de ce précepte, 
trop méconnu, peut être d'un utile secours dans 
chaque question particulière, en dirigeant les ef- 
forts de notre esprit, à un instant quelconque de 
la solution , vers la véritable difficulté correspon- 


dante. À la vérité, l’imperfection de la science 


du calcul oblige souvent, comme je l’expliquerai 
dans la lecon suivante, à mêler très-fréquemment 


les considérations algébriques et les considérations 


arithmétiques pour la solution d’une même ques- 
tion. Mais , quoiqu'il soit impossible alors de par- 
tager l’ensemble du travail en deux parties nette- 
ment tranchées , l’une purement algébrique, et 
l’autre purement arithmétique, on pourra tou- 
jours éviter, à l’aide des indications précédentes, 
de confondre les deux ordres de considérations; 
quelque intime que puisse être jamais leur mé- 


lange. 


En cherchant à résumer le plus succinctement 
possible la disunction que je viens d'établir, on 
voit que l'algèbre peut se définir, en général , 
commé ayant pour objet la résolution des équa- 
lions, ce qui, quoique paraissant d’abord trop 
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restreint, est néanmoins suffisamment étendu , 
pourvu qu'on prenne ces expressions dans toute 
leur acception logique , qui signifie transformer 
des fonctions zmplcites en LE explicites 
équivalentes : de même ; l’arithmétique peut être 
définie comme destinée à l'évaluation des fonce- 
tions. Àinsi, en contractant les expressions au 
plus haut degré, je crois pouvoir donner nette- 
ment une Juste idée de cette division , en disant, 
comme je le ferai désormais pour éviter les péri- 
phrases explicatives, que l'alsebre est le calculdes 
Jonctions,, et l’arithmétique le calcul des valeurs. 
ÎL est, aisé de comprendre par-là combien les 
définitions ordinaires sont insuffisantes et même 
vicieuses. Le plus souvent , l'importance exagérée 
accordée aux signes a conduit à distinguer ces 
deux branches fondamentales de ia science, du 
calcul par la manière de désigner dans chacune 
lessujets du raisonnement, ce quiest évidemment 
_ absurde en principe et faux en fait. Même la cé- 
lébre définition donnée par Newton, lorsqu'il a 
caractérisé l’alsebre comme l'a ithmétique univer- 
selle , donne certainement une très-fausse idée de 
la nature de l'algèbre :et de celle de l'arithmé- 


tique (1). 


(x) J’ai cru devoir signaler spécialement cette définition; parce 
qu’elle sert de base à l'opinion que beaucoup de bons esprits, étran- 
gers à la science mathématique , se forment de la PAT abstraite 
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Après avoir établi la division fondamentale du 
calcul en deux branches principales , je dois com- 
parer, en général, l'étendue, limportance et la 
difficulté de’ces deux sortes de calcul , afin de 
n'avoir plus à considérer que le calcul des fonc- 
tions, qui doit être le sujet essentiel de notre étude. 
Lecalculdes valeurs, ou V'arithmétique, paraît , 
au premier abord, devoir présenter un champaussi 
vaste que celui de l’a/gébre, puisqu'il semble devoir 
donner lieu à autant de questions distinctes qu'on 
peuteoncevoir de formules algébriques différentes 
A évaluer. Mais une réflexion fort simple suffit 
pour montrer que le domaine du calcul des va- 
leurs est, par sa nature , infiniment moins étendu 
que celui du calcul des fonctions. Car, en distin- 
guant les fonctions en simples et composées, 1} est 
évident que lorsqu'on sait évaluer les fonctions 
simples, la considération des fonctions composées 
ne présente plus, sous ce rapport, aucune diffi- 
culté. Sous le point de vue algébrique , une fonc- 
tion composée joue un rôle très-différent de celui 
des fonctions élémentaires qui la constituent ; et 
c’est delà précisément que naissent toutes les 
principales difficultés analytiques. Mais il en est 
de cette science, sans considérer qu’à l'époque où cetaperçu a été 
formé, l'analyse mathématique n’était point assez développée 
pour .que le caractère général propre à chacune de ses parties 
principales püt être convenablement saisi, Ce qui explique pour- 


quoi Newton a pu proposer alors une définition qu'il rejetteräit 


certainement aujourd’hui. 
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tout autrement pour Je calcul arithmétique. 
Ainsi , le nombre des opérations arithmétiques, 
vraiment distinctes, est seulement marqué par 
celui des fonctions abstraites élémentaires, dont 
j'ai présenté ci-dessus le tableau très-peu étendu. 
L'évaluation de ces dix fonctions donne nécessaire- 
ment celle de toutes les fonctions, en nombre in- 
fini, que l’on considère dans l’ensemble de l’ana- 
lyse mathématique, telle, du moins, qu’elle 
existe aujourd'hui. À quelques formules que 
puisse conduire l'élaboration des équations, il 
n'y aurait lieu à de nouvelles opérations arithmé- 
tiques que si l’on en venait à créer de véritables 
nouveaux élémens analytiques, dontlenombre sera 
toujours, quoi qu’il arrive, extrémément petit. 
Le champ de l'arithmétique est donc, par sa na- 
ture, infiniment restreint, tandis que celui 
de l'algèbre est rigoureusement indéfini. 

Îl importe cependant de remarquer que le do- 
maine du calcul des valeurs est, en réalité, 
beaucoup plus étendu qu’on ne se le représente 
communément. Car plusieurs questions, véri- 
tablement arithmétiques , puisqu'elles consistent 
dans des évaluations , ne sont point ordinaire- 
ment classées comme telles, parce qu'on a l’habi- 
tude de ne les traiter que comme incidentes, au 
milieu d’un ensemble de recherches analytiques 
plus ou moins élevées : la trop haute opinion qu'on 


‘13. 
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se forme communément de l'influence des signes 
est encore la cause principale de cette confusion 
d'idées. Ainsi, non-seulement la construction 
d'une table de logarithmes , mais aussi le calcul 
des tables trigonométriques , sont de véritables 
opérations arithmétiques d’un genre supérieur. 
On peut citer encore comme étant dans le même 
cas , quoique dans un ordre très-distinct et plus 
élevé, tous les procédés par lesquels on détermine 
directement la valeur d’une fonction quelconque 
pour chaqne système particulier de valeurs attri- 
buées aux quantités dont elle dépend , lorsqu'on 
ne peut point parvenir à connaître généralement 
la forme explicite de cette fonction. Sous ce point 
de vue, la résolution numérique des équations 
qu'on ne sait pas résoudre algébriquement , et de 
même le calcul des intégrales définies dont on 
ignore les intégrales générales , font réellement 
partie, malgré les apparences, du domaine de 
l’'arithmetique , dans lequel il faut nécessairement 
comprendre tout ce qui à pour objet l'évaluation 
des fonctions. Les considérations relatives à ce 
but, sont en eflet, constamment homogènes , 
de quelques évaluations qu’il s'agisse , et toujours 
bien distinctes des considérations vraiment algé- 
briques. | 

Pour achever de se former une juste idée de 
l'étendue réelle du caleul des valeurs, on doit y 
comprendre aussi cette partie de la science géné- 
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_ raledu calcul qui porte aujourd’hui spécialement 
le nom de théorie des nombres, et qui est encore 
si peu avancée. Cette branche, fort étendue par 
sa nature, mais dont l'importance dans le système 
général de la science n’est pas très-grande , a pour 
objet de découvrir les propriétés inhérentes aux 
différens nombres en vertu de leurs valeurs et 
indépendamment de toute numération particu- 
lière. Elle constitue donc une sorte d’arithmé- 
tique transcendante ; c’est à elle que conviendrait 
effectivement la définition proposée par Newton 
pour l'algèbre. 

Le domaine total de l’arithmétique est donc, 
en réalité , beaucoup plus étendu qu’on ne le 
conçoit ordinairement. Mais, néanmoins, quel- 
que développement légitime qu’on puisse lui ac- 
corder , il demeure certain que, dans l’ensemble 
dela mathématiqueabstraite, le calcul des valeurs 
ne sera jamais qu'un point, pour ainsi dire, en 
comparaison du calcul des fonctions , dans le- 
quel la sciénce consiste essentiellement. Cette ap- 
préciation va devenir encore plus sensible par quel- 
‘ques considérations qui me restent à indiquer sur 
la véritable nature des questions arithmétiques 
en général , quand on les examine d’une manière 
approfondie. 

En cherchant à déterminer avee exactitude en 
quoi consistent proprement les évaluations, on 
reconnait aisément qu'elles ne sont pas autre 


186 PHILOSOPHIE POSITIVE, 


chose que de véritables transformations des fonc- | 
tions à évaluer, transformations qui, malgré leur 
but spécial, n’en sont pas moins essentiellement 
de li même nature que toutes celles enseignées 
par Vanalyse. Sous ce point de vue, le calcul des 
valeurs pourrait être concu simplement comme 
un appendice et une application particulière du 
calcul des fonctions, de telle sorte que Varith- 
métique disparaîtrait, pour ainsi dire, dans l'en- 
semble de la mathématique abstraite ; : comme. 
section distincte. “2 

Pour bien comprendre cette considération, il 
faut observer que; lorsque l’on propose d'évaluer: 
un nombre inconnu dont le mode de formation 
est donné, il est, par le seul énoncé même de la 
question arithmétique, déjà défint et exprimé 
sous une certaine forme; et qu’en l’évaluant, on 
ne fait que mettre son expression sous üné autre 
forme déterminée, à laquelle on est habitué à 
rapporter la notion exacte de chaque nombre 
particulier, en le faisant rentrer dans le système 
régulier de la zumération. L'évaluation consiste 
si bien dans uné simple transformation; que 
lorsque l'expression primitive du nombre se 
trouve elle-même conforme à la numération ré: 
gulière, il n’y a plus, à proprement parlér, 
d'évaluation , ou plutôt on répond à Ja question 
par la question même. Qu'on demande, par 
exemple, d'ajouter des deux nombres trénte et 
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sept, son ;répondra en se bornant à répéter l’é- 
‘noncé même de la question, et on croira néan- 
moins avoir évalue. la somme, cé qui signifie 
que, dans ce cas, la première expression de la 
fonction n’a pas besoin d’être transformée > tandis 
qu'il n'en serait, point ainsi pour ajouter vingt- 
trois et quatorze, Car alors la sommé ne serait 
pas ‘immédiatement exprimée d’une manière 
conforme au, rang qu elle occupe dans l'échelle 
fixe et ONE de la numération. | 
En précisant, autant que possible, la consi- 
dération précédente, ou peut dire qu'évaluer un 
nombre n’est autre chose que mettre son expres- 
sion primitive sous la forme 
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6 étant ordinairement égal à 103 et les coefficiens 
a; b, c, d, etc. étant assujétis à ces conditions 
d'être nombres entiers moindres que 6, pou- 
Yant devenir nuls, mais jamais négatifs. Ainsi, 
toute question arithmétique est susceptible d’être 
posée comme consistant à mettre sous une telle 
forme une fonction abstraite quelconque de di- 
. Yerses quantités que l’on suppose avoir déjà elles- 
mêmes une forme semblable. On pourrait donc 
ne:voir dans les différentes opérations de l’arith- 
métique que de simples cas particuliers de cer- 
lames transformations algébriques, sauf les diffi- 
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cultés spéciales tenant aux conditions relatives à 
l'état des coefhiciens. 

Il résulte clairement , de ce qui brétèdé, que la 
mathématique abstraite se compose essentiel- : 
lement du calcul des fonctions, qui en était évi- 
demment déjà la partié la plus importante, la 
plus étendue, et la plus difficile. Tel sera donc 
désormais le sujet exclusif de nos considérations 
analytiques. Ainsi, sans m'arrêter davantage au 
calcul des valeurs, je vais passer immédiatement 
à l’examen de la division fondamentale es calcul 
des fonctions. 

Nous avons déterminé, au commencement de 
cette lecon, en quoi consiste proprement la véri- 
table difficulté qu’on éprouve àmettre en équation 
les questions mathématiques. C'est essentielle- 
ment à cause de l'insuffisance du très-petit nom- 
bre d’élémens analytiques que nous possédons, 
que la rélation du concret à l’abstrait est ordi- 
nairement ‘si difficile À établir. Essayons maïn- 
tenant d'apprécier philosophiquement le procédé 
général par lequel l'esprit humain est parvenu, 
dans un si grand nombre de cas importans, à 
surmonter cet obstacle fondamental. 

En considérant directement l’ensemble de cette 
question capitale, on és! naturellement conduit 
À concevoir d’abord un premier moyen pour fa- 
ciliter l'établissement des équations des phéno- 
mênes. Puisque le principal obstacle à ce sujet 
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vient du trop petit nombre de nos élémens ana- 
lytiques, tout semblerait se réduire à en créer 
de nouveaux. Mais ce parti, quelque naturel qu'il 
paraisse, est véritablement illusoire, quand on 
Veximine d’une manière approfondie. Quoiqu'il 
puisse certainement être utile, il est aisé de se 
convaincre de son insuffisance nécessaire. 

En effet, la création d’une véritable nouvelle 
fonction abstraite élémentaire présente, par elle- 
même, les plus grandes difficultés. Il ya même, 
dans une telle idée, quelque chose qui semble 
contradictoire. Car un nouvel élément analyti- 
que ne remplirait pas évidemment les condi- 
tions essentielles qui lui sont propres, si on ne 
pouvait immédiatement l’évaluer : or, d'un autre 
côté, comment évaluer une nouvelle fonction 
qui serait vraiment s/mple, c'est-à-dire, qui ne 
rentrerait pas dans une combinaison de celles 
déjà: connues? Cela paraît presque impossible. 
L'introduction, dans l'analyse . d’une autre fonc- 
tion abstraite élémentaire, ou plutôt d'un autre 

«couple de fonctions ( car chacune serait toujours 
accompagnée de son inverse ), suppose. donc né- 
cessairement Ja création simultanée d'une nou- 
velle opération arithmétique, ce qui est certai- 
nement fort difficile. 

Si nous cherchons à nous faire une idée .des 
moyens que l'esprit humain pourrait employer 
pour inventer de nouveaux élémens analytiques, 
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par l'examen des procédés à l’aide desquels il a 
effectivement conçu ceux que noûs possédons , 
lobservation nous laisse à cet égard dans une 
entière incertitude, car les artifices dont il s’est 
déjà servi pour cela sont évidemment épuisés. 
Afin de nous en convaincre, considéronsle dernier 
couple de fonctions simples qui ait été introt uit 
dans lanalyse, et à la formation duquel nous 
avons pour ainsi dire assisté, savoir le quatrième 
couple, car, comme je l'ai expliqué, le cinquième 
couple ne constitue pas, à proprement parler’, de 
véritables nouveaux élémens analytiques. Fa 
fonction 4”, et, par suite, son inverse, ont été for: 
mées en conceyant sous un nouveau point de vué- 
une fonction : déjà connue ‘depuis long-temps , 
les puissances ;: lorsque li notion en atété suffi: 
samment généralisée. Il à suffi de considérer 
une puissance relativement à la variation de l’ex: 
posant, au lieu de penser à la variation dela base, 
pour qu'il en résultât une fonction simple vrai+ - 
ment nouvelle, la variation suivant alors une 
marche toute différente. Mais cet artifice, aussi 
simple qu'ingénieux , ne peut plus rien fournir. 
Car, en retournant, de la même manière, tous nos 
élémens analytiques actuels, on n’aboutit qu'à 
les faire rentrer les uns dans les autres. 


Nous ne concevons donc nullement de quelle 
manière on pourrait procéder à la création de 


» 


MATHÉMATIQUES. 191 
nouvelles fonctions abstraites élémentaires, rem- 
plissant convenablement toutes les conditions 
nécessaires. Ce n’est pas à dire, néanmoins, que 
nous aÿons atteint aujourd’hui la limite effective 
posée à cet égard par les bornes de notre intelli- 
gence. Îl est même certain que les derniers per- 
fectionnemens spéciaux de l'analyse mathéma- 
tique ont contribué à étendre nos ressources sous 
ce rapport, en introduisant dans le domaine du 
calcul certaines intégrales définies, qui, à quel- 
ques égards, tiennent lieu de nouvelles fonctions 
simples , quoiqu’elles soient loin de remplir toutes 
les conditions convenables, ce qui m’a empêché 
de les inscrire au tableau des vrais élémens analy- 
tiques. Mais, tout bien considéré, je crois qu'il 
demeure incontestable que le nombre de ces élé- 
mens ne peut s’accroilre qu'avec une extrême 
lenteur. Ainsi, ce ne peut être dans un tel pro- 
cédé que l'esprit humain ait puisé ses ressources 
lès plus puissantes ‘pour faciliter autant que 
- possible l'établissement des équations 

‘Ce premier moyen étant écarté, il n’en reste 
évidemment qu'un séul ; ‘c’est, vu Pimpossibilité 
de trouver directement les équations entre les 
quantités que l’on considère, d’en cherclier de 
correspondantes entre d’autres quantités auxi- 
 liaires, liées aux premières suivant une certaine 
loi déterminée, et de la relation desquelles on 
remonte ensuite à celle des grandeurs primitives. 
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Telle est, en effet, la conception, éminemment 
féconde, que l'esprit humain est parvenu à fon- 
der, et qui constitue son plus admirable ins- 
trument pour l'exploration mathématique des 
phénomènes naturels, l'analyse dite transcen- 
dante. 

En thèse philosophique générale , les quantités 
auxiliaires que l’on introduit, au lieu des gran- 
deurs primitives ou concurremment avec elles, 
pour faciliter l’établissément des équations, 
pourraient dériver suivant une loi quelconque des 
élémens immédiats de la question, Ainsi, cette 
conception a beaucoup plus de portée que ne lui 
en ont supposé communément, même les plus 
profonds géomètres. Îl importe extrémement de 
se ja représenter dans toute son étendue logique; 
car c’est peut-être en établissant un mode géné- 


ral de dérivation autre que celui auquel on s'est 


constamment borné jusqu'ici, bien qu'il ne soit 
pas , évidemment, le seul possible, qu’on par- 
viendra un jour à perfectionner essentiellement 
l'ensemble de l'analyse mathématique, et par 
suite à fonder, pour l’investigation des lois de la 
nature, des moyens encore plus puissans quesnos, 
procédés actuels, susceptibles , sans doute, d'é- 
puisement. 

Mais, pour n’avoir égard qu'à la constitu- 
tion présente de la science, les seules quan= 
tités auxiliaires introduites habituellement à la 
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place des quantités primitives dans l'analyse 
transcendante , sont ce qu'on appelle les élémens 
infiniment petits ; les différentielles de divers 
ordres de ces quantités, si l’on conçoit cette ana 
1yse à la manière de Leïbnitz ; ou les fuxions , 
les Zmites des rapports des accroissemens simul- 
tanés des quantités primitives comparées les unes 
aux autres, ou, plus brièvement, les premières 
et dernieres raisons de ces accroissemens , en 
adoptant la conception de Newton; ou bien, en- 
fin, les dérivées proprement dites de ces quanti- 
tés, c’est-à-dire, les coefficiens des différens 
termes de leurs accroissemens respectifs , d’après 
la conception de Lagrange. Ces trois manières 
principales d'envisager notre analyse transcen- 
dante actuelle, et toutes lesautres moins distincte 
ment tranchées que l'on a proposées successive- 
ment, sont, par leur nature, nécessairement 
identiques , soit dans le calcul, soit dans l'appli- 
cation, ainsi que je l’expliquerai d’une manière 
générale dans la sixième lecon. Quant à leur va- 
leur relative, nous verrons alors que la conception 
de Leïbnitz a jusqu'ici, dans l'usage , une supé- 
riorité incontestable, mais que son caractère lo- 
gique est éminemment vicicux ; tandis que la 
Conception de Lagrange, admirable par sa sim- 
plicité, par sa perfection logique, par l'unité 
philosophique qu'elle a établie dans l’ensemble de 
Vanalyse mathématique, jusqu'alors partagée en 
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deux mondes presque indépendans, présente en- 
core, dans les applications; de graves inconvé- 
niens, en ralentissant la marche de l’inteiligence: 
la conception. de Newlon tient à peu près le mi- 
lieu sous ces divers rapports, étant moins rapide, 

mais plus rationnelle que celle de Leïbnitz, moins 
philosophique, mais plus applicable que celle de 
Lagrange. 

Ce n’est pas ici le lieu d'expliquer avec exacti- 
tude comment. la considération de ce genre de 
quanties auxiliaires introduites dans les équations 
à la place des grandeurs primitives facilite réelle- 
ment l'expression analytique des lois des phé- 
nomènes. La sixième lecon sera spécialement 
consacrée à cet important sujet, envisagé sous les 
différens points de vue généraux auxquels a donné 
licu lanalyse transcendante. Je me borne en ce 
moment à considérer cette conception de la ma- 
nière la plus générale , afin d’en déduire la divi- 
sion fondamentale du calcul des fonctions en deux 
calculs essentiellement distincts, dont l’enchaî- 
nement, pour la solution complète d'une même 
question mathématique, est invariablement dé- 
términé. 
Sous ce rapport, et dans l’ordre rationnel des 
idées , l'analyse transcendante se présente comme \ 
étant nécessairement la première, puisqu'elle a 
pour but général de faciliter l'établissement des | 
équations, ce qui doit évidemment précéder la 


MATHÉMATIQUES. 195 


résolution proprement dite de ces équations, qui 

est l’objet de l'analyse ordinaire. Mais, quoiqu'il 

importe éminemment de concevoir ainsi le véri- 
table enchaînement de ces deux analyses, il n’en 
est pas moins convenable, conformément à l'usage 
constant , de n'étudier l'analyse transcendante 

qu'après l'analyse ordinaire; car, si , au fond, 

elle en est par eile-même logiquement indépen- 
dante , ou que , du moins, il soit possible aujour- 
d'hui de l'en dégager essentiellement, il est clair 
que son emploi dans la solution des questions 

ayant toujours plus ou moins besoin d’être com- 
plété par celui de l'analyse ordinaire , on serait 

contraint de laisser les questions en suspens, Si 

celle-ci n'avait été étudiée préalabiement. 

En résultat de ce qui précède, le calcul des 

fonctions, ou l'algébre, en prenant ce mot dans 

sa plus grande extension, se compose de deux 

branches fondamentales distinctes, dont l’une à 

pour objet imrnédiat la résolution des équations ; 

lorsque celles-ci sont immédiatement établies 
entre les grandeurs mêmes que l’on considère; et 
dont lautre, partant d'équations, beaucoup plus 
aisées à formeren général entre des quantités indi- 
rectement liées à celles du problème, a pour desti- 
nation propre et constante d'en déduire, par des 

procédés analytiquesinvariables, les équations cor- 
respondantes entre les grandeurs directes que l’on 
considère, ce qui fait rentrer la question dans le 
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domaine du calcul précédent. Le premier calcul 


porte, le plus souvent, le nom d'analyse ordi- 


naire , ou d’algébre proprement dite ; le second 
constitue ce qu'on appelle l'analyse transcen- 
dante , qui a été désignée par les diverses déno- 
minations de calcul infinitésimal, calcul des 
fluxions et des fluentes, calcul des évanouis- 
sans, etc., selon le point de vue sous lequel on 
l'a conçue. Pour écarter toute considération 
étrangère, je proposerai de la nommer calcul 
des fonctions indirectes, en donnant à l'analyse 
ordinaire le titre de calcul des fonctions directes. 
Ces expressions, que je forme essentiellement en 
généralisant et en précisant les idées de Lagrange, 
sont destinées à indiquer simplement avec exac- 
titude le véritable caractère général propre à 
chacune des deux analyses. 

Ayant établi la division fondamentale de l’ana- 
lyse mathématique, je dois maintenant .considé- 
rer séparément l’ensemble de chacune de ses deux 
parties, en commençant par le calcul-des. fonc- 
tions directes , et réservant ensuite des dévelop- 
pemens plus étendus anx diverses branches du 
calcul des fonctions indirectes. | 
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à. CINQUIÈME : LECON. 
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La 


SommarrE.-Considérations générales sur le: calcul des’ fonctions 
directes. 


D'après l'explication générale qui termine la 
leçon précédente, le calcul des fonctions directes, 
ou l'algébre proprement dite, suffit entièrement 
àrlàsolütion des questions mathématiques, quand 
ellés:sont assez simples pour qu’on puisse former 
immédiatement les équations entre les grandeurs 
mêmes que l’on considère: sans qu'il soit néces- 
saire d'introduire à leur place où conjointement 
avéc ellés aucun système de quantités auxiliaires 
dérivées.des premièrés: A la vérité, dans le plus 
grand/nombre des cas importans , son emploi a 
besoin : d'être précédé et préparé par celui du 
calcul des,fonctions indirectes, destiné à faciliter 
l'établissement des équations. Mais quoique le 
_ le del’algèbre ne soit alors que secondaire, élle 
n'enya pas moins toujours une part nécessaire 
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dans la solution complète de la question, en sorte 
que le calcul des fonctions directes doit conti- 
nuer à être, par sa nature, la base fondamentale 
de toute l'analyse mathématique. Nous devons 
donc, avant d'aller plus loin, considérer, d'une 
manière générale, la composition rationnelle de 
ce calcul, et le degré de développement auquel il 
est parvenu aujourd'hui. 

L'objet définitif de ce calcul étant la résolution 
proprement dite des équations ; c'est-à-dire; vla 
découverte du mode de formation des quantités 
inconnues par les quantités connues d'après les 
équations qui existent entre elles; ile présente 
naturellement autant de parties différentes que 
l’onpeut concevoir. de classes d'équations vrai- 
ment distinctes; et par conséquent, son étendue 
propré est rigoureusement-indéfinie, 1e nombre 
des fonctions analytiques susceptibles! ‘d'entrer 
dans les équations; étant par lui-même tout-à- 
faitillimité, bien qu'elles -ne soient: composées 
que d’un très-petit nombre d’élémens primitifs. 

La classification rationnelle des équations; doit 
être évidemment déterminée par ‘la mature des 
élémens, analytiques: dont se composent leurs 
membres: toute autre classification serait éssen - 
tiellement. arbitraire. Sous ce rapport ; les ana- 
lystes divisent d’abord les équations à une ‘ou à 
plüsieurs : variables en deux classes pringipales 
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selon:qu’elles ne contiennent que des fonctions 
des trois premiers: couples (07. le tableau i 
4°. leçon ; page 173), ou qu'elles renferment 
aussi des. fonctions , soit exponentielles, soit 
circulaires. Les dénominations de fonctions 4/- 
gébriques et fonctions transcendantes ,  don- 
nées communément: à ées deux groupes ! prin- 
cipaux d’élémens analytiques, sont, sans doute, 
fort peu, convenables. Mais la division univer: 
sellement établie entre les équations correspon: 
dantes, n’en est pas moins très-réelle ; En ce sens 
que la résolution des équations contenant les fonc- 
tions dites tanscendantes, présente nécessaire- 
ment plus de difficultés que celles des équations 
dites aloébriques. Aussi l'étude des premières 
est-elle jusqu'ici excessivement imparfaite, à tel 
point, que souvent la résolution des plus simples 
d'entre elles, : nous est encore inconnue (1); c’est 
sur, l'élaboration des: secondes que portent pres- 
qu'exclusivement nos méthodes:ana! ytiques. 

«Ne considérant maintenant que ces ‘équations 
algébriques; il faut observer d'abord que , quoi- 
qu'elles puissent souvent contenir -des fonctions 
irrationnelles des. inconnues aussi bien que des 


par “errol à ; à CAT AN TIR 
(1) Quelque simple que puisse paraître, par exemple, l'équation 
x x “ 
@ + bd —c : 
on ne sait point encore la résoudre; ce qui peut donner une idée 
de l'extrême imperfection de cette partie.de l’algèbre. 
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fonctions rationnelles; on peut toujours’;fpar des 
transformations plus ou moins faciles, fairé ren- 
ter le premier cas dans.le second; en sorte que 
“c'est de ce dernier que les analystes ont dû s’oc- 
cuper. uniquement ;: pour résoudre toutes jes 
équations algébriques. Ps 

Dans lenfance de l'algèbre, ces équations 
avaient été classées: d’après le nombre de leurs 
termes. Mais cette classification était évidemment 
vicieuse; comme séparant des cas réellement sem- 
blables, et en réunissant d’autres qui n'avaient 
rien decommun: qu'un caractère sans aucune in)- 
portance véritable (1). Elle n’a été maintenue que 
pour: les équations à deux lermes , susceptibles , 
en.effet:, d’une résolution commune qui leur est 
propre: 

La classification des équations ;, d’après ce qu'on 
appelle. leurs degrés , ‘universellement admise 
depuis long-temps par les analystes, est, au con- 
traire, éminemment naturelle, et mérite d’être 
signalée ici, Car, en ne comparant, dans chaque 
degré, que les équations qui se correspondent , 
quant à leur complication relative, on peut dire 
que celie distinction détermine rigoureusement la 
difficulté plus ou moins grande de leur résolu- 
tion. Cette gradation est sensible effectivement ; 

(a) On'a commis plus tard là même erreur momentanée dans 


les premiers temps du calcul infinitésimal, pour l'intégration des 


équations différentielles. 
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pour toutes les équations que l'on fait résoudre. 
Mais on peut s’en rendre compte d’une manière 
générale , indépendamment du fait de la résolu- 
tion. 11 suffit, pour cela, de considérer que V’é- 
quation la plus générale de chaque degré comprend 
nécessairement toutes celles des divers degrés in- 
férieurs, en sorte qu'il en doit être ainsi de la 
formule qui détermine l’inconnue. En consé- 
quenceé, quelque faible qu'on püt supposer. 4 
priori la difficulté propre au degré que l'on con- 
sidère , comme elle se complique inévitablement, 
dans l’exécution, de celles que présentent tous 
les degrés précédens , la résolution offre donc 
réclement plus d'obstacles à mesure que le degré 
de l'équation s'élève. 

Cet accroissement de difficulté est tel, que 
Jusqu'ici la résolution des équations algébriques 
ne nous est connue que dans les quatre premiers 
degrés seulement. À cet éeard, l’algébre n’a pas 
fait de progrès considérables depuis lés travaux 
de Descartes, et des analystes italiens du seizième 
siècle, quoique, dans les deux derniers siècles, il 
n'ait peut-être pas existé un seul géomêtre qui ne 
se soit occupé.de pousser plus avant la résolution 
des équations. L’équation générale du cinquième 
degré elle-même, a jusqu'ici résisté à toutes les 
tentatives... 

La complication toujours croissante que doivent 
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nécessairement présenter les formules pour rér 
soudre les équations à mesure que le degré aug- 
mente , l'extrême embarras qu’occasione déjà 
l'usage de la formule du quatrième degré , et qui 
le rend presqu'inapplicable , ont déterminé les 
analystes à renoncer, par un accord tacite, à 
poursuivre de semblables recherches , quoiqu'ils 
soient loin de regarder comme impossible d’obte- 
nir jamais la résolution des équations du cin- 
quième degré, et de plusieurs autres degrés su- 
périeurs. La seule question de ce genre; qui 
offrirait vraiment une grande importance ; du 
moins sous le rapport logique, ce serait la réso- 
lution générale des équations algébriques d’un 
degré quelconque. Or, plus on médite sur ce 
sujet, plus on est conduit à penser, avec Lagrange, 
qu'il surpasse réellement la portée effective de 
notre intelligence. I] faut d’ailleurs observer que 
la formule qui exprimerait la racine d'une équa- 
tion du degré m devrait nécessairement renfer- 
mer des radicaux de l’ordre 7», ( ou des fonctions 
d’une multiplicité équivalente ), à cause des m 
déterminations quelle doit comporter. Puisque . 
nous avons vu, de plus, qu’elle doit aussi em- 
brasser, comme cas particulier, celle qui corres- 
pond à tout autre degré inférieur, 1l s'ensuit 
qu’elle contiendrait, en outre, inévitablement, 
des radicaux de l’ordre m—1 , d'autres de l'ordre 
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m2, etc., de telle manière que, S'il était pos- 
sible de Ja découvrir, elle offrirait presque tou- 
jours uné trop grande complication pour pouvoir 
être utilement employée, à moins qu'on ne par- 
vint à la simplifier, en lui consérvant cependant 
toute la généralité convenable, par l’introduc- 
tion d’un nouveau genre d’élémens analytiques , 
dont nous n'avons éncore aucune idée: Il y a 
donc lieu de croire que, sans avoir déjà atteint 
sous ce rapport les bornes imposées par la faible 
portée de notre intelligence, nous ne tardérions 

” pas à les rencontrer en prolongeant avec une ac- 
tivité forte et soutenue celte série de recherches. 
Il importe d’ailleurs d'observer que, même en 
Supposant obtenue la résolution des équations 
_algébriques d'un degré quelconque , on n'aurait 
encore traité qu'une trés-petite partie de l’afoébre 
proprement dite, c'est-à-dire, da calcul des fonc- 
tions directes, embrassant la résolution de toutes 
les équations que peuvent former les fonetions 
analÿtiques aujourd’hui connues. Enfin, pour 
achever d'éclaircir la considération philosophique 
de ce’sujet, il faut reconnaître que, par üne loi 
irrécusable de Ja nature humaine ; nos moyens 
pour concevoir de nouvelles questions étant beau- 
Coup plus puissans que nos ressources pour les 
résoudre , ou, en d’autrestermes, l'esprit humain 
étant bien plus apte à imaginer qu'à reisonnér , 
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nous resterons nécessairementtoujours au-dessous 
de. la. difficulté, quelque. degré de développe- 
ment que parviennent jamais nos travaux. intellec- 
tuels. Ainsi, quand :même on découvrirait. un 
jour la résolution complète de toutes les équa- 
tions analytiques actuellement connues ,.ce-qui, 
à l’examen , doit.être Jugé stout-à-fait chimérique, 
il n’est pas douteux qu'avant d'atteindreà ce but , 
et probablement même comme moyen subsidiaire, 
onaurait déjà surmontéla difficulié bien moindre, 
quoique très-srande cependant, de concevoir de 
nouveaux élémens analytiques ; dont l'introduc- 
tion donnerait lieu à des classes d'équations que 
nous ignorons. complétement aujourd'hui ; en 
sorte qu'une. pareille imperfection relative de la 
science algébrique se reproduiraitencore, malgré 
l'accroissement réel, très-important d’ailleurs, LE 
la masse absolue de nos connaissances. 

| Hans J'état présenil de site la résolution 
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ar équations Ke des Asso silnégstEst 
et d’un très-petit nombre d'équations. exponenr. 
tielles, logarithmiqués ou circulaires.;..consti- 
tuent donc les méthodes fondamentales, que -pré- 
sente le calcul.des fonctions directes pour, la 
solution des problèmes mathématiques. Mais, avec 
des élémens aussi-bornés, les.géomètres n’en sont 


MATHÉMATIQUES: 20 


pas moins. parvenus à traitér, d’une manière :vrai- 
ment admirable, un très-grand nombre de ques- 
tions importantes, comme nous le/reconnaîtrons 
successivement dans la suite de ce volume.:Lés 
perfectionnemens généraux introduits depuis un 
siècle dans le système total de l'analyse ‘mathé- 
matique ont eu pour caractère principal d'utiliser 
à un degré immense ce peu de connaissances -ac- 


quises sur le calcul des fonctions directes, aulieu 


de tendre à les augmenter. Ge résultat a-été, ob- 
tenu à un tel point, que le plus souvent ce calcul 
n'a de rôle effectif dans la solution complète des 
diverses questions que par ses parties les plus 
simples, . celles qui se rapportent aux équations 
des deux premiers degrés, à une seule ou à plu- 
sieurs variables. | 
L'extrême imperfection de l’algtbre, ‘relative- 
mentà la résolution des équations, a déterminé les 
analystes à s'occuper d'une nouvelle classe de ques- 
tions, dont. il importe de marquer ici le véritable 
caractère. Quand ils.ont.éru devoir rénoricer:à 
poursuivre plus long-temps.larésolution, des équa- 
Lions algébriques des degrés supérieurs au :.qua- 
trième ,. ils se sont: occupés de suppléer, autant 
que. possible , à, cette immense lacune ; par: ce 
qu'ils.:ont nommé Ja résolution numérique des 
équations. Ne pouvant obtenir , dans,la-plupärt 
des,cas, la formule qui exprime qu'elle fonction ex- 
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plicite l'inconnue est des données , on a cherché, 
} défaut de cette résolution, la seule réellement 
algébrique, à déterminer , du moins, indépen- 
damment de cette formule , la valeur de chaque 
inconnue pour tel ou tel système désignéde valeurs 
particulières attribuées aux données. Par les tra- 
vaux successifs des analystes , cette opération in- 
complète et bâtarde, qui présente un mélange 
intime des questions vraiment algébriques avec 
des questions purement arithmétiques , a pu ; du 
moins ; être entièrement effectuée dans’ tous les 
cas, pour des équations d’un degré et même 
d’une forme quelconques. Sous ce rapport, les 
méthodes qu’on possède aujourd’hui sont suffi- 
samment générales, quoique les calculs auxquels 
elles conduisent soient souvent presque inéxécu- 
tables ; à cause de leur coin pAieatone I ne reste 
donc plus, à cet égard, qu’à simplifier assez les 
procédés pour 2 ‘ils deviennent régulièrement 
applicables , ce qu'on peut espérer d’ obtehir dans 
laïsuite. D’après cet état du calcul des fonctions 
directes, on s'efforce ensuite, dans l'application de 
ce calcul, de disposer; autant que possible, les 
questions proposées de façon à n’exiger finalement 
que’ cetté résolution numérique des équations. 
Quelque précieuse que soit évidemment une 
telle ressource , à défaut de la véritable solution, 
ilestesséntiel de ne pas méconnaître le vrai carac- 
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ière de ces procédés , que les analystes regardent 
avec raison comme une algèbre fort imparfaite. 
En effet, il s'en faut de beaucoup que nous puis- 
sions toujours réduire nos questions mathéma- 
tiques à ne dépendre , en dernière analyse, que 


de la résolution zumérique des équations. Cela 


ne se peut que pour les questions tout-à-fait 1so- 
lées, ou vraiment finales , c’est-à-dire, pour le 
plus petit nombre. La plupart des questions ne 
sont, en effet, que préparatoires , et destinées à 
servir de préliminaire indispensable à la solution 
d'autres questions. Or, pour un tel but, il est 
évident que ce n’est pas a valeur effective de lin- 
connue qu'il importe de découvrir , maïs la for- 
mule qui montré comment elle dérive des autres 
quantités considérées. C’est ce qui arrive, par 


exemple, dans un cas très-étendu , toutes les fois 


qu'une question déterminée renferme simultané- 
mént plusieurs inconnues. Il s’agit alors , comme 
on sait , d'en faire, avant tout , la séparation. En 
employant convenablement , à cet effet , le pro- 
cédé simple et général heureusement imaginé par 


Jc$ analystes, et qui consiste À rapporter l’une des 


mé frrfecte APN, A © #1 LA # 


inconnues à toutes les autres , la difficulté dispa- 
raïtrait constamment , si l’on savait toujours ré- 
soudre algébriquement les équations considérées, 
Sans que la résolution numérique puisse être alors 
d'aucune utilité. C’est uniquement faute de con- 
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naître la résolution algébrique des; équations à * 
une. seule:inconnue, ‘qu'on est: obligé. de traiter 
l'élimination comme une question distincte; qui 
forme une des plus grandes difficultés spéciales 
de l'algèbre. ordinaire. Quelque. pénibles :que 
soient les méthodes à l’aide desquelles on sur- 
monte celte difficulté, elles ne sont pas même 
applicables d’une manière entièrement générale, 
à l'élimination d’une inconnue entre deux équa- 
tions de, forme quelconque. 

* Dans les questions les plus simples , et lors- 
qu'on n’a véritablement à résoudre qu une seule 
équation à une seule inconnue, cette résolution 


numérique n’en est pas moins un procédé très- : 


imparfait, même quand elle est strictement suf- 
fisante. Elle présente , en effet, ce gravelincon- 
vénient d’obliger à refaire toute la suite des opé- 
rations pour le plus léser changement qui peut 
survenir dans une seule-des quantités considérées; 
quoique. leur. relation :reste toujours la. même, 
sans que les calculs: faits pour, un cas puissent 
Jispenser. en aucune manière de ceux:quiconcer- 
nent. un autre cas très-peu différent ; faute d’a- 


voir pu ‘abstraire et traiter distinctementrcette 


partie. purement algébrique de la question qui est 

commune à tous les cas résultant de la ABLE va 

riationides nombres donnés.  « use 
D’après les considérations précédentes; de cal- 
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eul des fonctions directes , envisagé dans son état 
actuel ;1sé’ divisé” donc: LatHOÉaAEDe en deux 
parties fort distinctés , suivant qu'on traite de la 
résolution algébrique des équations ou de leur 
résolution numérique. La première ‘partie, la 
seule vraiment satisfaisante, ést malheurcuse- 
ment fort peu étendue, ét restera vraisembla- 
blement toujours très - bornée ; la seconde, le 
plus souvent insuffisante ; a du moins l'avantage 
d'une généralité beaucoup plus grande. La né- 
cessilé de distinguer nettement ces deux par- 
ties est BAT | à cause du but essentielle- 
ment différent qu'on se propose dans chacune, 
el par suite, du point de vue propre sous lequel 
on y considère lés quantités. De plus, si on les 
envisage relativement aux diverses méthodes dont 
chacune est composée, on!trouve dans leur dis- 
tibution rationnelle une marche toute différente. 
Eneffet, la première partie doit se diviser d'a- 
prés la nature des équations que l’on sait résou- 
dre; ét indépendamment de toute considération 
rélativé aux valeurs des inconnues. Dans la se- 
conde partie, au contraire, ce n’est pas suivant 
les degrés des équations que les procédés se dis- 
tnguent naturellement, puisqu'ils sont applica- 
bles : à des D'Ue d’un degré quelconque; c'est 
selon l’espèce numérique de valeurs des incon- 
nues. Car, pour calculer directement ces nombres 
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sans les déduire des formules qui en feraient con- 
naître les expressions, le. moyen ne saurait évi- 
demment être le même, quand les nombres ne 
sont susceptibles d’être évalués que par une suite 
d'approximations toujours incomplète, que lors- 
qu’on peut les obtenir exactement. Gette distinc- 
tion si importante, dans la résolution numérique 
des équations ; des racines incommensurables , 
et des racines commensurables , qui exigent.des 
principes tout-à-fait différens pour leur détermi- 


nation , estentièrement insignifiante dans la réso- 


lution algébrique, où la nature rationnelle ouir- 
rationnelle des nombres obtenus est un simple 
accident du calcul, qui. ne, peut exercer aucune 
influence sur les procédés employés. C'est, en. un 
mot, une simple considéralion arithmétique. On 
en peut dire autant, quoique à un moindre. de- 
gré, de la distinction des racines commensurables 
elles-mêmes en entières et fractionnaires. Enfin; 
ilen est aussi de même, à plus forte raison, pour 
la classification la plus générale des racines, en 
réelles et imaginaires. Toutes ces diverses ,con- 
sidérations, qui sont prépondérantes quant à.la 
résolution numérique des équations , et qui n'ont 
aucune importance dans la résolution algébrique, 


rendent de plus en plus sensible la nature essen- 


tiellement distincte de ces deux parties princi- 
pales de l'algèbre proprement dite. 


ù 
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Ces deux parties, qui constituent l’objet im- 
médiat du calcul des fonctions directes, sont do- 
minées par une troisième purement spéculative , 
à laquelle l’une et l'autre empruntent leurs res- 
sources les plus puissantes, et qui a été très-exac- 
tement désignée par le nom général de théorie 
des équations, quoique cependant elle ne porte 
encore que sur les équations dites alsébriques. 
La résolution numérique dés équations, À cause 
de sa généralité, exige spécialement cette base 
rationnelle. 

Cette dernière branche si importante de l’al- 
gébre se divise naturellement en deux ordres de 
questions, d’abord celles qui se rapportent à la 
composition des équations, et ensuite celles qui 
concernent leur transformation ; ces dernières 


ayant pour objet de modifier les racines d’une 


équation sans les connaître , suivant une loi quel- 
conque donnée, pourvu que celte loi soit uni- 
forme relativement à toutes ces racines (1). 


(1) Je croïs devoir, au sujet de la‘théorie des équations , Signa- 
ler ici une licune de-quelque importance. Le principe fondamen- 
tal sur lequél elle repose, et qui est si fréquemment appliqué 
dans toute l'analyse mathématique , la décomposition des fonc- 
tions algébriques, rationnelles, ét entières , d'un degré quel- 


Conque ; en facteurs du premier degré, n’est jamais employé 


que pour les fonctions d’une seule variable , sans que personne 
ait examiné si on doit l’étendre aux fonctions de plusieurs va- 
riables, ce que néanmoins on ne devrait pas laissér incertain. 
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Pour compléter cette rapide énuméfation gé- 
nérale des diverses parties essentielles: du’ calcul 
des:fonciions directes, je dois enfin mentionnér 
expressément une.des théories les ‘plus fécondes 
etcles a importantes de: l'algèbre RARES 


Dur aux tes de deux ou È trois variables, les considé- 
rations géométriques décident clairement, quoique d'une ma- 
nière indirecte, que leur décomposition en facteurs est ordi- 
nairement impossible: car lil en résulterait que. chaque, classe 
correspondante d'équations ne pourrait représenton 1 une ligne 
ou une surface sui generis, et que son lieu géométr ique rentre- 
rait toujours dans le système de ceux appartenantà des équations 
de degré inférieur , de telle sorte que, de proché, en proche, 
toute équation ne produirait j jamais que des lignes droites ou,des 
plans. Mais, précisément à cause de cette interprétation con- 
crèle , :ce: dodekes ‘quoique ‘purement négatif, me semble 
avoir _une si grpde impor tance pour la géométrie analytique ; 
que je m'étonne qu’on n'ait pas cherché à établir directement une 
différence aussi caractéristique entre les fonctions à une seule va- 


-riable et cellesè à, plusieurs variables. Je vais rapporter ici som- 


mairement la démonstration abstraite et générale que j'en ai 
trouvée, quoiqu elle fût plus convenablement placée dans un 
traité spécial. | Are 

° Sif(æx,y) pouvait se décomposer.en facteurs du premier 
PRES , on les obtiendrait en résolvant l'équation f(x ,y)= 0. 
Or, d’après les considérations indiquées dans le texte , cette équa- 
tion yrésolue par rapport à x; fournirait des Liber ass qni con- 
tiendraient nécessairement divers radicaux , dans lesquels entre- 
rait y. Les fonctions de.y, renfermées sous chaque, radieal,, ne 
sauraient évidemment être en général des puissances: parfaites. 
Or , il faudrait qu’elles le devinssent pour que, les facteurs vélé- 
mentaires correspondans de f(x, ÿ.),.et qui sont déjà duspre- 
mier degré en æ, fussent aussi du premier degré) ou même 
simplement rationnels , relativement à y. Cela ne pourra donc 
avoir lieu que dans certainscas particuliers, lorsque les coefficiens 
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dite, celle relative à la transformation des fonc- 
tions en séries à l’aide de ce qu’on appelle la mé- 
thode des coeffñciens indéterminés. Cette méthode, 
si éminemment analytique, et qui doit être re- 
gardée comme une des découvertes les plus re- 


rempliront les conditions plus ou moins nombreuses > Mais con- 
Stamment déterminées, qu’exige la disparition des radicaux. Le 
même raisonnement s’applhiquerait évidemment, à bien plus forte 
raison , aux fonctions de trois , quatre, etc. variables, 

2° Une autre démonstration, de nature très-différente , se 
tire de la mesure du degré de généralité des fonctions à plusieurs 
variables , lequel s'estime par le nombre de constantes arbitraires 
entrant dans leur expression la plus complète et la plus simple. Je 
me bornerai à l’indiquer pour les fonctions de deux variables 5 
serait aisé de l’étendre à celles qui en contiennent davantage. 

On sait que le nombre de constantes arbitraires contenues dans 
la formule générale d'une fonction du degré 72 à deux variables ; 


est m(m+3)Or, si une telle fonction pouvait seulement se 
2 | 

décomposer en deux facteurs , l’un du degré 7, et l’autre du de- 

gré m—n, le produit renfermerait un nombre de constantes 


arbitraires égal à 


n(n+t3)+(m—n) (m—n+3). 


2 2 


Ce nombre étant, comme il est aisé de le voir, inférieur au 
précédent de nr (m—n), ilen résulte. qu’un tel produit, ayant 
moins de généralité que la fonction primitive, ne peut la repré- 
senter constamment. On voit même qu'une telle comparaison 
exigerait #2 ( m—n ) relations spéciales entre les coefficiens de 
cette fonction, qu’ontrouverait aisémenten développant l'identité. 

Ce nouveau genre de démonstration , fondé sur une considé- 
ration ordinairement négligée, pourrait probablement être em- 
ployé avec avantage dans plusieurs autres circonstances. 


TOME 1. 15 


214 PHILOSOPHIE POSITIVE 


marquables de Descartes, a sans “doute perdu de 
son importance depuis linvention et le dévelop 

pement du calcul infinitésimal , dont elle pouvait 
tenir lieu si heureusement sous quelques rap- 
ports particuliers. Mais l'extension croissante de 
l'analyse transcendante , quoique ayant rendu 
cette méthode bien moins nécessaire , en a, d'un 
autre côté, multiplié les applications et agrandi 
les ressources ; en sorte que par l’utile combi- 
naison qui s'est finalement opérée entre les deux 
théories, l'usage de la méthode des coefficiensin- 
déterminés est devenu aujourd'hui beaucoup 
plus étendu qu'il ne l'était même avant la forma- 
tion du calcul des fonctions indirectes. 

Après avoir esquissé le tableau général de lal- 
gèbre proprement dite, il me reste maintenant à 
présenter quelques considérations sur divers 
pointe principaux du calcul des fonctions di+ 
recles, dont les notions peuvent être utilement 
éclaircies par un examen philosophique. 


4 ® 


Les difficultés relatives à plusieurs symboles 
singuliers auxquels conduisent les calculs algé- 
briques et notamment aux expressions dites 2ma- 
ginaires, ont été, ce me semble, beaucoup 


exagérées par suite des considérations purement 


méthaphysiques qu’on s’est efforcé d’y introduire, | 


au lieu d'envisager ces résultats anormaux sous 
leur vrai point de vue, comme de simples faits 
bai. 
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analytiques. En les concevant ainsi , il est aisé de 
reconnaître , en thèse générale, que l'esprit de 
l'analyse mathématique consistant à considérer 
les grandeurs sous le seul point de vue de leurs 
relations , et indépendamment de toute idée de 
valeur déterminée, il en résulte nécessairement 
pour les analystes l'obligation constante d’ad- 
mettre indifféremment toutes les sortes d'expres- 
sions quelconques que pourront engendrer les 
combinaisons algébriques. S'ils voulaient s’en in- 
terdire une seule, à raison de sa singularité appa- 
rente, comme elle est toujours susceptible de se 
présenter d'après certaines suppositions particu- 
lières sur les valeurs des quantités considérées , 
ils seraient contraints d’allérer la généralité de 
leurs conceptions, et en introduisant ainsi, dans 
chaque raisonnement, une suite de distinctions 
vraiment étrangères, ils feraient perdre à l'analyse 
mathématique, son principal avantage caracté- 
ristique , la simplicité et l’uniformité des idées 
qu'elle combine. L’embarras que l'intelligence 
éprouve ordinairement au sujet de ces expressions 
singulières, me paraît provenir essentiellement de 
la confusion vicieuse qu'elle fait à son inscu 
entre l’idée de fonction et l'idée de valeur, ou, 
ce qui revient au même, entre le point de vue 
algébrique , et le point de vue arithmétique. Si 
la nature de cet ouvrage me permettait de pré- 

X9e 
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senter à cet égard les développemens suffisans , il 
me serait, Je crois, facile, par un usage conve- 
nable des considérations indiquées dans cette 
leçon ét dans les deux précédentes, de dissiper 
les nuages dont une fausse manière de voir en- 
toure habituellement ces diverses notions. Le ré- 
dultat de cet examen démontrerait expressément 
que lanalyse mathématique est, par sa nature, 
beaucoup plus claire , sous les différens rapports 
dont je viens de parler, que ne le croiénit commu 
nément les géomètres eux-mêmes , égarés par les 
objections vicieuses des métaphysiciens. 
Relativement aux quantités négatives, qui, par 
suite du même esprit métaphysique, ont donné 
lieu à tant dediscussions déplacéés, aussi dépour- 
vues de tout fondement rationnel que dénuées de 
toute véritable utilité scientifique , il faut distin- 
guer, en considérant toujours le simple fait ana- 
lytique, entre leur signification abstraite et leur 
interprétation concrète, qu'on a presque toujours 
confondues jusqu’à présent. Sous le premier rap- 
port , la théorie des quantités négatives peut être 
établie d’une manière complète par une seule vue 
algébrique. Quant à la nécessité d’admettré ée 
genre de résultats concurremment avec tout 
autre , elle dérive de la considération générale 
que je viens de présenter: et quant à leur em- 
ploi comme artifice analytique pour rendre le 
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formules plus étendues , Ce mécanisme de calcul 
ne peut réellement donner lieu à aucune diffi- 
culté sérieuse. Ainsi , on peut envisager la théorie 
abstraite des quantités négatives comme ne lais- 
sant rien d’essentiel à désirer : elle ne présente 
vraiment d'obstacles que ceux qu’on y introduit 
mal à propos par des considérations sophistiques. 
Mais, il n’en est nullement de même pour leur 
théorie concrète. 

Sous ce point de vue , elle consiste essentielle- 
ment dans cette admirable propriété des signes 
+ et — de représenter analytiquement les oppo- 
sivions de sens dont sont susceptibles certaines 
grandeurs. Ce théorême général sur les relations 
du concret à l’asbtraiten mathématique, estunedes 
plus belles découvertes que nous devions au génie 
de Descartes, qui l’a obtenue comme un simple 
résultat de l'observation philosophique convena- 
blement dirigée. Un grand nombre de géomètres 
ont tenté depuis d'en établir directement la dé- 
monsiration générale, Mais jusqu'ici leurs efforts 
ont été illusoires, soit qu'ils aient essayé de 
trancher la difficulté par de vaines considéra- 
tions métaphysiques, ou par des comparaisons 
très-hasardées, soit qu'ils aient pris de simples 
vérifications dans quelque cas particulier plus 
ou moins borné pour de véritables démonstrations. 
Ces diverses tentatives vicieuses, et le mélange 
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hétérogène du point de vue abstrait avec le point 
de vue concret, ont même introduit communé- 
ment à cet égard une telle confusion, qu'il de- 
vient nécessaire d’énoncer ici distinctement le 
fait général , soit qu'on veuille se contenter 
d'en faire usage, soit qu’on se propose de lexpli- 
quer. Îl consiste , indépendamment de toute 
explicalion, en ce que: si dans une équation 
! quel-conque exprimant la relation de certaines 
Ÿ quantités susceptibles d'opposition de sens, une 
ou plusieurs de ces quantités viennent à être 
comptées dans un sens contraire À celui qu’elles 
| affectaient quand l'équation a été prunitivement 
| établie ; il ne sera pas nécessaire de former direc- 
| tement une nouvelle équation pour ce second 
| état du phénomène; il suffira de changer , dans 
| la première équation, le signe de chacune des 
| quantités qui auront changé de sens, et l'équation 
| ainsi modifiée coïncidera toujours rigoureuse- 
| ment avec celle qu’on aurait trouvée en recom- 
{ mençant à chercher pour ce nouveau cas la loi 
ahalytique du phénomène. C'est dans cette coin - 
cidence constante et nécessaire que consiste le 
théorême général. Or, jusqu'ici on n'est point 
parvenu réellement à s'en rendre compte direc- 
jement; on ne s’en est assuré que par un grand 
nombre de vérifications géométriques ét mécani- 
ques, qui sont , il est vrai, assez multipliées et 
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surtout assez variées pour qu'il ne puisse rester 
dans aucun esprit juste le moindre doute sur 
l'exactitude et la généralité de cette propriété 
essentielle , mais qui , sous le rapport philosophi- 
que, ne dispensent nullement de chercher une 
explication aussi importante. L'extrême étendue 
du théorême doit faire comprendre à la fois et 
la difficulté capitale de cette recherche si souvent 
reprise infructueusement , et la haute utilité dont . 
serait sans doute, pour le perfectionnement de la : 
science mathématique, la conception générale de 
cette grande vérité, l'esprit ne pouvant évidem- 
ment s'y élever qu’en se plaçant à un point de 
vue d'où il découvrirait inévitablement de nou- 
velles idées, par la considération directe et ap- 
profondie de la relation du concret à labstrait. 
Quoi qu'il en soit, l’imperfection que présente 
encore la science sous ce rapport, n’a point em- 
péché les géomêtres de faire l’usage le plus étendu 
et le plus important de cette propriété dans toutes 
les parties de la mathématique concrète, où lon 
en éprouve un besoin presque continuel. On peutf 
même retirer une certaine utilité logique de la 
simple considération nette de ce fait général , tel 
que je l'ai décrit ci-dessus; il en résulte, par 
exemple, indépendamment de toute démonstra- 
tion , que la propriété dont nous parlons ne doit 
jamais être appliquée aux grandeurs qui affectent 
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des directions {continuellement variables , sans 
donner lieu à une simple opposition de sens : 
dans ce cas, le signe dont se trouve nécessaire- 
ment affecté tout résultat de calcul n'est suscep- 
tible d'aucune interprétation concrète, et c'est à 
tort qu'on s'efforce quelquefois d’en établir ; cette 
circonstance a lieu, entreautres occasions, pour 
les rayons vecteurs en géométrie, et pour les 
forces divergentes en mécanique. 

Un second théorême général sur la relation du 
concret à l’abstrait en mathématique, queje crois 
devoir considérer expressément ici, est celui 

w’on désigne ordinairement sous le nom de prin- 
cipe de l’homogénéité. Îlest sans doute bien moins 
important dans ses applications que le précédent. 
Mais il mérite particulièrement notre attention , 
comme ayant, par sa nature , une étendue encore 
plus grande, puisqu'il s'applique indistinctement 
À tous les phénomènes, et à cause de l'utilité 
réelle qu’on en retire souvent pour la vérification 
de leurs lois analytiques. Je puis d’ailleurs en ex- 
poser une démonstration directeetgénérale, qui me 
semble fort simple. Elle est fondée sur cette seule 
observation, évidente par elle-même: l'exactitude 
de toute relation entre des grandeurs concrètes 
quelconques. est indépendante de la valeur des 
unités auxquelles on les rapporte pour les expri- 
mer en: nombres. Par exemple, la relation qui 
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- existe entre les trois côtés d'un triangle rectan- 
gle, a lieu soit qu'on les évalue en mètres, ou en 
lieues, ou en pouces, etc. 

Il suit de cette considération HAENT , que 
toute équation qui exprime Ja loi analytique d'un 
phénomène quelconque, doit jouir de ceité pro- 
priélé de n'être nullement aliérée, quand on fait 
subir simultanément à toutes les quantités qui 
sy trouvent, le changement correspondant à ce- 

“lui qu'éprouveraient leurs unités respectives. Or, 
ce changement consiste évidemment en ce que 
toutes les quantités de chaque espèce devien- 
draient à la fois #2 fois plus petites, si l'unité qui 
leur correspond devient 2 fois plus grande, ou 
réciproquement. Ainsi, toute équation qui re- 
_ présente une relation concrète scoot doit 
offrir ce caractère de demeurer la même , quand 
on y rend 72 fois plus grandes toutes les quanti- 
tés quelle contient, et qui expriment les gran- 
deurs entre lesquelles existe la relation, en ex- 
ceptant toutefois les nombres qui désignent sim- 
plement les rapports mutuels de ces diverses gran- 
deurs, lesquels restent invariables dans le chan- 
gement des unités. C’est dans cette propriété que 
consiste la loi de l’homogénéité, suivant son ac- 
ception. la plus étendue, c'est-à-dire, de quelques 
fonctions analytiques que les équations soient 
composées. 
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Mais, le plus souvent, on ne considère que 
les cas où ces fonctions sont de celles qu'on ap- 
pelle particulièrement algébriques ; et auxquelles 
la notion de dégré est applicable. Dans ce cas, 
on peut préciser davantage la proposition géné- 


rale, en déterminant le caractère analytique que . 


doit présenter nécessairement l'équation pour que 
celte propriété soit vérifiée. Il est aisé de voir 


alors, en effet, que, par la modification ci-dessus 
exposée , tous les termes du premier degrés 


quelle que soit leur forme , rationnelle ou irra- 
tionnelle ,-entière ou fractionnaire , deviendront 
m fois plus grands ; tous ceux du second degré, 
m° fois ; ceux du troisième, n° fois, etc. Ainsi , 
les termes du même degré, quelque diverse que 
puisse être leur composition, variant de la même 
manière, et les termes de degrés différens variant 
däns une proportion inégale, quelque similitude 
que puisse offrir leur composition, il faudra né- 
cessairement, pour que l'équation ne soit pas 
croublée , que tous les termes qu’elle contient 
soient d’un même degré. C’est en cela que con- 
siste proprement le théorême ordinaire de l’ho- 
mogénéité ; et c'est de cette circonstance que la 
loi générale a tiré son nom, qui cependant cesse 
d'être exactement convenable pour toute autre 
espèce de fonctions. | 

Afin de traiter ce sujet dans toute son étendue, 
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il importe d'observer une condition essentielle , 
à laquelle on devra avoir égard en appliquant 
cette propriété, lorsque le phénomène exprimé 
par l'équation présentera des grandeurs de na- 
tures diverses. En effet , il pourra arriver que les 
unités respectives soient complétement indépen- 
dan'es les unes des autres, et alors le théorême 
de l'homogénéité aura lieu, soit par rapport à 
toutes les classes correspondantes de quantités , 
Soit qu'on ne veuille considérer qu'une seule ou 
plusieurs d'entre ellés. Mais, il arrivera , dans 
d'autres occasions, que les diverses unités au- 
ront entre elles des relations obligées, détermi- 
nées par la nature de la question. Alors, il fau- 
dra avoir égard à cette subordination des unités 
. dans la vérification de l’homogénéité, qui n’exis- 
era plus en un sens purement algébrique, et dont 
le mode précis variera suivant le genre des phé- 
nomènes, Ainsi, par exemple, pour fixer les idées, 
quand on considérera dans l'expression analytique 
des phénomènes géométriques, à la fois des l- 
unes , des aires , et des volumes, il faudra obser- 
ver que les trois unités correspondantes , sont 
nécessairement liées entre elles, de telle sorte que, 
suivant la subordination généralement établie à 
cet égard, lorsque la première devient 7 fois 
plus grande, la seconde le devient n°? fois , et 
la troisième m° fois. C’est avec une telle modi- 
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fication que l’homogénéité existera dans les équa- 
tions, où l’on devra alors, si elles sont algébri- 
ques, estimer le degré de chaque terme, en dou- 
blant les exposans des facteurs qui correspondent 
à des aires, et triplanticeux des facteurs relatifs 
à des volumes (1). 

Telles sont les principales considérations gé- 
nérales, très-insuffisantes sans doute, mais aux- 
quelles je suis contraint de me réduire par les 
limites naturelles ‘de ce cours, relativement au 
calcul des fonctions directes. Nous devons passer 
maintenant à l'examen philosophique du calcul 
des fonctions indirectes, dont l'importance etl’é- 
tendue bien supérieures réclament un plus grand 
développement. nr 


(1) J'ai été conduit , il y a douze ans, par mon enseignetnent 
journalier de la science mathématique, à construire cette théorie 
générale de l’homogénéité. J'ai trouvé depuis qne M. Fourier, 
dans son grand ouvrage sur la chaleur, publié en 1 822, avait suivi, 
de son côté, une marche essentiellement semblable. Malgré cette 
heureuse coïncidence, qu’a dù naturellement déterminer la con- 
sidération directe d’un sujetaussi simple, je n’ai pas cru devoir ici 
renvoyer à sa démonstration ; celle que je viens d'exposer ayant 
pour principal objet d’embrasser l'ensemble de la question , sans 
égard à aycune application spéciale. 
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Sommaire. Exposition comparative des divers points de vue gc- 
U \ 
néraux sous lesquels on peut envisager le calcul des fonctions 
indirectes, 


Nous avons déterminé, dans la quatrième le- 
con, le caractère philosophique propre à l'analyse 
irauscendante, de quelque manière qu'on puisse 
la concevoir, en considérant seulement la nature 
générale de sa destination effective dans l’ensemble 
:k la science mathématique. Cetie anal y se a été, 
comme on sait , pr ésentée par les géomètres sous 
plusieurs points de vue réellement distincts, quoi- 
que nécessairement équivalens , et conduisant 
toujours à des résultats identiques. On peut les 
réduire à trois principaux , ceux de Léibnitz, de 
Newion et de Lagrange, dont tous les autres ne 
sont que des modifications secondaires. Dans lé- 
tat présent de la science, chacune de ces trois 
conceptions générales offre des avantages essen- 
üels qui lui appartiennent exclusivement, sans 
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qu'on soit encore parvenu à construire une mé- 
thode unique réunissant toutes ces diverses qua- 
lités caractéristiques. En méditant sur l’ensem- 
ble de cette grande question , on est convaincu, 
je crois, que c’est dans la con ception de Lagrange, 
que s'opérera un jour cette combinaison. Quand 
cet important travail philosophique, qui exige 
une profonde élaboration de toutes les idées ma- 
thématiques fondamentales, sera convenablement 
exécuté; on pourra se borner alors, pour con- 
naître l'analyse transcendante , à la seule étude 
de cette conception définitive; les autres ne pré- 
sentant plus essentiellement qu'un intérêt histo- 
rique. Mais jusqu’à celte époque , la science de- 
vra être considérée , sous ce rapport, comme étant 
dans un véritable état provisoire , qui exige abso- 
lument, même pour l'exposition dogmatique de 
cette analyse , la considération simultanée des di- 
vers modes généraux propres au calcul des fonc- 
tions indirectes. Quelque peu satisfaisante que 
puisse paraître, sousle rapport logique, cette mul- 
tiplicité de conceptions d'un sujet toujours iden- 
tique, il est certain que, sans cette indispensable 
condition, on ne pourrait se former aujourd’hur 
qu'une notion très-insuffisante de cette analyse, 


soit en elle-même, soit surtout relativement à ses : 


applications, quelque fût le mode ünique que 
l’on aurait cru devoir choisir. Ce défaut de sys- 
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témausation dans Ja partie la plus importante de 
l'analyse mathématique, ne paraîtra nullement 
étrange, si l'on considère , d’une part, son ex- 
trême étendue, sa difficulté supérieure, et, d’une 
autre part, sa formation presque récente. La gé- 
nération. des géomètres est À peine renouvelée 
depuis la production primitive de la conception 
destinée sans doute à coordonner la science , de 
manière à lui imprimer un caractère fixe et uni- 
forme ; ainsi , les habitudes intellectuelles n'ont 
pu encore, sous ce rapport , être suffisamment 
orm ées. 

S'il s'agissait ici de tracer l’histoire raisonnée 
de la formation successive de l'analyse transcen- 
dante, il faudrait préalablement distinguer avec 
soin du calcul des fonctions indirectes propre- 
ment dit, l’idée mère de la méthode infinités;- 
male , laquelle peut être conçue par elle-même, 
indépendamment de lout calcul. Nous verrions , 
dès-lors » que le premier germe de cette idée, se 
trouve déjà dans le procédé constant , employé 
par les géomètres grecs, sous le nom de méthode 
d'exhaustion , pour passer (le ce qui est relatif 
aux lignes droites À ce qui concerne les lignes 
courbes, et qui consistait essentiellement à sub- 
Stituer à la courbe la considération auxiliaire d’un 
polygone inscrit ou circonscrit , d’après lequel on 
s'élevait à la courbe elle-même, en prenant con- 
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venablement les limites des relations primitives. 


Quelqu’'incontestable que soit cette filiation des 


idées , on lui donnerait une importance fort exa- 
gérée, en voyant dans cette méthode d’exhaustion, 
l'équivalent réel de nos méthodes modernes , 
comme l'ont fait plusieurs géomètres. Car, les an- 
ciens n'avaient aucun moyen rationnel et général 
pour la détermination de ces limites, qui consti- 


tuait ordinairement la plus grande difficulté de la | 


question; en sorte que Rés solutions n'étaient 
pointsoumises à desrèglès abstraites et invariables, 
dont l'application uniforme dût conduire avec 
certitude à la connaissance cherchée, ce qui est 
le principal caractère de notre analyse transcen- 
dante. En un mot, il restait à généraliser la con- 


cention emplovée var les anciens, et surtout, en 
2 2 


la considérant d’uue manière purement abstraite, 
à la réduire en calcul, ce qui leur était impossi- 
ble. La première idéé qui ait été produite dans 


cette nouvelle direction, remonte véritablement à 


notre grand géomètre Fermat , que Lagrange ajus- 


iemént présenté comme ayant ébauché la forma 


tion directe de l'analyse transcendante, par sa 


méthode pour la détermination des maxima et. 


Fr 


minima, et pour la recherche des tangentes, 


qui consistait essentiellement , en effet, à imtro- 


duire la considération auxiliaire des accroisse-. 


mens corélatifs des variables proposées, accrois- 
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semens supprunés ensuite comme nuls , après que 
les équations avaient subi certaines transforma- 
tions convenables. Mais, quoique Fermat eût le 
premier conçu cette analyse d’une manière vrai- 
ment abstraite , elle était encore loin d’être r'égU- 
lièrement formée en un calcul général et dis- 
tnct, ayant sa notation propre, et surtout dégagé 
de la considération superflue des termes , qui 
finissaient par n'être plus comptés dans l'analyse 
de Fermat, après avoir néanmoins singulière- 
ment compliqué par leur présence toutes les Opé- 
rations. C’est ce. qu'a si heureusement exécuté 
Leïbnitz un demi-siècle plus tard , après quelques 
modifications intermédiaires apportées par: Wal - 
lis, et surtout par Barrow, aux idées de Fermat; 
et par là il a été le véritable créateur de l'analyse 
transcendante, telle que nous l’employons au- 
jourd'hui. Cette découverte capitale était telle- 
ment müre, comme toutes les grandes concep- 
tions de l'esprit humain au moment de leur 
manifestation, que Newton, de son côté, était 
. parvenu en même temps, ou un peu auparavant , 
à une méthode exactement équivalente, en con- 
sidérant cette analyse sous un point de vue très- 
différent; et qui, bien que plus rationnel en lui- 
même, est réellement moins convenable pour 
donner à la méthode fondamentale commune 
toute l’étendue’et la facilité que lui ont imprimées 
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les idées de. Leïbnitz. Enfin, Lagrange, écartant 
les considérations hétérogènes qui avaient guidé 
Leïbnitzet Néwiton, est parvenu plus tard à ré> 
duire l analyse transcendante, dans sa plus grande 
perfection, à un système purement algébrique, 
auquel il ne: manque encore que plus d’aptitude 


aux applications. 
Après ce coup-d'œil sommaire sur. lhistoire 


générale de Fanalyse transcendante ; procédons à , 


L] _u . . É 3 0 « . De 
l'exposition dogmatique destroisconceptions prin- 


cipales, afin d'apprécier exactement leurs proprié- 


tés caractéristiques, et de constater l'identité né- 
cessaire, des méthodes.qui en dérivent. Commien- 
cons parcelle de Leïbnitz. 

Elle consiste, comme on sait, à introduire 
dans, le calcul, pour faciliter l'établissement des 
équations ; les.élémens infiniment petits dont on 
considère comme composées les quantités entre 
lesquelles, on cherche des relations. Ces élémens 
ou différentielles auront entre eux des rélations 


constamment. el nécessairement plus. simples et: 


plus, faciles à découvrir que celles des quantités 
primitives , et, d’après lesquelles on pourrait 


ensuite, par un calcul spécial ayant pour des-._ 


tination propre l'élimination de ces: infinitési- 
males auxiliaires, remonter aux équations. cher- 
chées, qu'il eût été le plus souvent impossible 
d'obtenir directement. Cette analyse indirecte 
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pourra l'être à des degrés divers; car , sion trouvé 
quelquefois trop de difficulté à former immédia- 
tement l'équation entre les différentielles mêmes 
des grandeurs que l’on considère , il faudra’, pat 
un emploi redoublé du méme artifice général , 
traiter , à leur tour, ces différentiellés commé de 
nouvelles quantités primitives, ét chercher latre- 
lation entre leurs élémens infinimént petits, qui , 
par rapport aux objets définitifs de la question, 
seront les différentielles secondes ; et ainsi de 
suite, la même transformation pouvant étre rÉ- 
pétée un nombre quelconque de fois, à la condiz 
tion toujours d'éliminer finilemént le nombre 
de plus en plus grand dés quantités infinitési- 
males introduites comme auxiliaires. 

Un esprit encore étranger à ces considérations 
n'aperçoit pas sur-le-champ comment l'emploi dé 
CeSquantités auxiliaires peut faciliter la découverte 
des lois analytiques des phénomènes ; car lés’ac- 

-croissemens infiniment it des grandeurs pro: 
| posées étant de même espèce qu'elles, leurs -rela- 
tions ne paraissent pas devoir sobtenir plus 
aisément, la valeur plus ou moins petite d’une 
quantité ne pouvant , en effet, exercer aucune in: 
fluence sur une reclierche nécessairement indé: 
pendante , par sa nature , de toutc idée de valeur. 
Maïs il est aisé , néanmoins, de s'expliquer très- 
netiément, et d une manière tout-à-fait cénérale, 
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à quel point , par un tel artifice , la question doit 
se trouver simplifiée. Il faut, pour cela, com- 
mencer par distinguer les différens ordres d’in- 
finiment petits, dont on peut se faire une idée 
fort précise, en considérant que ce sont ou les 
puissances successives d’un même infiniment pe- 
tit primitif, ou des quantités qu'on peut présen- 
ter comme ayänt avec ces puissances des rapports. 
finis, en sorte que, par exemple, les différen- 
tielles seconde , troisième, etc., d’une même va- 
riable , sont classées comme infiniment petits du 
second ordre, du troisième, etc., parce, qu'il 
est aisé de montrer en elles des multiples finis des 
puissancesseconde, troisième, €tc., d’une certaine, 
différentielle première. Ges notions préliminaires 
étant posées , l'esprit de l'analyse infinitésimale 
consiste à négliger constamment les quantités in- 
finiment petites à l’égard des quantités finies , et, 
généralement, les infiniment petits d’un, ordre 
quelconque vis-à-vis tous ceux d’un ordre infé- 


rieur. On ‘conçoit immédiatement combien.uney 


{ 
: 


telle faculté doit faciliter la formation des équa=s 


| 
tions entre les différentielles des quantités, puissé 
que, au lieu de ces différentielles, on pourra sub, 
stituer tels autres élémens qu'on voudra , et qui! 1 
seraient plus simples à considérer, en se confors, 
mant. à cette seule condition, que-les nouveaux 


élémens ne diffèrent des précédens que de quans 
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, tités infiniment petites par rapport à eux. Cest 


ainsi qu'il sera possible, en géométrie, de traiter 
les lignes courbes comme composées d’une infi- 
mité d'élémens rectilignes, les surfaces courbes 
vomme formées d’élémens plans; et, en méca- 
nique , les mouvemens variés comme une suite 
infinie de mouvemens uniformes, se succédant 
à des intervalles de temps infiniment petits. Vu 
l'importance de cette conception admirable , je 
crois devoir ici, par l'indication sommaire de 
quelques exemples principaux, achever d’éclair- 
cir Son caractère fondamental, | 

Qu'il s'agisse de déterminer , en chaque point 
d’une courbe plane dont l'équation est donnée, 
la direction de sa tangente, question dont la so- 
lution générale a été l’objet primitif qu’avaient 
en vue les inventeurs de l'analyse transcendante. 
On considérera la tangente comme une sécante 
qui joindrait deux points infiniment voisins ; et 
alors, en nommant dy et dx les différences infi= 
niment petites des coordonnées de ces deux points, 
les premiers élémens de la sp fEue fourniront 
immédiatement l’ équation t—° =) pour la langente 
trigonométrique de l'angle que fait avec l’axe 
des x la tangente cherchée, ce qui, dans un NU 
tème de coordonnées rectilignes , est la manière 
la plus simple d’en fixer la position. Cette équa- 
tion, commune à toutes les courbes, étant posée , 
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la question est réduite à un simple problème ana- 


 lytique, qui consistera à éliminer les infinitési- 


males dxet dy, introduites comme auxiliaires , 
en déterminant, dans chaque cas particulier, d’a- 
près l'équation de la courbe proposée, le rap- 
port de dy à dx, ce qui se fera constamment par 
des procédés uniformes et très-simples. 

En second lieu, qu’on veuille connaître la lon- 
gueur de are d’une courbe quelconque, considéré 
comme une fonction des coordonnées de ses ex- 
trémités. Il serait impossible d'établir immédia- 
tement l'équation entre cet arc s el ces coordon- 
nées , tandis qu’il est aisé de trouver la relation 


correspondante entre les différentielles de ces di- 


verses grandeurs. Les plus simples théorèmes de 


la géométrie élémentaire donneront, cn effet , 


sur-le-champ ; en considérant l'arc infiniment pe- 
tit ds comme une ligne droite , les équations 
ds2—dy2-dx?, ou ds?=—dx°-dy 2 dz?, 

suivant que la courbe sera plane ou à double cour- 
bure. Dans l'un et l’autre cas, la question est 
maintenant tout entière du domaine de l'analyse, 
qui fera remonter, d’après cetie relation, à celle 
qui existe entre les quantités finies elles-mêmes 
que l'on considère, par l'élimination des diffé- 


rentielles, qui est l’objet propre du calcul des 


fonctions indirectes. 
ll en serait de même pour la quadrature des 


f 
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aires curvilignes: Si la courbe est plane et rap- 

- portée à des coordonnées rectilignes , on eonce- 
vra l'aire 4 comprise entre elle, l’axe des x, et 
deux coordonnées extrêmes , comme augmentant 
d'une quantité infiniment petite 44, en résultat 
d’un accroissement analogue de l’abeisse. Alors 
la relation entre ces deux différentielles pourra 
s’obtenir immédiatement avec la plus grande fa- 
cilité, en substituant à l'élément curviligne de 
l'aire proposée le rectangle formé par l’ordonnée 
extrême et l'élément de l’abcisse, dont il ne dif- 
fère évidemment que d’une quantité infiniment 
petite du second ordre, ce qui fournira aussitôt, 
quelleque soit la courbe, l'équation différentielle 
très-simple | 

dA = ydx, 

. d’où le calcul des fonctions indirectes, quand la 
courbe sera définie , apprendra à déduire l’équa- 
lion finie , objet immédiat du problème. 

* Pareillement, en dynamique, quand on vou- 
dra connaître l’expression de la vitesse acquise à 
chaque instant par un corps animé d’un mouve- 
méni varié suivant une loi quelconque, on con- 
sidérera le mouvement comme uniforme pendant 
la durée d’un élément infiniment petit du temps é, 

ét on forrñerà ainsi immédiatement l'équation: 
différentielle de —=vdt, v désignant la vitesse 

âcquise quand le corps à parcouru l’espace e , 
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et de là ilsera facile de conclure, par de simples 
procédés analytiques invariables, la formule qui 
donnerait la vitesse dans chaque mouvement 
particulier, d’après la relation correspondante 
entre le temps et l’espace; ou, réciproquement, 


quelle serait cette relation si le mode de varia- 


tion de la vitesse était supposé connu, soit par 

rapport à l’espace, soit par rapport au temps. 
Enfin, pour indiquer une autre nature de 

questions , c’est par une marche semblable que, 


dans l'étude des phénomènes thermologiques , 


comme l’a si heureusement conçue M. Fournier, 
on peut former très-simplement, ainsi que nous 
le verrons plus tard , l'équation différentielle 


générale qui exprime la répartition variable de 


la chaleur dans un corps quelconque à quel- 
ques influences qu’on le suppose soumis, d'après la 
seule relation , fort aisée à obtenir, qui repré- 
sente la distribution uniforme dela chaleur dans 


un parallélipipède rectangle, en considérant géo- 


métriquement tout autre corps comme décomposé 
en élémens infiniment petits d’une telle forme, 
et thermologiquement le flux de chaleur comme 
constant pendant un temps infiniment petit. 
Dès-lors, toutes les questions que peut présen- 


ter la thermologie abstraite se trouveront, ré-, 
duites, comme pour la géométrie et la mécanique, » 


à de puresdifficultés d'analyse, qui consisteront 


— 
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toujours dans lélimination des différentielles 
introduites comme auxiliaires pour faciliter l'é- 
tablissement des équations. : 

. Des exemples de nature aussi diverse sont plus 
que suffisans pour faire nettement comprendre 
en général l’immense portée de la conception 
fondamentale de l'analyse transcendante , telle 
que Leïbnitz l’a formée, et qui constitue sans au- 
cun doute la plus haute pensée à laquelle l'esprit 
humain se soit jamais élevé jusqu’à présent. 

On voit que cette conception était indispensa- 
ble pour achever de fonder la science mathémati- 
que, en permettant d'établir d’une manière large 
et féconde, la relation du concret à l'abstrait. 
Sous ce rapport, elle doit étre envisagée comme 
le complément nécessaire de la grande idée-mère 
de Descartes, sur la représentation analytique 
générale des phénomènes naturels, idée qui n'a 
commencé à être disnement appréciée et conve- 
nablement exploitée que depuis la formation de 
Vanalyse infinitésimale, sans laquelle eile ne 
pouvait encore produire, même en géométrie, 
de résultats très-importans (1). 

Quoique j'aie cru devoir, dans les considéra- 
tions précédentes, insister particulièrement sur 


(1) ILest bien remarquable, en effet , que dés hommes tels que 
Pascal , aient fait aussi peu d'attention à la conception fonda- 
mentale de Descartes, sans pressentir nullement la révolution 
générale qu’elle était nécessairement, destinée à produire dans le 


système entier de la science mathématique. Cela est venu de ce 


7 
Ts 
- 


Liu. de 
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l’admirable facilité que présente par sa nature 
l'analyse transcèndante pour la recherche des 
lois mathématiques de tous les phénomènes, 
je ne dois pas négliger de faire ressortir une se- 
conde propriété fondamentale, peut-être aussi 1im- 
portante que la première, et qui ne lui est pas 
moins inhérente : je veux parler de l'extrême gé- 
néralité des formules différentielles, qui expri- 
ment en une seule équation chaque phéno- 


mène déterminé, quelque variés que puissent 


étreles sujets dans lesquels on le considère. Ainst , 
sous le point de vue de l’analvse infinitésimale, 
on voit, dans les exemples qui précèdent, une 
seule équation différentielle donner les tangentes 
À toutes les courbes, une autre leurs rectifica- 
tions, une troisième leurs quadratures ; et de 
même, une formule invariable exprimer la loi 
mathématique de tout mouvement varié; enfin 
une équation unique représenter constamment 
la répartilion de la chaleur dans un corps et 
pour un cas quelconques. Cette généralité si 
éminemment remarquable , et qui est pour les 
géomètres la base des considérations Îles plus 
que , sans le secours de l'analyse transcendante , cette admirable 
méthode ne pouvait réellement encore conduire à des résultats 
essentiels, qui ne pussent être obtenus presqu’aussi bien par la 
méthode géométrique des anciens. Les esprits mêmes Les plus émi- 
nens ont toujours bien moins apprécié jusqu’ici les méthodes 
générales par leur simple caractère philosophique , que par les 


connaissances effectives qu’elles pouvaient procurer immédiate - 
ment. ; 
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élevées, est une heurcuse conséquence néces- 
saire et presqu'immédiate de l'esprit même de 
l'analyse transcendante, surtout dans la concep- 
tion de Leïbnitz. Elle résulte de ce que, en sub- 
stituant aux élémens infiniment petits des gran- 
deurs considérées, d’autres infinitésimales plus 
simples, qui seules entrent dans les équations 
_ différentielles, ces infinitésimales se trouvent, 
par leur nature, être constamment les mêmes 


pour chaque classe totale de questions, quels 
que soient les objets divers du phénomène étu- 


dié. Ainsi, par exemple, toute courbe, quelle 
qu'elle soit, étant toujours décomposée en élé- 
mens rectilignes, on conçoit & priori que la 
relation entre ces élémens uniformes doit né- 
cessairement être la même pour un même 
phénomène géométrique quelconque, quoique 
l'équation finie correspondante à cette loi diffé- 
rentielle doive varier d’une courbe à une autre. 
Il en est évidemment de même dans tout au- 
tre cas quelconque. L'analyse infinitésimale n’a 
donc pas seulement fourni un procédé général 
pour former indirectement des équations qu'il 
eût été impossible de découvrir d’une ma- 
_mière directe; elle a permis en outre de consi- 
dérer, pour l’étude mathématique des phéno- 
mênes naturels, un ordre nouveau de lois plus 
générales et néanmoins offrant une signification 
claire et précise à tout esprit habitué à leur in- 


de 


| 
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terprétation. Ces lois sont constamment les 
mêmes pour chaque phénomène, dans quelques 
objets qu’on l'étudie, et ne changent qu'en pas- 
sant d’un phénomène à un autre; d’où l’on a pu 
d'ailleurs, en comparant ces variations, s'élever 
quelquefois, par une vue encore plus générale, à 
des rapprochemens positifs entre diverses classes 
de phénomènes tout-à-fait divers, d’après les 
analogies présentées par les expressions différen- 
tielles de leurs lois mathématiques. Dans l’é- 
tude philosophique de la mathématique concrète, 
je m'attacherai à faire exactement apprécier cette 
seconde propriété caractéristique de länalyse 
transcendante , non moins admirable que la pre- 
miére, et en vertu de laquelle le système entier 
d’une science immense, comme la géométrie ou 
la mécanique, a pu se trouver condensé en un petit 
nombre de formules analytiques, d’où lesprit 
humain peut déduire, par des règles certaines 
et invariables, la solution de tous les problèmes 
particuliers. 

Pour terminer l'exposition générale dé la con- 
ception de Leïbnitz, il me reste maintenant à 
considérer en elle-même la démonstration du | 
procédé logique auquel elle conduit, ce qui 
constitue malheureusement la partie la plus im- 
parfaite de cette belle méthode. 

Dansles premiers temps de l'analyse infinitési-. 
male , les géomètres les plus célèbres, tels que les 


* 
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deux illustres frères Jean et Jacques Bernouilli at- 
tachèrent , avec raison, bien plus d'importance à 
étendre, en la développant, l’immortelle découverte 
de Leïbnitz, et à en multiplier les applications, 
qu'à établir rigoureusement les bases logiques sur 
lesquelles reposaient les procédés de ce nouveau 
calcul (1). Ils se contentèrent pendant long-temps 
derépondre par la solution inespérée des problèmes 
les plusdifficiles à l'opposition prononcée de la plu- 
partdes géomètres du second ordrecontreles prin- 
cipes de la nouvelle analyse, persuadés sans doute, 
contrairement aux habitudes ordinaires, que, 
dans la science mathématique bien plus que dans 
aucune autre, on peut accueillir avec hardiesse 
les nouveaux moyens, même quand leur rationna- 
lité est imparfaite, pourvu qu'ils soient féconds, 
puisque, les vérifications étant bien plus faciles et 
plus multipliées, l'erreur ne. saurait demeurer 
long-temps inaperçue. Néanmoins, après le pre- 
micr élan , il était impossible d’en rester à; etil 


(1) On ne peut contempler , sans un profond intérêt, le naïf 
enthousiasme de l'illustre Huyghens , au sujet de cette admirable 
création , quoiqué son Âge avancé ne lui permit point d'en faire 
lui-même aucun usage important, et qu'il se füt déjà élevé sans 
ce puissant secours à des découvertes capitales, J'e vois avec sur- 
prise el avec admiration, éerivait-il, ex 1692, au marquis de 
L’Hôpital , l'étendue et la fécondité de cet art ; de quelque côté 
quejetourne.la vue, j’en operçois de nouveaux usages ; enfin; 
À'y conçois un progrès et une spéculation infinis. 
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fallait revenir nécessairement sur les fondemens 
mêmes de l'analyse leïbnitzienne pour constater 
généralement l'exactitude rigoureuse des procé- 
dés employés, malgré les infractions apparentes 
qu'on s’y permettait aux régles ordinaires du raï- 
sonnement. Leïbnitz, pressé de répondre, avait 
lui-même présenté une explication tout-à-fait 


erronée, en disant qu'il traitait les infiniment 


petits comme des #»comparables , et qu'il les né- 
gligeait vis-à-vis des quantités finies comme des 
grains de sable par rapport à la mer | considéra- 
tion qui eût complétement dénaturé son analyse, 
en la réduisant à n'être plus qu’un simple calcul 
d’approximation, qui, sous ce rapport, sérait 
radicalement vicieux, puisqu'il sérait impossible 
de prévoir, en thèse générale, à quel point les 
opérations successives peuvent grossir ces erreurs 
premières, dont l’accroissement pourrait même: 
évidemment devenir ainsi quelconque. Leïbnitz 
n'avait donc entrevu qué d’une manière extrême- 
ment confuse les véritables fondemens rationnels 
de l'analyse qu'il avait créée. Ses premiers succés- 
seurs se bornèrent d’abord à en vérifier l’exacti- 
tude par la conformité de ses résultats, dans 
certains usages particuliers, avec ceux que four- 
nissait l’algèbre ordinaire ou la géométrie. des 
anciens, en reproduisant, autant qu'ils le pou- 
vaient, d’après les anciennes méthodes, les solu- 


; 
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tions de quelques problèmes, une fois qu’elles 
avaient été obtenues par la méthode nouvelle, 
seule capable primitivement de les faire décou- 
vrir. Quand cette grande question a été consi- 
dérée d’une manière plus générale , les géomètres, 
au lieu d'aborder directement la difficulté, ont 
préféré l’éluder en quelque sorte, comme l'ont 
fait Euler et d'Alembert, par exemple, en dé- 
montrant abstraitement la conformité nécessaire 
et constante de la conception de‘Leïbnitz, envi- 
sagée dans tous ses usages quelconques, avec 
d'autres conceptions fondamentales de l'analyse 
transcendante, celle de Newton surtout, dont 
l'exactitude était à l'abri de toute objection. Une 
telle vérification générale est sans: doute stricte- 
ment suffisante pour dissiper toute incertitude sur 
l'emploi légitime de l'analyse leïbnitzienne. Mais 
la méthode infinitésimale est tellement impor- 
tante , elle présente encore, dans presque toutes 
les applications, une telle supériorité effective sur 
les autres conceptions générales successivement 
proposées , qu'il y aurait véritablement imperfec- 
tion dans le caractère philosophique de la science 
à ne pouvoir la justifier en elle-même, et à la 
fonder logiquement sur des considérations d’un 


autre ordre, qu’on cesserait ensuite d'employer 


efficacement. Il était donc d’une importance 


réelle d'établir directement et d’une manière gé- 


| 
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nérale la rationnalité nécessaire de la méthode 
infinitésimale. Après diverses tentatives plus ou . 
moins imparfaites pour ÿ parvenir, les travaux 
philosophiques de Lagrange ayant fortement re- 


* porté, vers la fin du siècle dernier, l'attention des 


géomètres sur la théorie générale de l'analyse 
infinitésimale, un géomètre très-recomman- 
dable, Carnot, présenta enfin la véritable expli- 
cation logique directe de la méthode de Leïbnitz, 
en la montrant comme fondée sur le principe de 
la compensation nécessaire des erreurs, Ce qui 
est vaisemblablement, en effet, la manifestation 
précise et lumineuse de ce que Leïbnitz avait va- 
guement et confusément aperçu, en concevant les 
bases rationnelles de son analyse. Carnot a rendu 
ainsi à la science un service essentiel (1), et dont 
l'importance me semble n'être pas encore suffi- 
samment appréciée, quoique, comme nous le 
verrons à la fin de cette lecon, tout cet échafau- 
dage logique de la méthode infinitésimale pro- 
prement dite ne soit susceptible très-vraisem- 
blablement que d’une existence provisoire, en 


(1) Voyez l'ouvrage remarquable qu’il a publié sous le titre de 
Réflexions sur la Métaphysique du calcul infinitésimal, et 
dans lequel on trouve d'ailleurs une exposition claire et utile, 
quoique trop peu approfondie , de tous Îles divers points de vue 
sous lesquels a été conçu le système général du calcul des fonc- 
tions indirectes. 
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tant que radicalement vicieux par sa nature. Je 
n'en crois pas moins, cependant, devoir considé- 
rer 1C1, afin de compléter cette importante expo- 
sition, le raisonnement général proposé par 
Carnot, pour légitimer directement l'analyse de 
Beïbnitz. Voici en quoi ileonsiste essentiellement. 

Lorsqu'on établit l'équation différentielle d’un 
phénomène , on substitue aux élémens immédiats 
des diverses quantités considérées, d’autres infi- 
mtésimales plus simples qui en diffèrent infini- 
« ment peu par rapport à eux, et cette substitution 
constitue le principal artifice de la méthode de 
Leïbnitz , qui, sans cela, n’offrirait aucune faci- 
lité réelle pour la formation des équations. Car- 
not regarde une telle hypothèse comme produi- 
sant véritablement une erreur dans l'équation 
ainsi obtenue , et que, pour cette raison, il ap- 
pelle zmparfaite ; seulement, il est clair que cetle 
erreur ne peut être qu'infiniment petite. Or, d’un 
autre côté, tous les procédés analytiques, soit de 
différentiation, soit d'intégration, qu’on applique 
à ces équations diflérentielles pour s'élever aux 
équations finies en éliminant toutes les infinité- 
simales introduites comme auxiliaires, produi- 
sent aussi constamment , par leur nature, ainsi 
qu il est aisé de le voir, d’autres erreurs anal ogues, 
en sorte qu'il a pu s’opérer une exacte compen- 
sation , et que les équations définitives peuvent, 

TOME I. 17 
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suivant l'expression de Carnot, être devenues par- 
faites. Carnot considère comme un symptôme 
certain et invariable de l'établissement effectif de 
cette compensation nécessaire , l'élimination com- 
plète des diverses quantités infiniment petites, 
qui est constamment, en effet, le but définitif de 
toutes les opérations de l'analyse transcendante. 
Car, sion na jamais commis d'autres infractions 
aux règles générales du raisonnement que celles 
ainsi exigées par la nature même de la méthode 
infinitésimale , les erreurs infiniment petites pro- 
duites de cette manière n'ayant jamais pu engen- 
drer que des erreurs infiniment petites dans toutes 
les équations, les relations sont nécessairement 
d'une exactitude rigoureuse aussitôt qu’elles n'ont 
plus lieu qu'entre des quantités finies ; puisqu'il 
ne saurait évidemment exister alors que des er- 
reurs finies, tandis qu'il n’a pu en survenir au- 
cune de ce genre. Tout ce raisonnement général 
est fondé sur la notion des quantités infinitési- 
males, conçues comme indéfiniment décrois- 
santes, lorsque celles dont elles dérivent sont 
envisagées comme fixes. 

Ainsi, pour éclaircir cette exposition abstraite 
par un seul exemple, reprenons la question des 
tangentes, qui est la plus facile à analyser com-. 


V4 ,, ù . d 
plétement. On regardera l'équation t = _ obte- 
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nue ci-dessus Comme affectée d’une erreur infini- 
ment petite, puisqu'elle ne serait tout-à-fait 
rigoureuse que pour la sécante. Maintenant, on 
achèvera la solution en cherchant, d’après l’é- 
quation de chaque courbe, le rapport entre les 
différentielles des coordonnées. Si cette équation 
est, je suppose, y — ax , on aura évidemment 


dy = 2 ax dx + dx’ 


Dans cette formule, on devra négliger le terme 
dx? comme infiniment petit du second ordre. 
Dès lors la combinaison des deux équations zm- 


parfaites 
d 
t=T Gaara, 


suffisant pour éliminer entièrement les infinité- 
simales, le résultat fini { — 24% sera nécessai- 
rement rigoureux par l'effet de la compensation 
exacte des deux erreurs commises puisqu'il ne 
pourrait, par sa naiure, être affecté d’une erreur 
infiniment petite, la seule néanmoins qu’il pût y 
avoir, d’après l'esprit des procédés qui ont été 
suivis. 

Il serait aisé de reproduire uniformément le 
même raisonnement par rapport à toutes lesautres 
applications générales de l’analyse de Leïbnitz. 

Cette ingénicuse théorie est sans doute plus sub- 
üle que solide, quand on cherche à l'approfon- 


1 
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dir. Maiselle n’a cependant en réalité d'autre vice 
logique radical que celui de la méthode infinité- 
simale elle-même, dont elle est, ce me semble, le 
développement naturel et l'explication générale, 
en sorte qu’elle doit être adoptée aussi long-temps 
qu'on jugera convenable d'employer directement | 
cette méthode. 

Je passe maintenant à l'exposition générale des | 
deux autres conceptions fondamentales de l’ana- 
lyse transcendante, en me bornant pour chacune 
1 l’idée principale, le caractère philosophique de 
cette analyse ayant été, du reste , suffisamment 
déterminé ci-dessus, d’après la conception de 
Leïbnitz , à laquelle j'ai dû spécialement m'aita- 
cher, parce qu’elle permet de le saisir plus aisé- 
ment dans son ensemble, et de le décrire avec 
plus de rapidité. 

Newton a présenté successivement, sous plu- 
sieurs formes différentes, sa manière propre de 
concevoir l'analyse transcendante. Gelle qui est 
aujourd’hui le plus communément adoptée , du 
moins parmi les géomètres du continent , a été 
désignée par Newton, tantôt sous le nom de me- 
thode des premieres et dernières raisons , tantôt 
sous celui de méthode des limites , qu'on em- 
ploie plus où moins fréquemment." 

Sous ce point de vue, l'esprit général de l’a- 
nalyse transcendante consiste à introduire comme 


ve 
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auxiliaires , à la place des quantités primitives ou 
concurremment avec elles, pour faciliter l’établis- 
sement des équations, les limites des rapports 
des accroissemens simultanés de ces quantités , 
ou , en d'autres termes, les dernières raisons de 
ces accroissemens, limites ou dernières raisons 
qu’on peut aisément montrer comme ayant une 
valeur déterminée et finie. Un calcul spécial , 
qui est l'équivalent du calcul infinitésimal , est 
ensuite destiné à s'élever de ces équations entre 
ces limites aux équations correspondantes entre 
les quantités primitives elles-mêmes. 

La faculté que présente une telle au alyse pour ex- 
primer plus aisément les lois mathématiques des 
phénomènes tient,en général, à ce quele calcul por- 
tant, non surlesaccroissemens mêmes des quantités 
proposées, mais sur les limites des rapports de ces 
accroissemens , on pourra toujours substituer à 
chaque accroissement toute autre grandeur plus 
simple à considérer , pourvu que leur dernière 
raison soit la raison d'égalité , ou , en d’autres 
termes , que la limite de leur rapport soit lu- 
mité. Îl est clair, en effet, que le calcul des 
limites ne saurait être nullement affecté de cette 
substitution. En partant de ce principe, on re- 
trouve à peu près l'équivalent des facilités of- 
fertes par l'analyse de Leïbnitz , «qui sont seule- 
ment conçues alors sous un autre point de vue. 
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Ainsi, les courbes seront envisagées comme les 
limites d’une suite de polygones rectilignes ; les 
mouvemens variés comme les limites d'un en- 
semble de mouvemens uniformes de plus en plus 
rapprochés, etc. 

- Qu'on veuille, par exemple, déterminer la 
direction de la tangente à une courbe; on la re- 
sardera comme la limite vers laquelle tendraïit 
une sécante, qui tourneraitautour du point donné, 
de manière que son second point d’intersection se 
rapprochât indéfiniment du premier. En nom- 
mant À y et Azx les différences des coordonnées 
des deux points, on aurait, à chaque instant, 
pour la tangente trigonométrique de l’angle que 


à . Ai 
fait la sécante avec l’axe des abcisses , 4 — N : 


d'où, en prenant les limites, on déduira , rela- 
tivement à la tangente elle-même, cette formule 
générale d'analyse transcendante 


4 qe 


d’après laquelle le calcul des fonctions indirectes 
enseignera , dans chaque cas particulier ; quand 
l'équation de la courbe sera donnée , à déduire là 
relation entre éetx, en éliminant les quantités 
auxiliaires introduites. Si, pour achever la solu- 


(1) J'emploie la caractéristique L pour désigner la limite. 
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tion, on suppose que > — a x *? soit l'équation de 
la courbe proposée, on aura évidemment , 


AYn-24wA%(AT): 
d'où l’on conclura 


AY 
RAY FA:6 &; + à 


Or, ilesi clair que la limite vers laquelle tend 
le second membre, à mesure que À x diminue , 
est 2 &x. On trouvera donc par cette méthode, 
t— 2 a x, comme nous l’ayions obtenu ci-dessus 
pour le même cas; d’après l'analyse de Leïbnitz. 

Pareillement , quand on cherche la rectifica- 
tion d’une courbe, il faut substituer à l’accroisse- 
meni de l'arc s, la corde de cet accroissement , 
qui est évidemment avec lui dans une relation 
telle, que la limite de leur rapport est l’unité, et 
alors on trouve , en suivant d’ailleurs la même 
marche qu'avec la méthode de Leïbnitz, cette 
équation générale des rectifications 


AS AY 


où 
DRRCOECE 


sélon que la courbe est plane ou à double cour- 
-bure. Il faudra maintenant, pour chaque courbe 
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particulière, passer de cette équation à celle en- 
tre l'arc etl’abcisse, ce qui dépend du calcul trans- 
cendant proprement dit. 

On reprendrait avec la même facilité , d’après 
la méthode des limites, toutes les autres questions 
générales, dont la solution a été indiquée ce1-des- 
sus, suivant la méthode infinitésimale. 

Telle est, essentiellement , la conception que 


_ Newton s'était formée, pour l'analyse transcen- | 


dante, ou , plus exactement, celle que Maclau- 
rin et d'Alembert ont présentée comme la base 
la plus rationnelle de cette analyse, en cherchant | 
\ fixer et à coordonner les idées de Newton à ee 
sujet. ; 
Je dois, néanmoins, avant de procéder à l'ex- 
position de la conception de Lagrange, signaler 
ici une autre forme distincte sous laquelle New- 
ton a présenté cette même méthode, et qui mé- 
rite de fixer particulièrement notre attention, 
tant par son ingénieuse clarté dans quelques cas, | 
que comme ayant fourni la notation la mieux 
appropriée à cette manière d'envisager l'analyse 
transcendante, et enfin, comme étant encore au-" 
jourd’hui la forme spéciale du calcul des fonc- 
tions indirectes communément adoptée par les 
géomètres anglais. Je veux parler du calcul des 
fluxions et des fluentes , fondé sur la notion gé- 
nérale. des vitesses. 
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Pour en faire concevoir lidée-mère avec plus 
de facilité, considérons toute courbe comme en- 
sendrée par un point animé d’un mouvement 
varié suivant une loi quelconque. Les diverses 


quantités que la courbe peut offrir, l’abcisse, . 


l’ordonnée, l'arc, l'aire , etc. , seront envisagées 
comme simultanément produites par degrés suc- 
cessifs pendant ce mouvement. La artesse avec 
laquelle chacune aura été décrite sera dite la 
Jluxion de cette quantité, qui, en sens inverse, 
en serait nommée la f/uente. Dès lors, l'analyse 
transcendante consistera, dans cette conception , 
à former immédiatement les équations entre les 
_fluxions des’ quantités proposées pour en déduire 
ensuite, par un calcul spécial , les équations en- 
tre les fluentes elles-mêmes. Ce que je viens d'é- 
noncer relativement aux courbes peut d’ailleurs 
évidemment se transporter à des grandeurs quel- 
conques, envisagées , à l’aide d’une image conve- 
nable, comme produites par le mouvement les 
unes des autres. 

ÎLest aisé de comprendre l'identité générale et 
nécéssaire de cette méthode avec celle des limi- 
tes, compliquée de l’idée étrangère du mouve- 
ment. En effet, reprenant le cas de la courbe, si 
l’on suppose, comme on pet évidemment tou- 
jours le faire, que le mouvement du point décri- 
vant est uniforme suivant une certaine direction; 
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par exemple, dans le sens de l’abcisse , alors la 
fluxion de labcisse sera constante, comme l’élé- 
ment du temps. Pour toutes les autres quantités 
engendrées, le mouvement ne pourrait être conçu 
comme uniforme que pendant un temps infinis 
ment petit. Cela posé, la vitesse étant générale- 
ment, d’après sa notion mécanique, le rapport de 
chaque espace au temps employé à le parcourir, 
et ce temps étant ici proportionnel à l'accroïsse- 
ment de l’abcisse, il s’ensuit que la fluxion de l’or- 
donnée, de l'arc, de l'aire, etc., ne sont véritable- 
ment autre chose, en faisant disparaître la consi- 
dération intermédiaire du temps, queles dernières 
raisons des accroissemens de ces diverses quan- 
tilés comparés à celui de l’abcisse. Cette méthode 
des fluxions et des fluentes n’est donc en réalité 
qu'une manière de se représenter, d’après une 
comparaison mécanique , la méthode des pre- 
mières et dernières raisons, qui seule est réduc- 
tible en calcul. Elle comporte donc. nécessaire 
ment les mêmes avantages généraux dans les 
diverses applications principales de lanalyse 
transcendante, sans que nous ayons besoin de le 
constater spécialement. 

Je considère enfin la conception de Lagrange. 

Elle consiste, das son admirable simplicité, 
à se représenter l'analyse transcendante commé 
un grand artifice algébrique , d’après lequel, pour 
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faciliter l’établissement des équatious, on intro- 
duit, au liea de fonctions primitives ou avec 
elles, leurs fonctions dérivées , c’est-à-dire ; sui- 
vant la définition de Lagrange , le coëfhicient du 
premier terme de l'accroissement de chaque fonc- 
tion, ordonné selon les puissances ascendantes de 
lacéroïssement de sa variable. Le calcul des fonc- 
tions indirectes proprement dit, est toujours des- 
_tiné, ainsi que dans les conceptions de Leïbnitz 
ét de Newton, à éliminer ces dérivées employées 
comme auxiliaires, pour déduire de leurs rela- 
tions lés équations correspondantes entre les gran- 
deurs primitives. 

» L'analyse transcendante n’est alors autre chose 
qu'une simple extension très-considérable dé l'a- 
nalyse ordinaire. C'était déjà depuis long-temps 
un procédé familier aux géomètres, que d'intro- 
duire, dans les considérations analytiques, ax 
lieu des grandeurs mêmes qu'ils avaient à étudier, 
leurs diverses puissances, ou leurs logarithmes;, ou 
leurs sinus, etc., afin de simplifier les équations, 
etmême de les obtenir plus aisément. La dériva- 
lion successive est un artifice général de la même 
hature, qui présente seulement beaucoup plus 
d'étendue,et procure, en conséquence, pour ce but 
commun, des ressources bien plus importantes. 

Mais ; quoiqu'on conçoive sans doute & priori 
que la considération RE de ces dérivées, 
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peut faciliter l'établissement des équations , il 
n’est pas aisé d'expliquer pourquoi cela doit être 


nécessairement d'après le mode de ‘dérivation 
adopté plutôt que suivant toute autre transfor- 
mation. Tel est le côté faible de la grande pensée 
de Lagrange. On n’est point, en effet, réellement 
parvenu jusqu'ici à saisir en général d'une ma- 
nière abstraite, et sans rentrer dans les autres | 
conceptions de l’analyse transcendante, lesavan- | 
tages précis que doit constamment présenter, par | 
sa nature, cette analyse ainsi conçue, pour la 
recherche des lois mathématiques des phéno- 
mènes. Il est seulement possible de les constater, 
en considérant séparément chaque question prin- 
cipale, et cette vérification devient même pénible, 
quand on choisit une question compliquée. | 
Pour indiquer sommairement comment cette 
manière de concevoir l'analyse transcendante peut 
s'adapter effectivement à la solution des problé- 
mes mathématiques, je me bornerai à reprendre 
sous ce point de vue le problème le plus simple 
de tous ceux ci-dessus examinés , celui des tan-. 


Au lieu de concevoir la tangente comme le 
prolongement de l'élément infiniment petit de 
la courbe, suivant la notion de Leïbnitz; ou. 
comme la limite des sécantes , suivant les idées de 
Newton ; Lagrange la considère d’après ce sim 


entes. | 
RS 
| 

| 
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ple caractère géométrique, analogue aux défini- 
tions des anciens, d’être une droite telle qu'entre 
elle et la courbe il ne peut passer, par le point 
de contact, aucune autre droite. Dès lors, 
pour en déterminer la direction, il faut chercher 
l'expression générale de sa distance à la courbe, 
dans un sens quelconque, dans celui de l’or- 
donnée , par exemple, en un second point dis- 
tinct du premier, et disposer de la constante ar- 
bitraire relative à l’inclinaison de la droite, qui 
entrera nécessairement dans cette expression, de 
manière à diminuer cet écartement le plus pos-- 
sible. Or, cette distance étant évidemment évale 
à la différence des deux ordonnées de la courbe 
et de la droite qui correspondent à une même 
nouvelle abcisse x+h, sera représentée par la 
formule 


(P° (x)—t) h+ gh2 4 rh° + eïc. à 


où 1 désigné, comme ci-dessus, la tangente trigo- 
nométrique inconnue de l’angle que fait avec l’axe 
des (x), la droite cherchée, et f”’ (x), la fonction 
dérivée de l’ordonnée f(x). Cela posé, il est aisé 
de voir qu’en disposant de £ de façon à annuler 
le premier terme de la formule précédente, on 
aura rendu l'intervalle des deux lignes le plus 
petit possible, tellement que toute autre droite 
pour laquelle £ n'aurait point la valeur ainsi dé- 
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terminée , s’'écarterait nécessairement davantage 
de la courbe proposée. On a donc, pour la direc- 
tion de la tangente cherchée, l'expression géné- 
rale =f? (x) ; résultat exactement équivalent à 
ceux que fournissent la méthode infinitésimale , 


et la méthode des limites. Il restera maintenant, 


dans chaque courbe particulière , à. trouver 


f? (x), ce qui est une pure question d'analyse, 


tout-à-fait identique avec celles que prescrivent 
alors les autres méthodes, 

Après avoir suffisamment considéré dans leur 
ensemble les principales conceptions générales 
successivement produites jusqu'ici pour l’analyse 


transcendante , je ne dois pas m'arrêter à l'exa- | 


men de quelques autres théories proposées, telles 


que le calcul des évanout 


sont réellement que des modifications plus ou 


moins importantes , el d'ailleurs inusitées , des 
méthodes précédentes. Il me reste maintenant ; 


afin de compléter cet ensemble de considérations, | 
x établir la comparaison et l'appréciation de,ces 
trois méthodes fondamentales. Je dois préalabie: 


ment constater d’une manière générale , leur con: 


formité parfaite et nécessaire. 


* 


IL est d’abord évident, par ce qui précède”, 
qu'à considérer ces trois méthodes quant à leur 


destination effective, indépendamment des idées 


préliminaires, elles consistent toutes en un même | 


ssans d'Euler, qui ne 


| 
| 
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artifice logique général, que j'ai caractérisé dans 
la quatrième lecon , sayoir : l'introduction d’un 
ccriain système des grandeurs auxiliaires, unifor- 
.mément corrélatives à celles qui sont l’objet pro- 
pre de la question, et qu'on leur substitue ex- 
pressément pour faciliter l’expression analytique 
des lois mathématiques des phénomènes, quoi 
_ qu’elles doivent finalement être éliminées, à l’aide 
d’un calcul spécial. C'est ce qui m’a déterminé À 
définir régulièrement l'analyse transcendante 
calcul des fonctions indirectes , afin de marquer 
son vrai caractère philosophique, en écartant 
toute discussion sur la manière la plus convena- 
ble de la concevoir et de l'appliquer. L'effet gé- 
néral de cette analyse, quelle que soit la méthode 
. employée, est donc de faire rentrer beaucoup 
plus promptement chaque question mathémati- 
que dans le domaine du calcul, et de diminuer 
ainsi considérablement la difficulté capitale que 
présente ordinairement le passage du concret À 
l'abstrait. Quoiqu’on fasse, on ne peut espérer 
que le calcul s'empare jamais de chaque question 
de philosophie naturelle, géométrique, ou méca- 
nique , ou thermologique, etc., immédiatement 
à Sa naissance, ce qui serait évidemment contra- 
dicioire. I] y aura constamment dans tout pro- 
blême , un certain travail préliminaire à effectuer 
sans que Je calcul puisse être d'aucun secours, 
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et qui ne saurait être, par sa nature, assujéti à : 


des règles abstraites et inväriables; c’est celui qui 


a pour objet propre l'établissement des équations, 


qui sont le point de départ indispensable de toutes 
les recherches analytiques. Mais cette élaboration 
: préalable a été singulièrement simplifiée par la 


création de l'analyse transcendante, qui a ainsi 


hâté l’époque où la solution comporte l’applica- 


tion uniforme et précise de procédés généraux et 


abstraits ; en réduisant, dans chaque cas, ce tra- 
vail spécial à la recherche des équations entre les 
grandeurs auxiliaires, d’où le calcul conduit en- 
suite aux FL directement relatives aux 
grandeurs proposées, qu'il fallait, avant cette 
admirable conception, établir immédiatement. 


Que ces équations indirectes soient des équations | 


différentielles , suivant la pensée de Leïbnitz; ou 
des équations aux limites , conformément aux 
idées de Newton; ou enfin des équations deéri- 
vées, d'après la théorie de Lagrange; le procédé 
général est évidemment toujours le même. 


Mais la coïncidence de ces trois méthodes. 


principales ne se borne pas à l'effet commun 


qu’elles produisent ; elle existe, en outre, dans 


la manière même de l’obtenir. En effet, non- 
seulement toutes trois considèrent , à la place 
des grandeurs primitives , cerlaines grandeurs 
auxiliaires ; de plus, les quantités ainsi in- 


À 
à 
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troduites subsidiairement, sont exactement iden- 
tiques dans les trois méthodes, qui ne différent, 
par conséquent , que par la manicre de les envi 
_ sager. Cest ce qu'on peut aisément constater , 
en prenant pour terme général de comparaison 
“une quélconque des trois conceptions, celle 
de Lagrange surtout, la plus propre à servir de 
type, comme étant la plus dégagée de considéra- 
“ions étrangères. N’est-il pas évident, par la seule 
définition des Jonclions dérivées, qu'elles ne sont 
autre chose que ce que Leïbnitz appelle les coëf- 
Jiciens différentiels, ou les rapports de la diffé- 
rentielle de chaque fonction à celle de la varia- 
ble correspondante » puisque , en déterminant la 
premiére différentielle, on devra , par la nature 
. même de la méthode infinitésimale, se borner À 
. prendre lé seul terme de l'accroissement de la 
fonction qui contient la première puissance de 
l'accroissement infiniment petit de la variable? 
De même, la fonction dérivée n’est-elle pas aussi 
par sa nature, la Zmite nécessaire vers laquelle 
tend le rapport entre l'accroissement de la fonc- 
tion primitive et celui de sa variable > à Inmesure 
que ce dernier diminue indéfiniment, puisqu'elle 
exprime évidemment ce que devient ce rapport, 
en supposant nul l'accroissement de la variable. 


* a. d ? En 
” Ce qu'on désigne par + dans la méthode de Leïh- 
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$ : A 
nitz, ce qu'on devrait noter L _ dans celle de 


Newton, et ce que Lagrange a indiqué par FMC à 


est toujours une même fonction , envisagée sous 
trois points de vue différens; les considérations 
de Leïbnitz et de Newton, consistant proprernent 
Ne À A LT fe à »  p? r 

\ faire connaître deux propriétés générales néces- 
saires de la fonction dérivée. L'analyse transcen- 


dante, examinée abstraitement, et dans son prin- 


cipes est donc toujours la même, quelle que soit 
la conception qu'on adopte: les procédés du cal- 
cul des fonctions indirectes sont nécessairement 
identiques dans ces diverses méthodes , qui, pa- 
reillement , doivent, pour une application quel- 
conique, conduire constamment à des résultats 
rigoureusement conformes. j ù 


Si maintenant nous cherchons à apprécier la : 


valeur relative de ces trois conceptions équiva- 


lentes, nous trouverons dans chacune des avan- 


tages et des inconvéniens qui lui sont propres, 
et qui empêchent encore les géomètres de s’en 
tenir strictement à une seule d’entr’elles, consi- 
_ dérée comme définitive. re 
La conception de Leïbnitz présente, incon- 
testablement, dans l’ensemble des applications, 


une supériorité très-prononcée, en conduisant 


d'une manière beaucoup plus rapide, et avec bien" 
"1 


moins d'efforts intellectuels, à la formation des 
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équations entre les grandeurs auxiliaires. C'est 
à son usage que nous devons la haute perfection 

«qu'ont enfin acquise toutes les théories générales 
de la géométrie et de la mécanique. Quelles que 
soient les diversés opinions spéculatives des géo- 
mètres sur la méthode infinitésimale , envisagée 
abstraitement , tous s'accordent tacitement à l’em- 
Dior de préférence , aussitôt qu’ils ont à traiter 
une question nouvelle, afin de ne point compli- 
. quer la difficulté nécessaire par cet obstacle pu- 
rement artificiel , provenant d’une obstination 

= déplacée à vouloir suivre une marche moins ex- 

… péditive: Lagrange lui-même, après avoir recon- 

struit sur de nouvelles bases l’analyse transcen- 
dante , a rendu, avec cette haute franchise qui 
convenait si bien à son génie, un hommage. écla- 
 lant et décisif aux propriétés caractéristiques de 
la conception de Leïbnitz, en la suivant exclu- 
sivement dans le système entier de la mécanique 
_ analytique. Un iel fait nous dispense , à ce sujet, 
de toute autre réflexion. ÿ 
Mais quand on considère en elle-même, et 
sous.le rapport logique, la conception de Leïb- 
nitz ; on ne peut s s'empêcher de reconnaître avec 
De qu'elle est radicalement vicieuse, en ce 
que, suivant ses propres expressions , la notion 
des infiniment petits est une idée fausse, qu'il 
eslimpossible , en effet , de se sébr ésenter nette- 
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ment , quoiqu’on se fasse quelquefois illusion à 
cet égard. L'analyse transcendante , ainsi conçue, 
présente, à mes yeux, cette grande imperfection. 
philosophique, de se trouver encore essentielle- 
ment fondée sur ces principes métaphysiques, 
dont Pesprit humain a eu tant de peine à dégager 
toutes ses théories positives. Sous ce rapport; on 
peut dire que la méthode infinitésimale porte … 
vraiment l'empreinte caractéristique de l'époque 
de sa fondation, et du génie propre de son fon- | 
dateur. On peut bien , il est vrai, par Fingémieuse 
idée de la compensation des erreurs , s'expliquer 
d’une manière générale , comme nous l’avons fait 
ci-dessus , l’exactitude nécessaire des procédés 
généraux qui composént Ja méthode infinitési- 
male. Mais cela seul n'est-il pas un inconvénient 
radical , que d’être obligé de distinguer, en ma- 
thématique , deux classes de raisonnemens ; ceux. 
qui sont parfaitement rigoureux, et ceux dans 
lesquels on commet à dessein des erreurs qui de- 
vront se compenser plus tard? Une conception 
qui conduit à des conséquences aussi étranges , 
est, sans doute , rationnellement, bien peu satis-” 
faisante. | 
Ce serait évidemment éluder la difficulté sans. 
la résoudre, que de dire, comme on l'a fait quel-. 
quefois, qu'il est possible, par rapport à chaque 
question, de faire rentrer la méthode infinitésimale 
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proprement dite dans celle des limites, dont le 
caractère logique est irréprochable. D'ailleurs , 
une telle transformation enlève presqu CT 
ment à la conception de Leïbnitz les avantages 
essentiels qui la recommandent si éminemment , 
quant à la facilité et à la rapidité des opérations 
intellectuelles. : 

Enfin n’eût-on même aucun égard aux impor- 
tantes considérations qui précèdent, la méthode 
infinitésimale n’en présenterait pas moins évidem- 
ment , par sa nalure, ce défaut capital de rompre 
l'unité de Ja rhsthémrijué abstraite, en créant 
un calcul transcendant fondé sur des principes 
si différens de ceux qui servent de base à l’ana- 
lyse ordinaire. Ce partage de ai en deux 
mondes presque indépendans , tend À empêcher 
la formation de conceplions analytiques vérita- 
blement générales. Pour en bien apprécier les 
conséquences, il faudrait se reporter, par la pen- 
sée , à l’état dans lequel se trouvait la science , 
avant que Lagrange eût établi entre ces deux 
grandes sections une harmonie générale et dé- 
 finitive. | | 

Passant à la conception de Newton , il est évi- 
dent que, par sa nature , elle se trouve À l'abri 
des objections logiques fondamentales que pro- 
voque la méthode de Leïbnitz. La notion des 4- 
miles est, en effet, remarquable par sa netteté 
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et par sa justesse. Dans T'analyée ne 
présentée de cette manière, les équations sont 
envisagées comme exactes dès. l'origine , et les 
règles générales du raisonnement sont aussi 
constamment observées que dans l'analyse ordi- 
naire. Mais, d’un autre côté, elle est bien Join 
d'offrir, pour la solution des problèmes; d'aussi 
puissantes ressources que la méthode infinitési- 
male. Cette obligation qu’elle impose de ne con- 
sidérer, jamais les accroissemens des. grandeurs 
| séparément.et en eux-mêmes, ni seulement dans 
leurs rapports, mais uniquement dans les limites 
de ces rapports ralentit considérablement la 
marche de l'intelligence pour la formation des 
équations auxiliaires. On. peut même dire qu'elle 
gêne beaucoup les transformations purement ana- 
lytiques. Aussi le calcul transcendant, considéré 
séparément de ses applications, est-il loin d'offrir 
dans cette méthode l’étendue et la généralité que 
lui a imprimées la conception de Leïbnitz. Cest 
très-péniblement , par exemple, qu'on parvient 


à étendre la théorie de Newton aux fonctions 
de plusieurs variables indépendantes. Quoi qu'il. 


en, soit, c’est surtout. par rapport aux applica- 


tions , que l’infériorité relative de cette théorie se 


trouve, marquée. 
Je ne dois pas négliger à à ce sujet de faire ob- 
server que plusieurs géomètres du conunent, en 
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adoptant, comme plus rationnelle, laméthode de 
Newton, pour servir de base à Vanalyse trans- 
cendante, ont déguisé en partie cette infériorité, 
par une grave Inconséquence , qui consiste à ap- 
pliquer à cette méthode la notation imaginée par 
Leïbnitz pour la méthode infinitésimale , et qui 
n'est réellement propre qu'à elle, En désignant 


par ii ce que, rationnellement , U faudrait , dans 


D A À ' 
la théorie des limites, noter LT ».eten étendant 


à toutes les autres notions analytiques ce dé- 
placement de signes, on se propose sans doute 
de combiner les avantages spéciaux des deux 
méthodes ; mais on ne parvient, en réalité, qu'à 
établir entr'elles une confusion vicieuse , dont 
l'habitude tend à empêcher de se former des 
idées nettes et exactes de l’une ou de l’autre. Il 
serait sans doute étrange, à considérer cet usage 
en lui-même, que, par le seul moyen des signes, 
on püt effectuer une véritable combinaison entre 
deux théories générales aussi distinctes. 

Enfin la méthode des limites, présente aussi , 
quoiqu'à un moindre degré, l'inconvénientmajeur 
que j'ai signalé ci-dessus, dans la méthode infi- 
nitésimale, d'établir une séparation totale entre 
l'analyse ordinaire et l'analyse ‘ranscendante. 
Car l’idée des Æmites , quoique nette et rigou- 
reuse, n'en est pas moins, par elle-même, comme 
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Lagrange l’a remarqué, une idée étrangère, dont 
les théories analytiques ne devraient pas se trou- , | 


ver dépendantes. 

Cette unité parfaité de l'analyse, ce caractère 
purement abstrait de ses notions fondaméntales, 
se trouvent au plus haut degré dans’ la concep- 


tion de Lagrange, et ne se trouvent que là. Elle 


est, pour cette raison, la plus rationnelle êt la 


plus philosophique de toutes, Ecartant avec soin 


toute considération hétérogène, Lagrange a réduit 


l'analyse transcendante à son véritable caractère", 


propre, celui d'offrir une classe très-étendue de 


Li 


transformations analytiques; à l’aide desquelles 


on facilite singulièrement l'expression des con- 
ditions des divers problèmes. En même temps; 


cette analyse s’est nécessairement présentée par. 


là comme une simple extension de l'analyse ordi- 
naire ; elle n’a plus été qu’une algèbre supérieure. 
Toutes les diverses parties, jusqu'alors si inco- 


hérentes, de la mathématique abstraite, ont pus 


A À 

être conçues, dès ce moment, comme formant 

un système unique. 
Malheureusement, uné conception douée, 


indépendamment de la notation si simple et si | 
lucide qui lui correspond , de propriétés aussi | 
fondamentales, et qui est, sans doute, destinée à 


devenir la théorie définitive de l'analyse transs 


cendante, à cause de sa haute supériorité phile= | 


ou 
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sophique sur toutes les autres méthodes propo- 
sées, présente dans son état actuel, trop de dif- 
ficultés, quant aux applications, lorsqu'on la 
compare à la conception. de Newton, et surtout 
à celle de Leïbnitz, pour pouvoir étre encore ex- 
clusivement adoptée. Lagrange lui-même, n’est 
parvenu que très-péniblement à retrouver, d’après 
saméthode, les résultats principaux déjà obtenus 
par, la méthode infinitésimale pour la solution 
des questions générales de géométrie et de mé- 
canique ; on peut. juger par là combien on irou- 
verait d'obstacles à traiter, de la même manière, 
des questions vraiment nouvelles et de quelque 
importance. Îl est vrai que Lagrange, en plu- 
sieurs occasions , a montré que les difficultés, 
même articielles, déterminent , dans les hommes 
de génie, des efforts supérieurs, susceptibles de 
conduire à des résultats plus étendus. C’est ainsi 
qu'en tentant d'adapter sa méthode à l'étude de la 
courburedeslignes, qui paraissait si peu pouvoiren 
comporter l'application , il s'est élevé à cette belle 
théoriedes contacts, qui a tant perfectionné cette 
partie importante de la géométrie. Mais, malgré 
ces heureuses exceptions ; la conception de La- 
grange n'en est pas moins jusqu'ici demeurée, 
dans son ensemble, essentiellement impropre aux 
applications. 

Le résultat final de la comparaison générale 
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que je viens d’esquisser, et qui exigerait de plus 
amples développemens, est donc, comme je l'a- 
vais avancé en commençant cette leçon, que, 


our connaître réellement l'analyse transcen- 
P à | 


dante, il faut non-seulement la considérer, dans 
son principe , d'après les trois conceptions fon- 
damentales distinctes, produites par Leïbnitz, 
par Newton, et par Lagrange, mais, en outre, 
s’habituer à suivre presqu’indifféremment d’après 
ces trois méthodes principales, et surtout d’après 
les deux extrêmes, la solution de toutes les ques- 
tions importantes, soit du calcul des fonctions 
indirectes en lui-même, soit de ses applications. 
C’est une marche que je ne saurais trop fortement 
recommander à tous ceux qui désirent juger phi- 


losophiquement cette admirable création de Fes- 


prit humain , comme à ceux qui veulent essen- 
tiellement apprendre à se servir avec succès et 
avec facilité de ce puissant instrument. Dans 
toutes les autres parties de la science mathéma- 
tique, la considération de diverses méthodes 
pour une seule classe de questions peut étre utile, 
même indépendamment de l'intérêt historique 
qu’elle présente ; mais elle n’est point indispen- 
sable : ici, au contraire, elle est strictement né- 
cessaire. 

Ayant déterminé avec précision, dans cette 
leçon , le caractère philosophique du calcul des 


» 
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fonctions indirectes, d’après les principales con- 
ceptions fondamentales dont il est susceptible , 
il me reste maintenant à considérer, dans la leçon 


suivante, la division rationnelle et la composition 
générale de ce calcul. 
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Sommaire. Tableau général du calcul des fonctions indirectes. 


Par-suite des considérations exposées dans la 
leçon précédente , on conçoit que le calcul des 
fonctions indirectes se divise nécessairement en 
deux, parties, jou, pour mieux dire, se décom- 
pose en deux calculs tout-à-fait distincts, quoi- 
que, par leur nature, intimement liés ; suivant 
qu'on se propose de trouver les relations entre les 
grandeurs auxiliaires, dont l'introduction con- 
shtue l'esprit général de ce calcul , d'après les 
relations entre les grandeurs primitives corres- 
pondantes ; où qu’on cherche, en sens inverse , 
à découvrir ces équationsdirectes d’aprésles équa- 
tions indirectes établies immédiatement. Tel est , 
en effet, le double objet qu'on à continuellement 
en vue dans l'analyse transcendante. 

Ces deux calculs ont reçu différens noms, se- 
Jon le point de vue sous lequel a été envisagé l’en- 
semble de cetie analyse. La méthode infinitési- 
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male proprement dite étant. jusqu'ici la plus-usi- 
tée, par les raisons que J'ai discutées, presque tous 
les géomètres du continent emploient habituel- 
lement, pour désigner ces deux calculs, les dé- 
nominations de calcul différentiel et de calcul 
intégral, établies par Leïbnitz, et qui Sont, en 
effet, des conséquences très-rationnelles de sa 
conception. Newton, d’après sa méthode, a nom- 
mé le premier, le calcul des fluxions, et le second 
le calcul des fluentes , expressions communé- 
nient adoptées! en Angleterre. Enfin , en “suivant 
la théorie éminemment philosophique fondée‘par 
Bagrangée, on appellerait l'un, le calcul des fonc- 
tions dérivées: et: Vautre le calculdes fone- 
Lions: primilives. Je continuerai à me’ servir des 
termes-de- Leïbnitz ; comme plus propres; dans 
natre!languei} la formation des expressions se= 
condaires y :quoiqué je doive , d’après les explicas 
_tiôns contenues dans la leçon précédente ; ém- 
ployer, concurremment toutes les diverses con 
ceptons en me rapprochant ; autant que: possis 
bles déicelle’de Lagrange. 15199 699 HHANRONNE $. 
_:Be-caleul différentiel est: évidemment) la base 
rationnelle du calcul intégral. Car nous ne savons 
et ne pouvons savoir intégrer immédiatement que 
lesexpressions différentielles produites par ja dif- 
féréntiation des’ diverses fonctions simples: qui 
constituent les élémens généraux de notre analyse: 


+ 
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L'art, de l'intégration consiste ensuite essentielle: 
ment à ramener, autant que possible, tousies au- 
tres cas à.ne dépendre finalement que de ce petit 
nombre d'intégrations fondamentales... 

En . considérant l’ensemble de l’anelyse itrans- 
De » telque je l'ai caractérisé dans la leçon 
précédente , on ne voit pas d'abord quelle peut 
être l'utilité propre du calcul différentiel > indé : 
pendamment. de-cette relation. nécessaire avec le 
caleul. intégral , ; qui semble devoir être, par lui- 
même , le seul ditenter ous indispensable. En.ef- 
fet, l'élimination des infinitésimales, ou des déri- 
vées ; introduites commeauxiliaires pour faciliter 
l'établissement des équations , constituant , d’ après 
ce que nous-ayons vu, l'objet définitifet invaria- 
ble du.calcui des fonctions indirectes ; illést. ha 
turel de. penser que le calcul qui enseigne à dé- 


duire des équations entre ces grandeurs auxiliaires, 
celles qui ont lieu entre les grandeurs primitives 
elles-mêmes, doit strictement.suffire aux besbins 
généraux de fararts FreMesalante sans qu'on. 


aperçoive, au premier coup-d ils ; quelle part spé- 
ciale.et.constante peut avoir, dans une telle ana- 
lyse , la solution dela question inverse. Ce serait 
abusiyvement que, suivant l'usage ordinaire, pour 


expliquer l'influence direéte et nécessaire propre: 


au calcul différentiel, on lui assignerait la desti- 
nation de former les équations différentielles, d’où 


TO: 


sh | 
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le calcul intégral fait parvenir ensuite aux équa- 
tions finies. Car la formation primitive des équa- 
tions différentielles n’est, et ne peut être , à pro- 
prement parler, l’objet d'aucun calcul, puisqu'elle 
constitue, au contraire, par sa naiure, le point 
de départ indispensable de tout calcul quelconque. 
Comment, en particulier, le calcul différentiel 
qui, par lui-même, se réduit à enseigner les 
moyens de différentier les diverses équations, 
pourrait-il être un procédé général pour en éta- 
blir? Ce qui, dans toute application de l'analyse 
transcendante, facilite en effet la formation des 
équations, c’est la méthode infinitésimale , et non 
le calcul infinitésimal, qui en est parfaitement 
distinct, quoiqu’en étant le complément indispen- 


sable: Une telle considération donnerait donc une 


fausse idéede la destination spéciale qui caractérise 
le- calcul différentiel dans le système général de 
l’analyse transcendante. 

Mais ce serait, néanmoins, concevoir bien im- 
parfaitement la véritable importance propre de 
cette première branche du calcul des fonetions 
indirectes, que d’y voir seulement un simple tra- 
vail préliminaire, n’ayant d'autre objet général 
et essentiel que de préparer au calcul intégral des 
fondemens indispensables. Comme les idées sont 
ordinairement confuses à cet égard , je crois de-. 
voir expliquer sommairement 1ci cette importante 
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relation , telle que je la conçois, et montrer que, 
dans chaque application quelconque de l'analyse 
transcendante , une première part directe et néces- 
saire est constamment assignée au calcul diffé- 
rentiel. 

En formant les équations différentielles d’un 
phénomène quelconque, il est bien rare qu’on se 
borne # introduire différentiellement les seules 
grandeurs dont on cherche les relations. S’impo- 
ser cette condition, ce serait diminuer inutile- 
ment les ressources que présente l’analyse trans- 
cendante pour l'expression des lois mathématiques 
des phénomènes. Le plus souvent on fait entrer 
aussi par leurs différentielles , dans ces équations 
premières, d’autres grandeurs , dont la relation 
est déjà connue ou supposée l'être, et sans la con- 
sidération desquelles il serait fréquemment im- 
possible d'établir les équations. C’est ainsi, par 
exemple, que dans le problème général de la rec- 
üfication des courbes, l’équation différentielle, 


_ ds? = dy? + dx?, ou ds® — dx? + dy + de, 


n'est pas seulement établie entre la fonction cher- 
chée s et la variable indépendante x à laquelle on 
veut la rapporter ; mais on a introduit en même 
temps , comme intermédiaires indispensables’, les 
différentielles d’une ou deux autres fonctions y 
et 3, qui sont au nombre des données du pro- 
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blème ; il n’eût pas été possible de former immé- 

diatement l'équation entre ds êt dx, qui serait 

d’ailleurs amet à chaque courbé considérée. 

Ilen est de même pour la plupart des quéstions. 

Or, dans ces cas , il est évident que l'équation 

différentielle: n’est pas immédiatement propre à 

l'intégration Il faut, auparavant, queiles difié+ 

rentielles des fonctions spposées connues ;qui 

ont été employées comme intermédiaires ;/ soient 

entièrement éliminées , afin que les équations se 

trouvent établies entreles différentielles des seules 

fonctions cherchées et celles des: variables réelle- 

ment indépendantes ; ‘après quoi-la question ne 

dépend plus effectivement que du calcul'intégrale 
Or, cette élimination préparatoire de certaines 

différentielles, afin de:rédure les infinitésimales. 
auiplus petit nombre possible, est simplement du 

ressort du calcul différentiel. Car elle: doit -se 

faire évidemment, en: déterminant ; d’après les 
équations entre les fonctions supposées connues 

prises pour intermédiaires , les relations de leurs 
différentielles, ce qui n'est qu'une question de dif- 
férentiation. Ainsi, par.exemple, dans.le cas des 
rectifications, il faudra d’abord calculer dy où dy 
et ds, en différentiant,, l'équation ou les équations 
de chaque courbe proposée; et, d'après ces exz 
pressions , la formule différentielle générale énôn- 
cée ci-dessus.ne, contiendra, plus que ds'et. dx 3 
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parvenue a ce point, l'élimination des infinitési- 
males ne peut plus être achevée que par le calcul 
intégral. | 

Tel.est donc l'office général nécessairement 
propre au. calcul différentiel dans la solution‘to- 
tale des questions qui exigent l'emploi. de Fana- 
lyse transcendante : préparer, autant que possible, 
l'élimination des infinitésimales , c’est-à-dire ré- 
duire, dans chaque cas , les'équations différen- 
tielles primitives à. ne plus contenir que les diffé- 
rentielles des variables réellement indépendantes 
et celles des fonctions cherchées , en faisant dis- 
paraître, par la différentiation, les différentielles 
de ioutes les autres fonctions connues qui ont pu 
être-prises pour intermédiaires lors de la forma. 
tion des équations différentielles du problème, 

Pour certaines questions , qui, quoiqu’en petit 
nombre, n'en'ont pas moins, ainsi que nous lé 
verrons plus tard, une très-grande importance, 
les grandeurs cherchées se trouvent même entrer 
directement ; et non par leurs différentielles , 
dans les équations différentielles primitives, quine 
contiennent alors différentiellement que les di-- 
verses fonctions connues , employées comme in- 
lermédiaires d’après l'explication précédente. Ces 
cas sont, de tous, les plus favorables, car, ilest 
évident que le calcul différentiel. suffit alors en- 
tièrement à l'élimination complète des-infinitési-. 
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males , sans que la question puisse donner lieu à 
aucune intégration. C’est ce qui arrive, par exem- 
ple, dans ie problème des tangentes, en géomé- 
trie ; dans celui des vitesses, en mécanique, elc. 

Enfin, plusieurs autres questions , dontle nom- 
bre est aussi fort petit, mais dont l'importance 
n’est pas moins grande, présentent un second cas 
d'exception, qui est, par sa nature, exactement 
l'inverse du précédent. Ce sont celles où les 
équations différentielles se trouvent être immé- 
diatement propres à l’intégration, parce qu'elles 
ne contiennent, dès leur première formation, 
que les infinitésimales relatives aux fonctions 
cherchées ou aux variables réellement indépen- 
dantes, sans qu’on ait été obligé d'introduire 
différentiellement d’autres fonctions comme inter- 
médiaires. Si, dans ces nouveaux cas , on a effec- 
tivement employé ces dernières fonctions, comme, 
par hypothèse, elles entreront directement et 
non par leurs différentielles , l'algèbre ordinaire 
suffira pour les éliminer , et réduire la question 
à ne plus dépendre que du calcul intégral. Le 
calcul différentiel n’aura donc alors aucune part 
spéciale à la solution complète du problème, qui 
sera tout entière du ressort du calcul intégral. La 
question générale des quadratures en offre un: 
exemple important, ear l'équation différentielle 
étant alors, d4=ydx, deviendra immédiate- 


4, 
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ment propre à l'intégration aussitôt qu'on aura 
éliminé , d'après l’équation de la courbe proposée, 
la fonction intermédiaire y, qui n'y entre point 
différentiellement : la même circonstance a lieu 
pour le problème des cubatures , et pour quelques 
autres aussi essentiels. 

En résultat général des considérations précé- 
dentes, il faut donc partager en trois classes Les 
questions mathématiques qui exigent l’emploi 
de l’analyse transcendante: la première classe 
comprend les problèmes susceptibles d’être en- 
üérement résolus au moyen du seul calcul diffé- 
rentiel, sans aucun besoin du calcul intésral; 
la seconde, ceux qui sont, au contraire, entiè- 
rement du ressort du calcul intégral, sans que le 
calcul différentiel ait aucune part à leur solution ; 


enfin , dans la troisième et la plus étendue, qui 


constitue le cas normal, les deux autres n’étant 


que d'exception , les deux calculs ont successive 
ment une part distincte et nécessaire à la solution 
complète du problème, le calcul différentiel fai- 


sant subir aux équations différentielles rimitives, 
q 


une préparation indispensable à l'application du 
calcul intésral, T'elles sont exactement les rela- 
tions générales de ces deux calculs, dont on se 
forme communément des idées trop peu précises. 

Jetons maintenant un coup-d’œil général sur 
la composition rationelle de chacun d’eux, en 
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commençant, comme il convient évidement: 
par le calcul différentiel. | | 
Dans l'exposition de l’analyse transcendante, on 
a l'habitude de mêler à la partie purement analy- 
iiqué, qui se réduit au traité abstrait de la diffé- 
rentiation et de l’intéeration, l'étude de ses diverses 
applications principales , surtout de celles qui 
concernent la géométrie. Cette confusion d'idées, 
qui, e est une suite du mode effectif suivant lequel 
la science s’est développée, présente, sous le'tap- 
port dogmatique, de graves inconvéniens :ence 
qu’elle empêche. dé. concevoir convenablement ; 
soit l'analyse, soit la géométrie. Devant considérer 
ici la coordination la plus rationnelle possible; je 
né comprendrai, dans le tableau suivant, que: le 
calcul des fonctions indirectes proprement dit, 
réservant; pour la portion de ce volume relative 
à l’étude-philosophique de la mathématique con- 
crête, l'examen général de ses grandes applica- 
tions géométriques et mécaniques (1). | 
La division fondamentale du calcul différen- 
tiel pur, ou du traité général de la différentiation, 
consiste: à distinguer .deux càs, suivant que des 


(x) J'ai établi depuis long-temps , dans mon enseignement or- 
dinaire de l'analyse transcendante , l’ordre que je vais exposer. 
Un-nouveau professeur d’analyse transcendante à l'École Pely- 
technique; avec lequel je me félicite de m'être rencontre, 
M. Mathieu a adopté , dans son cours de cette année, une marche 
essentiellement semblable. 
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fonctions analytiques qu'il s'agit de différentier 
sont explicites où implicites; d'où deux parties 
ordinairement désignées par les noms de différen- 
tiation des formules et différentiation des équa- 
tions. Il est aisé de concevoir. à priori. Vimpor- 
tance de. éette, classification. En.effet, ‘une telle 
distinction serait illusoire si Fanalyse ‘ordinaire 
était parfaité, c’est-à-dire, si lon:savait résoudre 
algébriquement toutes les équations ; car alors il 
serait possible de rendre explicite toute fonction 
implicite ; ev, en ne la différentiant que dans cet 

état, la seconde partie du calcul différentiel ren- 
trerait immédiatement dans la première, sans 
donner lieu à aucune nouvelle difficulté. Mais la 
résolution algébrique des équations étant, comme 
nous l'avons vu, encore presque dans l'enfance , et 
ignorée jusqu'à présent pour le plusgrand nombre 
des cas ,.on comprend qu’il en. doit être tout au- 
trement;. puisqu'il s’agit dès lors , à proprement 
parler, de.différentier une fonction sans la cont- 
naître, bien. qu’elle soit déterminée. La différen- 
tiation des fonctions implicites constitue donc, 
par sa nature, une question vraiment distincte 
de celle que présentent les fonctions explicites , 
et, nécessairement plus compliquée. Ainsi c’est 
évidemment par la différentiation des formules 
qu'il faut commencer,.et on parvient ensuite à 
ramener généralement à ce premier cas la diffé- 
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rentiation des équations, par certaines considé- 
rations analytiques invariables , que je ne dois 
pas mentionner ici. 

Ces deux cas généraux de la di fférentiation sont 
encore distincts sous un autre rapport également 
nécessaire, et trop important pour que je néglige 
de le signaler. La relation obtenue entre les diffé- 
rentielles est constamment plus indirecte, par 
rapport à celle des quantités finies, dans la diffé- 
rentiation des fonctions implicites que dans celle 
des fonctions explicites. On sait, en effet , d’après 
les considérations présentées par Lagrange sur la 
formation générale des équations différentielles , 
que, d’une part, la même équation primitive 
peut donner lieu à un plus ou moins grand nom- 
bre d'équations dérivées de formes très-diverses, 
quoique, au fond, équivalentes, suivant celles des 
constantes arbitraires que l’on élimine, ce qui n’a 
pas lieu dans la différentiation des formules ex- 
plicites ; et que, d’une autre part, le système in- 
ini d'équations primitives différentes qui corres- 
pondent à une même équation dérivée, présente 
une variété analytique bien plus profonde que 
celle des diverses fonctions susceptibles d’une 
même différentielle explicite, et qui ne se dis- 
tinguent les unes des autres que par un terme | 
constant. Les fonctions implicites doivent donc 
être envisagées comme étant réellement encore 
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plus modifiées par la différentiation que les fone- 
tions explicites. Nous retrouverons tout à l'heure 
cette considération relativement au calcul inté- 
gral, où elle acquiert une importance prépondé- 
rante. 

Chacune des deux parties fondamentales du cal- 
culdifférentiel se subdivise elle-même en deux 
théories très-distinctes, suivant qu'il s'agit de 
différentier des fonctions À une seule variable , où 
des fonctions à plusieurs variables indépendantes. 
Ge second cas est, par sa nature, tout-à-fait dis- 
lünct du premier, et présente évidemment plus de 
complication, même en ne considérant que les 
fonctions explicites, et à plus forte raison pour 
les fontions implicites. Du reste, Pun se déduit 
généralement de l’autre, à laide d’un principe 
invariable fort simple, qui consiste à regarder la 
différentielle totale d’une fonction en vertu des 
accroissemens simultanés des diverses variables 
indépendantes qu’elles contient, comme la somme 
des différentielles partielles que produirait l’ac- 
croissement séparé de chaque variable successi- 
vement , si toutes les autres étaient constantes. Il 
faut, d’ailleurs, soigneusement remarquer à ce 
Sujet une notion nouvelle qu’introduit, dans le 
Système de l'analyse transcendante, la distinction 
des fonctions à une seule variable et à plusieurs : 

cest considération: de ‘ces: diverses fonctions 
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dérivées spéciales , relativés à chaque variableiso- 
lément et. dont le, nombre-croît de plus; eneplus 
à mesure que l’ordre de la dérivation s'élève ;ret : 
aussi quand les variables sont plus multipliées: fl 
en résulte que les relations différentielles propres 
aux fonctions de plusieurs ;variables : sont, par 
leur nature; et bien plus:indirectes,:et surtout 
beaucoup plus indéterminées que celles relatives 
aux fonctions d'uneseule variable. Cela estoprin- 
cipalement sensible, pour-les fonctionsimplicites 
où, au lieu des simples constantes arbitraires que 
l'élimination, fait disparaitre quand on forme les 
équations différentielles propres: aux fonctions 
d'une seule. variable, «cé sont.des fonctions arbi- 
traires, des variables proposées qui se trouvent éli- 
minées ; d'où doivent résulter, lors des tite 
tionsi.des difficultés spécialessie 1501 sde 

Enfin,, pour. compléter:.ce tableau sommaire 
des diverses parties. essentielles du::calcul diffé- 
rentiel-proprement dit, je dois ajouter que;-däns 
la différentiation des fonctions ‘implicites, soit à 
une-seule variable , «soit à: plusieurs, il:faut-en- 
core distinguer le cas où il s’agit de différentier 
à la fois diverses fonctions de ce genre, mélées 
dans certaines équations primitives , de celui où 
toutes ces fonctions sont séparées. 

Les fonctions sont évidemment, en effet, encore 
plus implicites dans le premier cas que dans Je 
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second, si l’on considère: que la même imperfec- 
tion. de l’analyse:ordinaire, qui empêche de con- 
vertir toute fonction ottEuté en une fonction 
explicite équivalente ;: ne permet pas davantage 
de séparer les fonctions qui entrent simultané- 
ment dans un système quelconque d'équations. Il 

sagit alors! de différentier; non- -seulement sans 
savoir résoudre : les: équations primitives, mais 
même sans pouvoir effectuer  entrelles les élimi- 
nations convenables , ce qui constitue une nouvelle 
difficulté. 4 | 948 
els ‘sont. donc ea bd té naturel .et F 
Aibbélbition rationnelle des diverses théories 
principales dont.se compose le traité général. de 
la; différentiation. On. voit | que, la différentia- 
tion, des fonctions implicites se: déduisant: de 
cellé des fonctions explicites par:un seul prin- 
aipe Constantb;.et la différentiation des fonctions 
à. plusieurs variables, se ramenant , par un autre 
principe. fixe; à. celle des fonctions à une seule 
variable; tout: le calcul différentiel se: trouve 
reposer, en dernière analyse, sur la différentia- 
tion des fonctions explicites à une seule variable, 
la seule qui s'exécute jamais directement. Or, il 
est aisé de concevoir que cette première théorie, 
base nécessaire du systèmeentier, consiste simple- 
ment dans la différentiation des ‘dix fonctions 
simples, qui sont ies élémens uniformes de toutes 


288 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


nos combinaisons analytiques, et dont : J'ai pré- 
senté le tableau (4° lecon, page 173). Car Ja 
différentiation des fonctions composées se déduit 
évidemment, d’une manière immédiate et néces- 
saire, de celle des fonctions simples qui les con- 
stituent. C’est donc à: la connaissance de ces dix 
différentielles fondamentales, et à celle des deux 
principes généraux, ci-dessus mentionnés, qui y 
ramènent tous les autres cas possibles:, que serré- 
duit, à proprement parler, tout le ‘traité de la 
différentiation. On voit, par la combinaïson de 
ces diverses considérations, combien ‘est à la fois 
simple et parfait le système entier ducaleul dif- 
férentiel proprement dit. Îl constitue certaine- 
ment, sous le rapport logique, le spectacle le plus 
intéressant que l'analyse mathématique puisse 
présenter à notre intelligence. VE. 

Le tableau général que je viens d'esquisser 
sommairement offrirait, néanmoins ; une lacune 
essentielle, si je n’indiquais ici distinctement une 
dernière théorie, qui forme, par sa! nature, le 
* complément-indispensable du traité de la -diffé- 
rentiation. C'est celle qui æ pour objet la trans- 
formation constante des fonctions dérivées, en 
résultat des chargemens déterminés de variables 
indépendantes, d’où résulte la possibilité de rap- 
porter à de nouvelles variables toutes les formules 
différentielles. générales: établies primitivement 
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pour. d’autres. Cette question est maintenant ré- 
‘solue dela manière la plus complete et la plus 
simple ; comme toutes celles dont se compose le 
calcul différentiel. On conçoit aisément l’impor- 
tance générale qu'elle doit avoir dans les applica- 
tions quelconques de l'analyse transcendante, 
dontelle peut être considérée comme augmentant 
les ressources fondamentales, en permettant de 
choisir ; pour former d’abord plus aisément les 
équations: différentielles , le système de variables 
Agpendänies quiparaîtra le plus avantageux, 
bien qu'il ne doive pas être maintenu plus tard. 
Cest. ainsi, par exemple, que la plupart des 
questions principales de la géométrie se résolvent 
beaucoup plus aisément en rapportant les lignes 
et les surfaces à des coordonnées rectilignes, et 
“qu'on peut néanmoins être conduit à les appli- 
quer: à des formes exprimées analytiquement, à 
Vaide de coordonnées polaires , ou de toute autre 
manière. On pourra éommencer alors la solution 
différentielle du problème en. employant toujours 
le système rectiligne, mais seulement comme un 
Intermédiaire ; d’après lequel, par la théorie gé- 
_mérale que nous avons en vue.ici, on passera au 
système définitif, qu'il eût été quelquefois im- 
possible de considérer directement. 

Dans la classification rationnelle que je viens 
d exposer pour l’ensemble du calcul différentiel. 
TOME 1. 20 
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on serait naturellement tenté de signaler une 
omission grave, puisque je n'ai pas sous-divisé 
chacune des quatre parties essentielles d'après une 
autre considération générale, qui semble d’abord 
fort importante en elle-même, celle de l’ordre plus 
ou moins élevé de la différentiation. Mais il est 
aisé de comprendre que cette distinction n’a au- 
cune influence réelle dans le calcul différentiel , 
en ce qu'elle n’y donne lieu à aucune difculté 
nouvelle. En effet, si le calcul différentiel n’était 
pas rigoureusement complet, c'est-à-dire, si on 
ne savait point différentier indistinctement toute 
fonction quelconque , la différentiation au second | 
ordre, où à un ordre supérieur, de chaque fonc- 
tion déterminée , pourrait engendrer des difhcul- 
tés spéciales. Mais la parfaite universalité du cal- 
cul différentiel donne évidemment l'assurance de 
pouvoir différentier à un ordre quelconque toutes 
les fonctions analytiques connues, la question se 
réduisant sans cesse à une différentiation au pre-. 
nier ordre , successivement redoublée. Ainsi, lat 
considération des divers ordres de différentielles 
peut bien donner naissance à de nouvelles re- 
marques plus ou moins importantes, surlout en 
ce qui concerne la formation des équations diffé- 
rentielles , et les dérivées partielles successives des 
fonctions à plusieurs variables. Mais elle ne sau- 
rait, évidemment , constituer aucun nouveau pro 
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blème général dans le traité de la différ entidtion. 
Nous verrons tout à l'heure que cette distinction, 
qui na, pour ainsi dire, aucune importance dans 
le calcul différentiel, en acquiert, au contraire, 
une très-srande dans le calcul intégral, en vertu 
de l'extrême imperfection de ce dernier calcul. 

Enfin, quoique j'aie cru, en thèse générale ; 
ne devoir nullement envisager en ce moment les 
diverses applications principales du calcul diffé- 
rentiel , il convient néanmoins de faire une EXCep- 
tion pour celles qui consistent dans la solution 
de questions purement analytiques, qui doivent, 
en effet, être rationnellement placées à la suite 
du traité de la différentiation proprement dite , à 
cause de l’homogénéité évidente des sde 
tions. Ces cjuestions peuvent se réduire à trois 
essentielles : 1° le développement en séries des 
fonctions à une seule ou à plusieurs variables, ou, 
plus généralement, la transformation des fonc- 
üons, qui constitue la plus belle et la plus impor- 
tante application du calcul différentiel à l'analyse 
générale , et qui comprend, outre la série fonda- 
mentale découverte par Taylor, les séries si re- 
 marquables trouvéespar Maclaurin, par Jean Ber- 
nowlli, par Lagrange, etc.; 20 la théorie géné- 
rale des valeurs maxima et minima pour les 
fonctions quelconques à à une seule ou à plusieurs 
variables , un des plus intéressans problèmes que 

20. 
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| puisse présenter l'analyse, quelque élémentaire 
qu'il soit devenu aujoùrd'hui , età la solution 
complète duquel le calcul différentiel s'applique 
très-paturellement; 3° enfin, la détermination 
générale de la vraie valeur des fonctions qui se 
présentent sous une apparcnce indéterminée pour 
certaines hypothèses faites sur les valeurs des va- 
ciables correspondantes, :ce qui est le problème 
le moins étendu et le moins important des trois, 
quoiqu'il mérite d’être noté ici. La première ques- 
tion ést. sars contredit, la principale sous tous 
les rapports: elle est aussi la plus susceptible 
d'acquérir dans la suite une extension nouvelle, 
surlout en concevant, d’une manière plus large 
qu’on ne l'a fait jusqu'ici, l'emploi du calcul dif- 
férentiel pour la transformation des fonctions , au 
sujet de laquelle Lagrange a laissé quelques indi- 
cations précieuses, qui n'ont encoreété ni générali- 
sées 1 suivies. | 

Je regrette beaucoup d’être obligé, par les li- 
mités nécessaires de cet ouvrage, de me borner 
à des considérations sommaires aussi insuffisantes 
sur tons les divers sujets que je viens de passeren 
revue, et qui comporteraient, par leur nature, 
des développemens beaucoup plus étendus, en 
continuant toujours néanmoins à rester dans les 
généralités qui sont le sujet propre de ce cours: 
Je passe maintenant à l'exposition également ra- 
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pide du tableau systématique du calcul intégral 
proprement dit, c'est-à-dire du traité abstrait de 
l'intégration. | 
La division fondamentale du calcul intégral est 
fondée sur le même principe que celle ci-dessus 
exposée pour le calcul différentiel , en distinguant 
lintégrationdes formules différentielles explicites, 
et l'intégration des différentielles implicites, on 
des équations différentielles. La séparation de ces 
deux cas est même bien plus profonde relative- 
ment à l'intégration , que sous le simple rapport 
de la différentiation. Dans le calcul différentiel : 
en effet, cette distinction ne repose , comme nous 
l'avons vu, que sur l'extrême imperfection de J’a- 
nalyse ordinaire, Mais, au contraire, il est aisé 
de voir que, quand même toutes les équations 
seraient résolues algébriquement, les équations 
différentielles n’en constitueraient pas moins un . 
cas d'intégration toult-à-fait distinct de celui que 
présentent les formules différentielles explicites. 
Car, en se bornant, par exemple, au premier 
ordre et à une fonction unique y d’une seule va- 
riable x , pour plus de simplicité, si l’on suppose 
résolue, par rapport à æ, une équation diffé- 
rentielle quelconque entre æ, y, et æ ;. l'ex= 
pression de la fonction dérivée se trouvant alors 
contenir généralement la fonction primitive elle- 
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même qui est l’objet de la recherche, la questio 
d'intégration n’aurait nullement changé de nature, 
et la solution n'aurait fait réellement d'autre pro- 
grès que d'avoir amené l’équation différentielle, 
proposée à ne plus être que du premier degré re- 
Jativement à la fonction dérivée, ce qui est, en soi, 
de peu d'importance. La différentielle n’en serait 
donc pas moins déterminée d’unemanière à peuprès 
aussi implicite qu'auparavant, sous le rapport de 
l'intégration, qui continuerait à présenter essen- 
tiellement la même difficulté caractéristique. La 
résolution algébrique des équations ne pourrait 
faire rentrer le cas que nous considérons dans la 
simple intégration des différentielles explicites , 
que dans les occasions très-particulières où l’é- 
quation différentielle. proposée ne contiendrait 
point la fonction primitive elle-même, ce qui 
permettrait, par conséquent, en la résolvant, de 
trouver . en fonction de x seulement, et de ré- 


duire ainsi la question aux quadratures. 

La considération que je viens d’indiquer pour les 
équations différentielles les plus simples aurait évi- 
demment encore plus d'importance pour celles des 
ordres supérieurs ou qui contiendraient simultané- 
ment diverses fonctions de plusieurs variables indé- 
pendantes. Ainsi , l'intéeration des différentielles 
quinesont déterminées qu'implicitement constitue. 
par sa nature, et, sans aucun égard à l’état de J'al- 
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sebre, un cas entièrement distinct de celui relatif 
aux différentielles explicitement exprimées en 
fonction des variables indépendantes. L’intégra- 
tion des équations différentielles est donc néces- 
sairement plus compliquée que celle des différen - 
tielles explicites, par l'élaboration desquelles le 
calcul intégral a pris naissance, et dont ensuite 
on s’est efforcé de faire, autant que possible. dé- 
pendre les autres. Tous les divers procédés ana- 
lytiques proposés Jusqu'ici pour intégrer les 
équations différentielles , soit la séparation des 
variables, soitla méthode des multiplicateurs, etc, 
ont en effet pour but de ramener ces intégrations 
à celles des formules différentielles, la seule qui, 
par sa nature, puisse être entreprise directement. 
Malheureusement , quelqu'imparfaite que soit 
jusqu'ici cette base nécessaire de tout le calcul 
intégral, l’art d'y réduire l'intégration des équa- 
üons différentielles est encore bien moins avancé. 

Chacune de ces deux branches fondamentales 
du calcul intégral se sous-divise ensuite en 
deux autres! comme dans le calcul différentiel, 
et par des ie exactement analogues ( que je 
me dispenserai, par conséquent, dé reproduire), 
suivant que l’on considère des fonctions à une 
seule variable ou des fonctions à plusieurs varia- 
bles indépendantes. Je ferai seulement observer 
que cette distinction est, comme la précédente, 
encore plus importante pour l'intégration que 
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pour la différentiation Cela est surtout remar- 
quable, relativement aux équations différentielles. 
En effet, cellés qui se rapportent à plusieurs 
variables indépendantes peuvent évidemment 
présenter cette difficulté caractéristique’, et d’un 
ordre bien plus élevé, que la fonction cherchée. 
soit définie différentiellement par une simple re- 
lation entre ses diverses dérivées spéciales rela- 
tives aux différentes variables prises séparément. 
De là résulte la branche la plus difhaile, et 
aussi la plus étendue du calcul intégral, ce qu'on 
nomme ordinairement le calcul intégral aux di af. 
férences partielles , créé par d'Alembert , et dans 
lequel, suivant la juste appréciation de Lagrange, 
les géomètres auraient dû voir réellement un 
caleul nouveau, dont le caractère philosophique 
n’est pas assez exactement jugé. Une différence 
très-saillante entre ce cas et celui des équations à 
une seule variable indépendante consiste , comme 
jé l'ai observé ci-dessus, dans les fonctions arbi- 
traires qui remplacent les simples constantes 
arbitraires pour donner aux intégrales corres- 
pondantes toute la généralité convenable. 

À peine ai-je héso de dire que cette branche 
supérieure de l'analyse transcendante est encore 
entièrement dans l'enfance, puisque, seulement 
dans le cas le plus simple, celui d’une équation 
du premier ordre entre les dérivées partielles 
d’une seule fonction à deux variables indépen- 
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dantes, on ne sait point même jusqu'ici complé- 
. tement ramener l'intégration à celle des équations 
différentielles ordinaires. L’intécration relative 
aux fonctions de plusieurs ne est beaucoup 
plus avancée , dans le cas, infiniment plus simple, 
à la vérité, où il ne s’agit que des formules diffé- 
rentielles explicites. On sait alors en effet, quand 
ces formules remplissent les conditions conve- 
nables d'intégrabilité ; réduire constamment leur 
Dostion aux quadratures. 

Une nouvelle distinction générale, applicable, 
comme sous-division , à l'intégration des différen- 
tielles explicites ou implicites, à une seule va- 
riable ou à plusieurs, se tire de l’ordre plus ou 
moins élevé des différentiations, qui ne donne 
lieu à aucune question spéciale dans le calcul 
différentiel , ainsi que nous l’avons remarqué. 

Relativement aux différentielles explicites, 
soit à une variable, soit à plusieurs, la nécessité 
de distinguer leurs divers ordres ne tient qu’à 
l'extrême imperfection du calcul intégral. En 
effet, si l’on savait constamment intégrer toute 
formule différentielle du premier ordre, lin- 
tégration d’une formule du second ordre ou de 
tout autre ne constituerait point , évidemment , 
une question nouvelle, puisqu'en l’intégrant 
d'abord au premier ordre, on parviendrait à 
l'expression différentielle de lPordre immédiate- 
ment précédent , d’où, par une suite convenable 
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d’intégrations analogues, on serait certain de re- 
monter finalement à la fonction primitive, ob- 
jet propre d’un tel travail. Mais le peu de con- : 
naissances que nous possédons sur les intégrations 
premières fait qu'il n’en est point ainsi, et que 
l'ordre plus ou moins élevé des différentielles 
engendre des difficultés nouvelles. Car, ayant des 
formules différentielles d’un ordre quelconque 
supérieur au premier, il peut arriver qu'on sache 
les intégrer une première fois ou plusieurs fois de 
suite, etque, néanmoins, on ne puisse remonter 
ainsi aux fonctions primitives, si ces travaux 
préliminaires ont produit, pour les différentielles 
d'un ordre inférieur, des expressions dont les 
jutégrales ne sont pas connues. Cette circons- 
tance doit se présenter d'autant plus fréquem- 
ment, lenombre des intégrales connues étant en- 
core fort petit, que ces intégrales successives sont 
généralement, comme on sait, des fonctions très- 
différentes des dérivées qui les ont engendrées. 

Par rapport aux différentielles implicites, la 
distinction des ordres est encore plus impor- 
tante; car, outre le motif précédent, dont l'in- 
fluence est évidemment ici analogue, et même à 
un plus haut degré, il est aisé de sentir que l’ordre. 
supérieur des équations différentielles donne lieu 
nécessairement à des questions d’une nature 
nouvelle. En effet, sût-on même intégrer indis- 
Unctement toute équation du premier ordre rela- 
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tive à une fonction unique, cela ne suflirait point 
pour faire obtenir l'intégrale définitive d’une 
équation d’un ordre quelconque , toute équation 
différentielle n'étant pas réductible à celle d’un 
ordre immédiatement inférieur. Si l’on a par 
exemple, pour déterminer une fonction y de la 
variable x, une relation quelconque entre x, y, 
a et x on n'en pourra point déduire immédia- 
tement, en effectuant une première intégration, 
la Lo différentielle correspondante entre 


D 7, ét 7 = d'où, par une seconde intégration on 


D cru à l'équation primitive. Cela n'aurait 
lieu nécessairement , du moins sans introduire de 
nouvelles fonctions auxiliaires, que si l'équation 
du second ordre proposée ne contenait point la 
fonction cherchée y, concourremment avec ses 
dérivées. En thèse générale, les équations diffé- 
rentielles devront donc réellement être envisagées 
comme présentant des cas d'autant plus zmplicites 
que leur ordre est plus élevé, et qui ne pourront 
rentrer les uns dans les autres que par des métho- 
des spéciales, dont la recherche constitue, par 
conséquent , une nouvelle classe de questions, à 
l'égard desquelles on nesait jusqu'ici presque rien, 
même pour les fonctions d’une seule variable (1). 

(1) Le seul cas important de ce genre qui ait été complétement 


traité jusqu'ici , est l'intégration générale des équations linéaires 
dun ordre quelconque , à coefficiens constans. Encore se trouve- 
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Au reste, quand on examine, d'unemanière très- 
approfondie, cette distinction des divers ordres 
d'équations différentielles, on trouve qu’elle pour- 
rait rentrer constamment dans une dernière dis- 
tinction générale, relative aux équations diffé- 
rentielles , que j'ai encore à signaler. En effet , 
les équations différentielles à une seule ou à plu- 
sieurs variables indépendantes peuvent ne con- 
tenir simplement qu’une seule fonction , ou bien, 
dans un cas évidemment plus compliqué et plus 
implicite, qui correspond à la différentiation des 
fonctions implicites simultanées , on peut avoir 
à déterminer en même temps plusieurs fonc- 
uons d'après des équations différentielles où elles 
se trouvent mêlées, concurremment avec leurs 
diverses dérivées. Il est clair qu’un tel état dé 
la question présente nécessairement une nou- 
velle difficulté spéciale, celle d'établir la sépa- 
ration des différentes fonctions cherchées, en 
formant pour chacune , d’après les équations dif- 
férentielles proposées , une équation différentielle 
isolée , qui ne contienne plus les autres fonctions 
ni leurs dérivées. Ce travail préliminaire, qui est . 
l’analogue de l'élimination en alsèbre , est évi- 
demment indispensable avant de tenter aucune! 
intégration directe, puisqu'on ne peut entrepren= 
dre généralement, à moins d'artifices spéciaux 


t-elle dépendre finalement de la résolution algébrique des équa- 
tions d'un dégré égal à l’ordre de la différentiation. 
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très-rarement applicables | de déterminer immé- 
diatement à la fois plusieurs fonctions distinctes. 
Or, il est aisé d'établir la coïncidence exacte et 
nécessaire de cette nouvelle distinction avec la 
précédente, relative À l’ordre des équations dif- 
férentielles. On sait, en effet, que la méthode 
générale pour isoler les fonctions dans les équa- 
üons différentielles simultanées , Consiste essen- 
tellement à former des équations différentielles, 
séparément relatives à chaque fonction, et dont 
l’ordre est égal à la somme de tous ceux des di- 
_verses équations proposées. Cette transformation 
peut s'effectuer constamment. D'un autre côté , 
toute équation différentielle d’un ordre quelcon- 
que relative à une seule fonction pourrait évi- 
_demment se ramener toujours au premier ordre, 
enintroduisant un nombreconvenable d'équations 
différentielles auxiliaires, contenant simultané- 
ment les diverses dérivées antérieures considérées 
comme nouvelles fonctions à déterminer. Ce pro- 
cédé a même été quelquefois employé avec succès, 
quoique , en général, il ne soit pas normal. Ce 
sont done deux genres de conditions nécessaire- 
mentéquivaless, dans la théorie générale des équa- 
tons différentielles, que la simultanéité d’un plus 
où moins grand nombre de fonctions, et l’ordre 
de différentiation plus où moins élevé d’une fonc- 
tion unique. En augmentant l’ordre des équations 
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différentielles, on peut isoler toutes les fonc-. 
tions; et, en multipliant artificiellement le nom- 
bre des fonctions, on peut ramener toutes les 
équations au premier ordre. Il ny a, par consé- 
quent, dans Fun et Fauire cas, qu'une même 
difficulté , envisagée sous deux points de vue dif- 
férens. Mais, de quelque manière qu’on la cons 
coive, cette nouvelle difliculté commune n’en 
est pas moins réelle, et n'en constitue pas moins, 
par sa nature, une séparation tranchée entre l’inté- 
gration des équations du premier ordre et celle des. 
pion unordre supérieur. Je préfère indiquer” 
la distinction sous cette dernière forme, comme 
plus simple, plus générale et plus rationnelle: 

D'après les diverses considérations indiquées 
ci-dessus sur l’enchaînement rationnel des diffé=" 
renies parties principales du calcul intégral; on voit 
que l'intégration des formules différentielles exe 
plicites du premier ordre à une seule variable 
est la base nécessaire de toutes les autres intégra- 
tions , qu’on ne parvient jamais à effectuer qu'au 
tant qu'on peut les faire rentrer dans ce cas élé= 
mentaire, le seul évidemment qui , par sa nature; 
soit susceptible d’être traité directement. Cette in- 
tégration simple et fondamentale est souvent 
désignée par l’expression commode de quadra= 
tures, attendu que toute intégrale de ce genre 
S'f(x)dx, peut, en effet, être envisagée comme 
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représentant l'aire d’une courbe dont l'équation 
en coordonnées rectilignes serait y = f(x). Une 
telle classe de questions correspond , dans le cal- 
cul différentiel, au cas élémentaire de la diffé- 
rentiation. des. fonctions explicites à une seule 
variable. Mais la question intégrale est, par sa na- 
ture, bien autrement, compliquée , et surtout 
beaucoup plus étendue que la question différen- 
tielle. Celle-ci se réduit nécessairement, en effet, 
comme nous l'avons vu, à la différentiation des 
dix fonctions simples , élémens de toutes celles 
que l'analyse considère. Au contraire, l'intésra- 
tion des fonctions composées ne se déduit point né- 
cessairement de celle des fonctions simples, dont 
chaque nouvelle combinaison doit présenter , 
sous le rapport du calcul intégral , des difficultés 
spéciales. De là , l'étendue naturellement indéfi- 
mie; et la complication si variée de la question 
des quadratures, sur laquelle, malcré tous les ef- 
forts des analystes, on possède encore si peu de 
Connaissances complètes. 

+ En décomposant celte question, comme il est 
naturel de le faire, suivant les diverses formes 
que peut affecter la fonction dérivée, on dis- 
tingue d'abord ie cas des fonctions algébriques, 
et ensuite celui des fonctions transcendantes. 
L'intégration vraiment analytique de ce dernier 
ordre d'expressions est jusqu'ici fort peu avan- 
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cée , soit pour les fonctions exponentielle , soit 
pour les ‘fonctions logarithmiques, soit pour les 
fonctions circulairés. On n’a traité encore qu’un 
très-petit nombre de cas de ces trois divers gen- 
res , en les choisissant parmi les plus simples . 
qui conduisent même ordinairement à des calculs 
extrémement pénibles. Ce que nous devons sur- 
tont remarquer à ce sujet sous le rapport philo- 
sophique', c’est que les divers procédés de qua- 
drature ne tiennent à aucune vue générale sur. 
l'intégration , et consistent en de simples artifices | 
de calcul fort incohérens entre eux . et dont 4 
le nombre est très-mulliplié, à cause de l'é-. 
tendue très-bornée de chacun d’eux. je dois ce- 
perdant signaler ici un de ces artifices qui, 
sans être réellement une méthode d'intégration, 
est néanmoins remarquable par sa généralité : 
c’est le procédé inventé par Jean Bernouilli , et 
connu soûs le nom de l'intégration par parties , 
d’après lequel toute intégrale peut être ramenée à- 
une autre, qui se trouvequelquefois être plus facile 

à obtenir. Cette ingénieuse relation mérite d'être 
notée sous un autre rapport, comme ayant offert 
la première idée de cette transformation les unes 
dans les autres des intégrales encore inconnues ; 
qui a reçu dans ces derniers temps une plus grande 
extension, et dont M. Fourier surtout a fait 
un usage si nouveau et si important pour 
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Jes questions analytiques engendrées par la théo- 
rie de la chaleur. 

Quant à l'intéoration des fonctions algébriques, 
elle est plus avancée. Cependant, on ne sait en- 
core presque rien relativement aux fonctions 
irrationnelles, dont les intégrales n’ont été obte- 
mues que dans des cas extrêmement bornés, et 
surtout en les rendant rationnelles. L’intésration 
des fonctions rationnelles est jusqu'ici la seule 
théorie de calcul intégral qui ait pu étre traitée 
d'une manière vraiment complète : sous le rapport 
logique, elle en constitue done la partie la plus 
Satisfaisante , mais peut-être aussi la moins im- 
portante, Îl est même essentiel de remarquer, 
pour avoir une juste idée de l’extrême imperfec- 
ton du calcul intégral, que ce cas si peu étendu 
n'est entièrement résolu que pour ce qui con- 
cerne proprement l'intégration, envisagée d'une 
manière abstraite; car, dans l'exécution, la théorie 
se trouve le plus souvent, indépendamment de la 

complication des calculs, tout-à-fait arrétée par 
limperfection de l'analyse ordinaire, attendu 
qu'elle fait dépendre finalement l'intésration de la 
“résolution algébrique des équations, ce qui en 
limite singulièrement l'usage. 

Pour saisir, d’une manière générale, l'esprit 
des divers procédés d’après lesquels on procède 
aux quadratures, nous devons reconnaître d’ail- 
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leurs que, par leur nature, ils ne peuvent être 
fondés primitivement que sur la différentiation 
des dix fonctions simples, dont les résultats, 


considérés sous le point de vue inverse , établis- . 


sent autant de théorèmes immédiats de calcul 
intégral, les seuls qui puissent être connus di- 
rectement, tout l'art de l'intégration consistant 
ensuite, comme je lai exprimé en commençant 
eette leçon’, à faire rentrer, autant que possible, 
toutes les autres quadratures dans ce petit nombre 
de quadratures élémentaires, ce qui malheureu- 
sement nous est encore. le plus souvent inconnu. 
Dans cette énumération raisonnée des diverses 
parties essentielles de-calcul intégral suivant leurs 


. L --#.i La FL L] AN" Li \ 
relations logiques , j'ai négligé à dessein, pour ne 


pas interrompre l’enchaînement, de considérer 
distinctement une théorie fort importante, qui 
forme implicitement une portion de la théorie 
générale de lintégration des équations différen- 
tielles ; mais que je dois ici signaler séparément , 
comme élant, pour ainsi dire, en dehors du 
calcul intécral ,.et offrant néanmoins le plus grand 
intérêt, soit par sa perfection rationnelle, soit 
par létende due ses applications. Je veux parler 


de ce qu’on appelle les solutions singulières des 


équations différentielles, dites quelquefois, mais 


à tort, solutions particulières, qui ont été le su- 


jet de travaux très-remarquables de la part d'Euler 


Li 
* 
. 
# 
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et de Laplace, et dont Lagrange surtout à pré- 


senté une st belle et si simple théorie générale. 


On sait que Clairaut, qui le premier , eut occa- 
sion d'en remarquer l'existence, y vit un para- 
doxe de calcul intégral, puisque ces solutions 
ont pour caractère propre de satisfaire aux 
équations différentielles sans être néanmoins 


. comprises dans les intégrales générales correspon- 


dantes. de a, depuis, Pphque ce para- 
doxe de la manière la plus ingénieuse et la plus 
satisfaisante, en montrant comment de telles s0- 
Jutions dérivent toujours de l'intégrale générale 
par la variation des constantes arbitraires. Il à 
aussi, le premier , convenablement apprécié l’im- * 
portance de cette théorie, et c’est avec raison 
qu'il Jui a consacré, dans ses lecons sur le calcul 
des fonctions, un si grand développement. Sous 
le point de vue rationnel, cette théorie mérite 
en effel toute notre attention, par le caractère de 
parfaite généralité qu’elle comporte , puisque 
Lagrange a exposé des procédés invariables et fort 
simples pour trouver la solution singulière de 
toute équation différentielle quelconque qui en 
est susceptible; et, ce qui n’est pas moins remar- 
quable, ces procédés n’exigent aucune intésration, 
consistant seulement dans des différentiations, et 
par là même toujours applicables. La différen- 
tation est ainsi devenue , par un heureux artifice, 
27. 
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un moyen de suppléer dans certaines cireon- 
stnces à l’imperfection du calcul intégral. En 
effet, certains problèmes exigent surtout, par 
leur nature, la connaissance de ces solutions s/n- 
gulières. elles sont, par exemple, en géomé- 
rie, toutesles questions où il s’agit de déterminer 
une courbe d’après une propriété quelconque de 
sa tangente ou de son cercle osculateur. Dans 
tous les cas de cegenre, après avoir exprimé cette 
propriété parune équation différentielle , ce sera, 
sons le rapport analytique, l'équation singulière 
qui constituera l'objet le plus important de la 
recherche, puisqu'elle seulereprésenterala courbe 
demandée, l'intégrale générale, qui devient dès 
lors inutile à connaître , ne devant désigner autre 
chose que le système des tangentes ou des cercles 
osculateurs de cette courbe, On conçoit aisément, 
d'après cela, toute l'importance de cette théorie, 
qui me semble n'être pas encore suffisamment 
appréciée par la plupart des géomètres. 

Enfin, pour achever de signaler le vaste en- 
semble de recherches analytiques dont se com- 
pose le calcul intégral proprement dit , 11 me reste 
à mentionner une théorie fort importante dans 
toutes les applications de l'analyse transcendante, 
que j'ai dû laisser en dehors du système comme 
n'étant pas réellement destinée à une véritable 
intégration , et se proposant au contraire derem- 
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placer la connaissance des intégrales vraiment 
analytiques, qui sont le plus souvent ignorées. 
On voit qu'il s’agit de la détermination des inte- 
grales définies. 

L'expression , toujours possible, des intégrales 
en séries indéfinies, peut d'abord être envisagée 
comme un heureux moyen général de compenser 
souvent l'extrême imperfection du calcul intégral . 
Mais l'emploi de telles séries, à cause de leur 
complication et de la difficulté de découvrir la 
loi de leurs termes, est ordinairement d’une mé- 
diocre utilité sous le rapport algébrique, bien 
quon en ait déduit quelquefois des relations fort 
essentielles. C’est surtout sous le rapport arithmé- 
tique que ce procédé acquiert une grande impor- 
lance, comme moyen de calculer ce qu’on ap- 
pelle les intégrales définies, c'est--dire, les 
_ Yaleurs des fonctions cherchées pour certaines va- 
leurs déterminées des variables correspondantes. 

Une recherche de cette nature correspond 
exactement, dans l’analyse transcendante, à la ré- 
solution numérique des équations dans l'analyse 
ordinaire. Ne pouvant obtenir le plus souvent la 
véritable intégrale ; celle qu'on nomme par oppo- 
sition , l'intégrale générale où indéfinie , c'est-à- 
dire, la fonction qui, différentiée, 4 produit la 
formule différentielle proposée, les analystes ont 
dû s'attacher à déterminer, du moins, $ans con- 
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naître une telle fonction, les valeurs numériques 
particulières qu’elle prendrait en assignant aux 
variables des valeurs désignées. C’est évidemment 
résoudre la question a ae , Sans avoir 
préalablement résolu la question algébrique cor- 
respondante, qui, le plus souvent, est précisé 
ment la plus importante. Une telle analyse est 
donc par sa nature, aussi imparfaile que nous 
avons vu l'être la résolution numérique des équa- 
tions. Elle présente, comme celle-ci, une con- 
fusion vicieuse du point de vue arithmétique avec 
le point de vue algébrique ; d’où résultent, soit 
sous la rapport purement logique , soit relative- 
ment aux applications, des inconvéniens analo- 
gues. Je puis donc me dispenser de reprocproi ici 
pe considérations indiquées dans la cinquième 
lecon au sujet de l algèbre. On conçoit néanmoins 
que, dans impossibilité où nous sommes presque 
toujours de connaître les véritables intégrales , 1l 
est de la plus haute importance d’avoir pu obte- 
nir au moins cette solution incomplète et néces- 
sairement insuffisante. Or, c’est à quoi on est 
heureusement parvenu aujourd’hui pour tous les 
cas, l'évaluation des intégrales définies ayant été 
ramenée à des méthodes entièrement générales , 
qui ne laissent à désirer, dans un ‘grand nombre 
d'occasions, qu'une moindre complication des 
calculs, but vers lequel se dirigent aujourd'hut 
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toutes les transformations spéciales des analystes. 
Regardant maintenant comme parfaite cette sorte 
d'arithmétique transcendante, la difficulté , dans 
les applications, se réduit essentiellement à ne 
faire dépendre finalement la recherche proposée 
que d’une simple détermination d'intégrales dé: 
finies, ce qui, évidemment , ne saurait être tou- 
jours possible, quelque habileté analytique qu’on 
puisse employer à effectuer une transformation 
aussi forcée. À | 

Par l’ensemble des considérations indiquées 
dans cette lecon, on voit que, si le calcul diffé- 
rentiel constitue, de sa nature, un système fimité 
et parfait auquel il ne reste plus à ajouter rien 
d'essentiel, le calcul intégral proprement dit, ou 
le simple traité de l'intégration, présente néces- 
sairement un champ inépuisable à l’activité de 
l'esprit humaïn, indépendamment des applica- 
tions indéfinies dont l'analyse transcendante est 
évidemment susceptible. Les motifs généraux par 
lesquels jai tâché de faire sentir, dans la cin- 
quième leçon, l'impossibilité de découvrir jamais 
la résolution algébrique des équations d’un degré 
et d’une forme quelconques, ont sans aucun doute, 
infiniment plus de force encore relativement à la 
recherche d’un procédé unique d'intégration , in- 
variablement applicable à tous les cas. C’est, 
dit Lagrange, wn de ces problèmes dont on ne 
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saurait espérer de solution genérale. Plus on mé- 
ditera sur cé sujet, plus on sera convaineu , jene | 
crains pas de laffirmer; qu’une telle recherche 
est totalement chimérique, comté étant beati- 
coup trop supérieure à la faible portée de notre 
intelligencé, bien que les travaux des géomètres 
doivent certainettient atigmenter dans la suité 
l'ensemble de nos éonnaissances acquises sur l'in: 
tégration, et créer aussi des procédés d’une plus 
grande généralité. L'analyse transcendänte est 
encore trop près de sa naissance, il ÿY a surtout 
trop peu de temps qu’elle est conçue d'uñe ide 
nière vraiment rationelle ; pour quenous puissions 
nous faire une juste idée de ce qu’elle pourra de- 
venit un jour. Mais, quelles que doivent être nos 
légitimes espérances, n'oublions pas de considérer 
avant tout les limités imposées par notré constitue 
tion intellectuelle ; ét qui, pour n'être pas suscep- 
tibles d’une détérniination précise, n’eh ont pas 
moins üne réalité incontestable. | 

Au lieu de tendre à imprifner au calcul des 
fonetions indirectes, tel que nous lé concevons 
atijourd’hui, une perfection chimérique, je suis | 
pürté À penser qué lorsque les géomètres auront 
épüisé les applications les plus importantés de 
pus ie mener RE = ils sé érée- 
ront plutôt dehouvellesréssotiréés , en changeant 
le mode de dérivation dés quantitées auxiliaires 
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_ intréduites pour faciliter l'établissement des équa- 
tions , et dont la formation pourrait suivre uñe in- 
finité d'autres lois que la relation très-simple qui 
a été choisie, d’après uné conception que j'ai déjà 
indiquée dans la quatrième leçon. Les moyens de 
cette nature me paraissent sûsceplibles, en eux- 
mêmes, d'une plus #rande fécondité qué cetix qui 
consisteraiént seulement à pousser plus loin notre 
caleul actuel des fonctions indirectes. C’ést une 
pensée que. je souméts aux géomètres dont les 
méditations se sont tournées vers la philosophie 
générale de l'analyse. 

Du reste, quoique j'aie dû, dans exposition 
sommaire qui était l’objet propre de cétte lécon, 
rendre sensible l’état d’extiéme imperfection où 
setrouve encore le calcul intégral, on aurait une 
fausse idée des ressources générales de l'analyse 
transcendante , si on aëécordait à celle conisidéra- 
tion une trop grande importance. Îl en est ici , en 
efièt, comme dans l'analyse ordinaire, où l’on est 
parvenu à utiliser, à un degré immense, un très- 
petit nombre de connuissances fondamentales sur 
la résolution des équations. Quelque peu avancés 
qu'ils soient réellement jusqu'ici dans la science 
des intécrations, les géomètres n'en ont pas moins 
uré , de notions abstraites aussi peu multipliées, 
la solution d’une multitude de questions de pre- 
mière importance en géométrie , en mécanique , 
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en thermologie , etc. L’explication philosophique 
de ce double fait général résulte de l'importance 
et de la portée nécessairement prépondérantes 
des connaissances abstraites, dont la moindre se 
trouve naturellement correspondre à une foule : 
de recherches concrètes, l’homme n’ayant d’autre 
ressource pour l'extension successive de ses moyens : 
intellectuels , que dans la considération d'idées : 
de plus en plus abstraites et néanmoins positives: + 
Pour achever de faire connaître, dans toute ” 
son étendue ,-le caractère philosophique:de l’a- 
nalyse transcendante, ilme reste à considérer une 
dernière conception par laquelle l’immortel La- 
grange, que nous retrouvons sur toutes les 
grandes voies de la science mathématique , a ren-. 
du cette analyse encore plus propre à faciliter " 
l'établissement des équations dans les problèmes 
les plus difficiles, en considérant une classe d'é- 
quatons encore plus z2directes que les équations “ 
différentielles proprement dites. C’est le calcul" 
ou plutôt la méthode des variations, dontl’appré- « 
clation générale sera l’objet de la leçon suivante! ” 
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Sommaire. Considérations générales sur le calcul des variations. 


Afin de saisir avec plus de facilité le caractère 
philosophique de la méthode des variations , il 
convient d'abord de considérer sommairement la 
nature spéciale des problèmes dont la résolution 
générale a nécessité la formation de cette analyse 
hyper-transcendante. Ce calcul est encore trop 
près de son origine , les applications en ont été 
jusqu'ici trop peu variées , pour qu'on püt en con- 
cevoir une idée générale suffisamment claire , si 
je me bornais à une exposition purement abstraite 
de sa théorie fondamentale , bien qu’une telle ex- 
position doive être ensuite, sans aucun doute, 
l'objet principal et définitif de cette leçon. 

Les questions mathématiques qui ont Gonné 
naissance au calcul des variations consistent , 
en général , dans la recherche des maxima et des 
minima de certaines formules intégrales indéter- 
minées , qui expriment la loi analytique de tel ou 


+ 
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tel phénomène géométrique ou mécanique, con- 
sidéré indépendamment d’aucun sujet particulier. 
Les géomètres ont désigné pendant long-temps. 
toutes les questions de ce génre par le nom com- 
mun de problèmes des isopérimètres , qui ne con- 
vient cependant qu’au plus petit nombre d’entre 
elles. 

Dans la théorie ordinaire des maxima et mu- 
nima, on se propose de découvrir, relativement. 
À une fonction donnée d’une seule ou de plusieurs 
vatiables, quelles valeurs particulières il faut as- 
signer à ces variables pour que la valeur corres-, 
pondante de la fonction proposée soil un MAXE= 
mum où un minimum , par rapport à celles qui. 
précèdent et qui suivent immédiatement , c'est- 
à-dire qu’on chérche, à proprement parler, à 
quel instant la fonction cesse de croître pour com 
mencer À décroître, ou réciproquement, Le cal- 
cul différentiel suffit pleinement , éomme on sait, 
à la résolution générale de cette classe de ques- 
tions, en montrant que les valeurs des diverses va- 
riables quiconviennent, soit au r#4ximum;, soit au, 
minimum, doivent toujours rendre nulles les dif: 
férentes dérivées du premier ordre de la fonction 
donnée, prises séparément par rapport à chaque 
variable indépendante; et en indiquant de plus, 
un caractère propre à distinguer le maximum du 
minimum, qui consiste, dans le cas d’une fone- 
tion d’une seule variable, par exemple, en ce que 


n 


MATHÉMATIQUES. | 17018 
la fonction dérivée du second ordre doit prendre 
une valeur négative pour le maximum, et positive 
pour Île z7ënimum. Telles sont, du moins , les 
conditions fondamentales qui se rapportent au 
plus grand nombre descas; les modifications qu'el- 
les doivent subir pour que la théorie soit complé- 
tementapplicable à certaines questions , sont d’ail- 
leurs également assujetties à des règles abstraites 
aussi invariables , quoique plus compliquées. 

La construction de cette théorie générale ayant 
fait disparaître nécessairement le principal inté- 
rêt que les questions de ce genre pouvaient inspi- 
rer aux géomètres , ils se sont élevés presque aus- 
sitôt à la considération d’un nouvel ordre de 
problèmes, à la fois beaucoup plus importans et 
d'une difculté bien supérieure , ceux des isopé- 
rimetres. Ce ne sont plus alors les valeurs des 
Variables propres au maximum où au minimum 
d'une fonction donnée , qu'il s’agit de déterminer. 
Cest la forme de la fonction elle-même qu'on se 
Propose de découvrir, d’après la condition du 
Madimum où du minimum d’une certaine inté- 
grale définie, seulement indiquée , qui dépend de 
cette fonction. 

La plus ancienne question de cette nature est 
celle du solide de moindre résistance , traitée par 
Newton , dans le second livre des Principes , où 
ildétermine quelle doit étre la courbe méridienne 
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ce 


d’un solide’ de révolution, pour que la résistance 


éprouvée par ce corps dans le sens de son axe, en. 


: traversant avec une vitesse quelconque un fluide 


immobile, soit la plus petite possible. Mais law 


marche suivie par Newton n'avait point un ca- 
ractère assez simple , assez général et surtout assez 
analytique, par la nature de sa méthode spéciale 
d'analyse transcendante, pour qu'une telle solu- 


tion püt suffire à entraîner les séomètres vers ce. 


nouvel ordre de problèmes. L’impulsion vraiment 
x Cl'terige 1» , : . « e . 

décisive à cet égard ne pouvait guére partir que de 

l’un des géomètres occupés sur le continent à élabo- 


rer et à appliquer la méthode infinitésimale pro- 


prement dite. Cest ce que fit, en 1695 . Jea 
Bernoulli, en proposant le problème célèbre dela 


brachystochrone, qui suggéra depuis une si lon=s 


gue suite de questions analogues. Il consiste à dé- 
2 


terminér la courbe qu 
pour descendre d’un point à un autre dans le temps 


un corps pesant doit suivre 


le plus court. En se bornant à la simple chutes 
dans le vide, seul cas qu’on ait d’abord considéré, 
on trouve assez facilement que la courbe cherchée 


doit être une cycloïde renversée , à base horizon- 
tale, ayant son origine au point le plus élevé. Mais 
la question peut être singulièrement compliquée;s 
soit en ayant égard à la résistance du milieu , soit 
en tenant compte du changement d'intensité de 


la pesanteur. 
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Quoique cette nouvelle classe de problèmes 
ait été primitivement fournie par la mécanique, 
c’est néanmoins dans la géométrie qu’on a puisé 
plus tard les sujets des principales recherches. 
. Ainsi, on s’est proposé de découvrir, parmi toutes 
les courbes de même contour tracées entre deux 
points donnés, quelle est celle dont Faire est'un 
maximum où un minimum, d'où est venu pro- 
prement le nom de problème des ipérimètres ; 
où bien on a demandé que le maximum et le mi- 
nimum eussent lieu pour la surface engendrée par 
la révolution de la courbe cherchée autour d’un 
axe, ou pour le volume correspondant; dans 
Matitres cas, c'était la hauteur verticale du centre 
degravité de la courbe inconnue, ou de la surface 
et du volume qu'elle pouvait engendrer, qui devait 
devenir un maximum où un minimum, etc. En- 
fin, ces problèmes ont été successivement variés 
et compliqués, pour ainsi dire à l'infini, par les 
Bernoulli, par Taylor, et surtout par Euler, 
avant que Lagrange en eût assujetti la solution à 
une méthode abstraite et entièrement générale , 
dont la découverte a fait cesser l’empressement 
des géomètres pour un tel ordre de recherches. 
Ïl ne s’agit point ici de tracer, même sommaire- 
ment, l’histoire de cette partie supérieure des 
mathématiques, quelque intéressante qu’elle fût. 
Je n'ai fait l’'énumération de certaines questions 
principales choisies parmi les plus simples ; 
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qu'afin de rendre sensible la destination générale 
qu'avait essentiellement, à son origine, la mé- 
thode des variations. | | 

On voit que, considérés sous le point de vue 
analytique, tous ces problèmes consistent, par 
leur nature, à déterminer quelle forme doitavoir 
une certaine fonction inconnue d’une ou deplus 
sieurs variables, pour que telle on telle intégrale 
dépendante de cette fonction se trouve avoir, en- 
tre des limites assignées , une valeur qui soit un 
maximum OUUNR MUNLNUIR ; relativement à toutes 
celles qu’elle prendrait si la fonction cherchée 
avait une autre forme quelconque. Ainsi, paru 
exemple, dans le problème de la brachystochrone, 
on sait que si y=f (2), x=?(s), sont les équa- 
tions rectilignes de la courbe cherchée, en sup= 
posant les axes des x et des y horizontaux ; et 
l'axe 3 des vertical, le temps de la chute d'un corps 
pesant le long de cette courbe, depuis le point 
dont l’ordonnée est z, jusqu’à celui dont l’ordon- 
née est z: est généralement exprimé par l'intégrale 
définie (1). ; 


f\ \71+ C'O)+GFO)g | 


2 £Z 


(x) J'emploie la notation simple et lumineuse proposée pan, 
M. Fourier, pour désigner les intégrales définies, en mention- 
nant distinctement leurs limites. 
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Ï1 faut donc trouver quelles doivent être les 
deux fonctions inconnues fete pour que cette in- 
téorale soit un minimum. De même, demander 
quelle est, parmi toutes les courbes planes isopé- 
rimètres, celle qui renferme la plus grande aire, 
c'est proposer de trouver, parmi toutes les 
fonctions f (x) qui peuvent donner À Vlinté- 


grale | HAT 
PÉAVAEATIE) 


une certaine valeur constante, celle qui rend un 


maximum J’intécrale : ‘4 f(x) dx , prise entre 
les ‘mêmes limites. 11 en est évidemment tou- 
jours ainsi dans toutes les autres questions de ce 
genre. 

Dans les solutions que les géomètres donnaient 
de ces problèmes avant Lagrange, onse proposait 
essentiellement de les ramener à la théorie ordi 
naire des maxima et minima. Mais les moyens 
employés pour effectuer cette transformation con- 
Sistaient en de simples artifices particuliers, pro- 
pres à chaque cas, et dont la découverte ne com- 
portait point de régles invariables et certaines, en 
sorte que toute question vraiment nouvelle repro- 
duisait constamment des difficultés analogues, 
sans que les solutions déjà obtenues pussent être 
réellement d'aucun secours essentiel, autrement 
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que par les habitudes qu’elles avaient fait con- 
tracter à l'intelligence. En un mot, cette branche 
des mathémätiques présentait alors l’imperfection 
nécessaire qui existe constamment tant qu'on n'est 
point parvenu a saisir distinctement, pour la trai- 
ter d’une manière abstraite et dès-lors générale, 
la partie commune à toutes les questions d'une 
même classe. | 

En cherchant à réduire tous les divers problé- 
mes des isopérimètres à dépendre d’une analyse 
commune , organisée abstraitement en un calcul 
distinct, Lagrange a été conduit à concevoir une 
nouvelle nature de différentiations ; auxquelles 1 
a appliqué la caractéristique à , en réservant la 
caractéristique d pour les simples différentielles 
ordinaires. Ces différentielles d’une espèce nous 
velle , qu'il a désignées sous le nom de variations, 
consistent dans les accroissemens infiniment pe- 
tits que reçoivent les intégrales, non en veriu 
d’accroissemens analogues de la part des variables | 
correspondantes, comme pour l'analyse transcen: 
dante ordinaire , mais en supposant que la forme 
de la fonction placée sous le signe d'intégration 
vienne à. changer infiniment peu. Cette distinc- 
tion se conçoit , par exemple, avec facilité , res 
lativement aux courbes, où l’on voit l’ordonnée 
où toute autre variable de la courbe, comporter 
deux sortes de différentielles évidemment très-dif- 
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_ férentes, suivant que l’on passe d’un point àunau- 
tre infiniment voisin sur la même courbe, ou bien 
au point correspondant de la courbe infiniment 
voisine produite par uñe certaine modification dé 
terminée de la première (1). Il est clair, du reste : 
que; par leur nature, les variations relatives de 
diverses grandeurs liées entre elles par des lois 
quelconques , se calculent , à Ja caractéristique 
près$ exactement dela même manière que les dif- 
 férentielles. Enfin » on déduit également de la no- 
tion générale des variations les principes fonda- 
mentaux de l'algorithme propre à cette méthode 
Let qui consistent simplement dans la faculté évi- 
dente de pouvoir transposer à volonté les caracté- 
ristiques spécialement affectées aux variations 
avant ou aprés celles qui correspondent aux dif- 
_ férenuielles ordinaires. 

Cette, conception abstraite une fois formée j 
Lagrange a pu réduire aisément, de la manière 
la plus générale, tous les problèmes des _isopéri- 
mètres à la simple théorie ordinaire des maxima 
ebdes minima. Pour se faire une idée nette de 


£étte grande et heureuse transformation , il faut 
AL ( 

(1) Leïbnitz avait déjà considéré la Comparaison d’une courbe à 
une autre infiniment voisine : C’est ce qu’il appelait différentiatio 
de eurvé in curvarn. Mais cette comparaison n’ayait aucnne ana- 
logie avec la conception de Lagrange, les courbes de Leïbnitz 
étant renfermées dans une même équation générale , d’où elles se 


déduisent par le simple changement d’une constante arbitraire. 
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préalablement considérer une distinction essen- 
tielle à laquelle donnent lieu les diverses questions 
des isopérimètres. | 

On doit, en effet, partager ces recherches en 
deux classes générales, selon que les maxima et 
minima demandés sont absolus ou relaiifs , pour 
employer les expressions abrégées des géomèlres. 
Le premier cas est celui oùdes intégrales définies 
indéterminées dont on cherche le #aximunt ou 
le minimum, ne sont assujetiies, par la naturé du 
problème, à aucune condition; comme ilarrive , 
par exemple, dans le problème de la brachysio- 
chrone , où il s’agit dechoisirentre toutes les cour- 
bes imaginables. Le second cas a lieu, quand, au | 
contraire, les intégrales variablesnepeuventchan- | 
ger que suivant certaines conditions, consistant 
ordinairement en ce que d'autres intégrales défi- 
nies, dépendant également des fonctions cher- 
chées , conservent constamment une même va- 
leur donnée; comme, par exemple; dans toutes 
les questions géométriques concernant les figures 
isopérimètres proprement dites , el où, par la na- 
ture du problème, l'intégrale relative à la lon- 
gueur de la courbe ou à l'aire de la surface, doit 
rester constante pendant le changement de celle 
qui est l'objet de la recherche proposée. 

Le calcul des variations donne immédiatement 
la solution générale des questions de la première 
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espèce. Car, il suit évidemment de la théorie or- 
dinaire des maxima et minima , que la relation 
cherchée doit rendre nulle la variation de l'inté- 
grale proposée par rapport à chaque variable in- 
dépendante, ce qui donne la condition commune 
au maximum et au minimum ; et, Comme carac- 
tre propre à distinguer l’un de l’autre , que la 
variation du second clos de la même tele 
doit é étre négative pour le maximum et positive 
pour le minimum. Ainsi, par exemple, dans le 
problème dela brachystochrone, on aura, pour 
déterminer la nature de la courbe cherchée à 
léquation de condition, 


LA 
C4 


VA st M (2) + (3! (o))° de —0 


Za 2 82 


qui, se décomposant en deux, par rapport aux 
deux fonctions inconnues f et 9 qui sont indépen- 
dantes l’une de l’autre, exprimera complètement 
la définition analytique de la courbe demandée. 
La seule difficulié propre à cette nouvelle analyse 
consiste dans l'élimination de la caractéristique 
+, pour Jaquelle le calcul des variations fournit 
‘4 règles invariables et complètes , fondées , en 
général, sur le procédé de l'intégration par par- 
ües, dont Lagrange a su tirer ainsi un parti im- 
mense. Le but constant de cette première élabo- 
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ration analytique, dans l'exposition de laquelle 
je ne dois nullement entrer ici, est de faire par- 
venir aux équations différentielles proprement 
dites , ce qui se peut’ toujours , et par-là la ques- 


tion rentre dans le domaine de l'analyse transcen- 


dante ordinaire, qui achève la solution , du moins | 


en la ramenant à l'algèbre pure, si on sait efleé- 
tuer l'intégration. La destination générale ES 
pre à la éthode des variations, est d'opérer cette 
transformation, pour laquelle Lagrange a établi 
des règles simples, invariables, et d'un succès 


an 


toujours assuré. 


Je ne dois pas négliger, dans cette rapide in- 


dication générale, de faire remarquer, comme 
un des plus grands avantages spéciaux de la mé- 
thode des variations comparée aux solutions 1s0- 


"M 


‘ 


lées awon avait auparavant des problèmes des“ 
q P P 


isopérimètres, l'importante considération de ce 


que Lagrange appelle les équations aux Tr 0 


mites , entièrement négligées avant lui, et sans 


lesquelles néanmoins la plupart des solutions 


particulières restaient nécessairement incom- 
plètes. Quand les limites des intégrales pro= 
posées doivent être fixes, leurs variations 
étant nulles, il n’y a pas lieu d'en tenir 
compte. Mais il n’en est plus ainsi quand ces li= 


mites, au lieu d'être rigoureusement invaria- 
bles, sont assujetties seulement À certaines COn=. 
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ditions ; comme, par exemple, si les deux points 
entre lesquels doit être tracée la courbe cher- 
chée ne sont pas fixes , et doivent seulément rester 
sur des lignes ou des surfaces données. Alors, 
il faut avoir égard aux variations de leurs coor- 
données, et établir entr’elles les relations corres- 
respondantes aux équations de ces lignes ou de 
ces surfaces. | 

Cette considération essentielle n’est que le 
dernier complément d’une considération plus 
générale et plus importante relative aux varia- 
tions des diverses variables indépendantes. Si 
ces variables sont réellement indépendantes les 
les unes des autres, comme lorsqu'on compare 
toutes les courbes imaginables susceptibles d’é- 

"tre tracées entre deux points , il en sera de même 
de leurs variations, et par suite les termes rela- 
tifs à chacune de ces variations devront être sé- 
parément nuls dans l’équation générale qui ex- 
prime le maximum ou le minimum. Mais si, au 
contraire, on suppose les variables assujetties à 
de certaines conditions quelconques, il faudra 
tenir compte de la relation qui en résulte entre 
leurs variations , de telle sorte que le nombre 
des équations dans lesquelles se décompose alors 
celte équation générale soit toujours égal à ce- 
lui seulement des variables qui restent vraiment 
indépendantes. C’est ainsi, par exemple, qu'au ‘ 
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lieu de chercher le plus court chemin pour aller 
d’un point à un autre, en choisissant parmi tous 
les chemins possibles, on peut se proposer de 
trouver seulement quel est le plus court entre 
tous ceux qu’on peut suivre sur une surface quel- 
conque donnée, question dont la solution géué- 
rale constitue certainement une des plus belles | 
applications de la méthode des variations. | 
Les problèmes où l’on considère de telles 
conditions modificatrices se rapprochent beau 
coup, par leur mature, de la seconde classe gé- 
uérale d'applications de la méthode des varia= 
tions, caractérisée ci-dessus comme consistant 
dans la recherche des maxima et minima relatifs. 
Il y anéanmoins, entre les deux cas, celte diffé- 
rence essentielle, que, dans ce dermier, la modi- 
fication est exprimée par une intégrale qui dé: 
pend de la fonction cherchée , tandis que, dans 
l'autre, elle se trouve désignée par une équalion 
finie qui est immédiatement donnée. On conçoit 
par là, que la recherche des maxima et minima 
relatifs esi toujours et nécessairement plus com- 
pliquée que celle des maxima et minima absoluse 
Heureusement, un théorème général fort 1m: 
portant, trouvé avant l'invention du calcul des 
variations , el qui est une des plus belles découy 
verles dues au génie du grand Euler, donne un 
moyen uniforme et très-simple de faire rentrer 
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ces deux classes de questions l’une dans l’autre. 
1 consiste, en ce que si l’on ajoute à l'intécrale 
qui doit être un maximum ou un minimum.un 
multiple constant et indéierminé de celle qui 
doit rester constante par la nature du problème, 
il suflira de chercher, suivant le procédé général 
de Lagrange, ci-dessus indiqué, le maximum ou 
Je minimum absolu de cette expression totale: 
On peut aisément concevoir, en efler, que la 
partie de la variation complète qui proviendrait 
de la dernière intégrale doit aussi bien étre nulle, 
à cause de la constance de celle-ci, que la por- 
tion due à la première intécrale, qui s'anéantit 
en vertu de l’état maximum ou minimum. Ces 
deux conditions distinctés ,. s'accordent évidem- 
ment pour produire, sous ce rapport, des eflets 
exactement semblables. 

Telle est, par apercu, la manière générale 
dont la méthode des variations s'applique à toutes 
les diverses questions qui composent ce qu'on 
appelait la théorie des isopérimètres. On aura 
sans doute remarqué dans cette exposition som- 
maire, à quel degré s'est trouvée utilisée par 
celle nouvelle analyse la seconde propriété fon- 
damentale de l'analyse iranscendante, appréciée 
dans la sixième leçon, savoir : la généralité des. 
expressions infinitésimales pour représenter un 
même phénomène géométrique ou mécanique, 
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en quelque corps qu'il soit considéré. C’est, en 
effet, sur cette généralité que sont fondées, par 
leur nature, toutes les solutions dues à la mé- 
thode des variations. Si une formule unique ne 
pouvait point exprimer la longueur ou l'aire de 
toute courbe quelconque, si on n'avait point 
une autre formule fixe pour désigner le temps de 
la chute d’un corps pesant, suivant quelque ligne 
qu'il descende, etc., comment eût-il été possible 
de résoudre des questions qui exigent inévita- 
blement, par leur nature , la considération si- 
multanée de tous les cas que peuvent déterminer 
dans chaque phénomène les divers sujets qui le 
manifestent? | 

Quelle quesoit l'extrême importance de la théo- 
rie des isopérimètres, et quoique la méthode des 
variations nait eu primitivement d’autre objet 
que la résolution rationnelle et générale de 
cet ordre de problèmes, on n'aurait cependant 
qu'une idée incomplète de cette belle analyse , 
si on bornait là sa destination. En effet, la con- 
ception abstraite de deux natures distinctes de 


< 


différentiations , est évidemment applicable non- 


seulement aux cas pour lesquels elle a été créée ;, 
mais aussi à tous ceux qui présentent , par quel- 
que cause que ce soit, deux manièrés différentes 
de faire varier les mêmes grandeurs. Cest ainsi 
que Lagrange lui-même a fait, dans sa mécanique 


\ 
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analytique,;une immenseapplication capitaledeson 
caleuldes variations, en l’employant à distinguer les 
deux sortes de changemens que présentent si na- 
turellement les questions de mécanique ration- 
nelle pour les divers points que l’on considère, 
suivant que l’on compare les positions successives 
qu'occupe, en vertu du mouvement, un même 
point de chaque corps dans deux instans consé- 
cutifs, ou que l’on passe d’un point du corps à 
un autre dans le même instant. L’une de ces com- 
paraisons produit les différentielles ordinaires ; 
l'autre donne lieu aux variations, qui ne sont, là 
comme partout, que des différentielles prises sous 
un nouveau point de vue. C’est dans une telle 

acception générale qu'il faut conce oir le calcul 
« des variations, pour apprécier convenablement 
l'importance à cet admirable instrument logi- 
que, le plus Sant que l'esprit humain ait 
construit jusqu’ 1CL. | | 
La méthode des variations n'étant qu’une im- 
mense extension de l’analyse transcendante géné- 
rale, je n'ai pas besoin de constater spécialement 
qu'elle est susceptible d’être envisagée sous les 
divers points de vue fondamentaux que comporte 
le calcul des fonctions indirectes, considéré dans 
son ensembie. Lagrange a inventé le calcul des 
Yariations d'après la conception infinitésimale 
proprement dite, et même bien avant d’avoir en- 
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treprislareconstruction générale de l’analysetrans: 
cendante. Quand il eut exécuté cette importante 
réformation, il montra aisément comment elle 
pouvait aussi s'appliquer au calcul des variations, 
qu'il exposa avec tout le développement convena- 
ble, suivant sa théorie des fonctions dérivées. 
Mais, plus l'emploi de la méthode des variations 
est difficile pour l'intelligence à cause du degré 
d’absiraction supérieur sr idées cond > 
plus il importe de ménager dans son application 
les forces de notre esprit, en adoptant la concep- 
tion analytique la plus directe et la plus rapide ; 
cest à-dire, celle de Leïbnitz. Aussi Lagrange 
lui-même l’a-t-il constamment préférée dans l’im- 
“portant usage qu'il a fait du calcul des variations 


pour la mécanique analytique. K n'existe pas, : 


D 


en effet , la moindre hésitation à cet égard parmi 


les géomètres. | 

fn d’éclaircir aussi comélétement que pos- 
sible le caractère philosophique du calcul dès va- 
riations, je crois devoir terminer en indiquant 
‘sommairement ici une considération qui me sem- 


bleimportante, et par laquelle je puisle rapprocher 


del’analyse transcendante ordinaire à un plus haut 
degré que Lagrange ne me paraît l'avoir fait(1).. 


(1) Je me propose de développer plus tard cette considératiofr 
nouvelle, dans un travail spécial sur le ca/cul des variations , qui 
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Nous avons remarqué , d’après Lagrange, dans 
la leçon précédente, la formation: du calcul aux 
différences partielles, créé par d’Alembert , 
comme ayant introduit, dans l'analyse transcen- 
dante , une nouvelle idée élémentaire , la notion 
dé’ deux sortes d’accroissemens distincts et in- 
 indépendans les uns des autres que peut recevoir 
une fonction de deux variables , en vertu du chan- 
gement de chaque variable séparément. C’est ainsi 
_ que l'ordonnée verticale d’une surface, eu toute 
autre grandeur qui s’y rapporte, varie de deux 
manières tout-à-fait distinctes et qui peuvent sui- 
vre les lois les plus diverses, en faisant croître 
tantôt l’uné tantôt l’autre des deux coordonnées 
horizontales. Or, une telle considération me sem- 
ble trés-rapprochée , par sa nature , de celle qui 
sert de base générale à la méthode des variations. 
Celle-ci , en effet, n’a réellement fait autre chose 
que transporter aux variables indépendantes elles- 
mêmes la manière de voir déjà adoptée pour les 
fonctions de ces variables, ce qui en a singulière- 
ment agrandi l'usage. Je crois, d’après cela, que, 
sous le seul rapport des conceptions fondamen- 
tales, on peut envisager le calcul créé par d’Alem- 
bert, comme ayant établi une transition naturelle 


n 
a pour objet de présenter l’ensemble de cette analyse hyper-trans- 
cendante sous un nouveau point de vue, que je crois propre à en 
étendre la portée générale. 
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et nécessaire entre le calcul infinitésimal ordi- 
naire et le caleul des variations, dont une telle 
filiation me paraît devoir éclaircir et simplifier la 
notion générale. | % 

D'après les diverses considérations indiquées 
dans cette lecon , la méthode des variations'se 
présente comme le plus haut degré de perfection 
connu jusqu'ici de l'analyse des fonctions indi- 
rectes. Dans son état primitif, cette dernière 
analyse s’est présentée comme un puissant moyen 
général de faciliter l'étude mathématique des phé- 
nomènes naturels, en introduisant , pour l’ex- 
pression .de leurs lois, la considération de gran- 
deurs auxiliaires choisies de telle manière, que 
leurs relations soient nécessairement plus simples 
et plus aisées à obtenirique celles des grandeurs 
directes. Mais la formation de ces équations dif- 
férentielles n’était point conçue Comme pouvant 4 
comporter aucunes règles générales et abstraites. 
Or , l'analyse des variations, considérée sous le 
point de vue le plus philosophique, peut être en- 
visagée comme essentiellement destinée, par sa 
nature, à faire rentrer, autant que possible , dans 
le domaine du calcul , l'établissement même des 
équations différentielles, car tel est, pour un grand 
nombre de questions importantesetdif ficiles, l'effet 
général des équations variées qui,encore plus indi- 
rectes que les simples équations différentielles par 
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rapport aux. objets propres de la recherche, sont 
aussi bien plus aisées à former, et desquelles on peut 
ensuite, par des procédés. analytiques, invariables 
et complets, destinés à éliminer le nouvel ordre 
d'infinitésimales auxiliaires introduit , déduire ces 
équations différentielles ordinaires, qu'il eût été 

souvent impossible d'établir immédiatement. La 
méthode des variations constitue donc la partie la 
plus sublime de ce vaste système de l'analyse ma- 
thématique qui , partant des plus simples élémens 
de l'algèbre, organise, par une succession d’idées 
non-interrompue, des moyens généraux de plus 
en plus puissans pour l'étude approfondie de la 
philosophie naturelle, et qui, dans son ensemble, 
présente , sans aucune comparaison , ie monument 
le plus imposant et le moins équivoque de la por- 
_tée de l'esprit humain. Mais, il faut reconnaitre 
aussi que les conceptions habituellement consi- 
dérées dans la méthode des variations étant, par 
leur nature, plus indirectes , plus générales , et 
Surtout beaucoup plus abstraites que toutes les 
-autres, l'emploi d’une telle méthode exige néces- 
sairement , et d’une manière soutenue , le plus 
haut desré connu de contention intellectuelle F 
… pour ne jamais perdre de vue l’objet précis de la 
recherche en suivant des raisonnemens qui of- 
frent à l'esprit des points d’appui aussi peu déter- 
muinés , et dans lesquels les signes ne sont presque 
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jamais d'aucun secours. On doit, sans doute, at- 
tribuer en grande partie à cette difficulté néces- 
sairele peu d’usage réel que les géomètres, excepté 
Lagrange, ont fait jusqu'ici d’une conception aussi 
admirable. THE 
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SOMMAIRE. Considérations générales sur le calcul aux différences 
finies. 


+ 


Les diverses considérations fondamentales in- 
_diquées dans les cinq leçons précédentes consti- 
tuent réellement toutes les bases essentielles d’une 
exposition complète de l'analyse mathématique , 
envisagée sous le point de vue philosophique. 
Néanmoins, pour ne négliger aucune conception 
générale vraiment importante relative À cette 
analyse » Je crois devoir, avant de passer à l’étude 
philosophique de lémathématique concrète, ex- 
pliquer très-sommairement le véritable caractère 
propre à un genre de calcul fort étendu , et qui, 

‘bien que rentrant au fond dans Vanalyse ordi- 
naire, est cependant encore regardé comme étant 
d'une nature essentiellement distincte. Il s’agit de 
ce qu'on appelle le calcul aux différences finies, 
qui sera le sujet spécial de cette lecon. 
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Ce calcul, créé par Taylor, dans son célèbre 
ouvrage intitulé methodes incrumentorum, con- 
siste essentiellement, comme on sait, dans la con- 
sidération des accroissemens finis que reçoivent 
les fonctions par suite d’accroissemens analogues 
de la part des variables correspondantes. Cés ac- 
croissemens ou différences, auxquels on appli- 
que la caractéristique À, pour les distinguer des 
différentielles ou accroïssemens infiniment petits, 
peuvent être, à leur tour, envisagés, comme de 
nouvelles fonctions , et devenir le sujet d’une se- 
conde considération semblable , et ainsi de suite, 
d'où résulic la notion des différences des divers 
ordres successifs , analogues, au moins en appa- 
rence, aux ordres consécutifs des différentielles. 
Un tel calcul présente , évidemment , comme le 
calcul des fonclions indirectes, deux classes gé- 
nérales de questions : 1° déterminer les différen- 
ces successives de toutes les diverses fonctions 
analytiques à une ou à plusieurs variables, en ré- 
sultat d’un mode d’accroissement défini des varia- 
bles indépendantes, que l’on suppose, en général, 
augmenter en progression arithmétique ; 2° réci- 
proquement, en partant de ces différences, ou, 
plus généralement , d'équations quelconques éta- 
blies entre elles, remonter aux fonctions primi- 
tives elles-mêmes, ou à leurs relations corres- 
pondantes. D'où la décomposition de ce calcul 
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lotal en deux calculs distincts, auxquels on donne 
ordinairement les. noms de calcul direct aux dif- 
Jérences finies, etde calculinverse aux différences 
Jinies, ce dernier étant aussi appelé quelquefois 
| Calcul intégral aux différences finies. Chacun de 
_ ces deux calculs serait d’ailleurs évidemment sus- 
ceptible d’une distribution rationnelle semblable 
à celle exposée dans la septième leçon pour le cal- 
cul différentiel et le calcul intégral, ce qui me 
dispense d’en faire une mention distincte. 

Î1 n’est pas douteux que, par une telle concep- 
tion, Taylor a cru fonder un calcul d’une nature 
entièrement nouvelle » absolument distinct de 
l'analyse ordinaire, et plus général que le calcul 
de Leïbnitz, quoique consistant dans une considé- 
ration analogue. C’est aussi de cette manière que 
Presque tous les séomêtres ont jugé l’analyse de 
Taylor. Mais Lagrange, avec sa profondeur ha- 
bituelle , a clairement aperçu que ces propriétés 
appartenaient bien plus aux formes et aux nota- 
tions employées par Taylor qu'au fond méme de 
Sa théorie. En effet, ce qui fait le caractère pro- 
pre de l'analyse de Leïbnitz ; €t la constitue en un 
calcul vraiment distinct et supérieur, c’est que les 
fonctions dérivées sont » En général, d’une toute 
autre nature que les fonctions primitives , en sorte 
qu'elles peuvent donner lieu À des relations 
plus simples et d’une formation plus facile , d’où 
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résultent les admirables propriétés fondamentales 
de lanalyse transcendante, expliquées dans les 
lecons précédentes. Mais il n’en’est nullement 
ainsi pour les différences considérées par Taylor. 
Car ces différences sont, par leur nature, des 
fonctions essentiellement semblables à celles qui 
les ont engendrées , cé qui les rend impropres à 
faciliter Vétablissement des équations , et ne leur 
pérmiét pas davantage de conduire à des relations 
plus générales. Toute équation aux différences 
finies ést vraiment , au fond , une équation direc- 
tement relative aux grandeurs mêmes dont on 
compare les états successifs. L’échafaudage de nou- 
veaux signes, qui fait illusion sur.le véritable 
caractère de ces équations , ne le déguise cepen- 
dant que d’une manière fort imparfaite, puisqu'on 
pourrait toujours le méttre aisément en évidence . 
én rémplaçant constamment les différences par les 
combinaisons équivalentes des grandeurs prioniti-. 
vés, dont elles ne sont réellement autre chose que 
les désignations abrégées. Aussi, le calcul de 
Taylor n'a-t-il jamais offert et ne peut-il offrir, 
dans aucune quéstion dé géométrie où de mécañi- 
que, ce puissant secours, général que nous avons 
vu résulter nécestairement de l'analyse de Leïb» : 
nitz. Lagrange à, d'ailleurs , très-néttement établi 
que la préténdue analogie observée entre le calcul | 
_aux différences et le caleul infinitésimal élait ras | 
| 
| 
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dicalement vicieuse, en ce sens que les formules 
prepres au premier calcul ne peuvent nullement 
fournir, Comme cas particuliers , celles qui con- 
viennent au: second, dont la nature est-essentiel- 
lement distincte, 

D’après l’ensemblede considérations que je viens 
d'indiquer, je crois que le calcul aux différences 
finies est ordinairement classé à tort dans l’ana- 
lyse transcendante proprement dite, c’est-à-dire 
dans le calcul des fonctions indirectes. Je le con- 
çois, au contraire , en adoptant pleinement les 
importantes réflexions de Lagrange, qui ne sont 
pas encore suffisamment appréciées, comme étant 
seulement une branche très-étendue et fort im- 
portante de l'analyse ordinaire , c’est-à-dire , de ce 
que j'ai nommé le calcul des fonctions directes. 
Tel est, en effet, ce me semble, son vrai caractère 
philosophique, que les équations qu'il considère 
sont toujours, malgré la notation, de simples équa- 
tions directes. | 

En précisant , autant que possible, l'explica- 
tion précédente, on doit envisager le calcul de 
Taylor comme ayant constamment pour véritable 
objet la théorie générale des suites , dont , avant 
cet illustre géomètre, on n’avaitencore considéré 
que les cas les plus simples. J'aurais dû, rigou- 
feusement, mentionner cette importante théorie 
en traitant, dans la cinquième lecon , de l'algèbre 


* * 


342 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


proprement dite , dont elle est une branche si 
étendue. Mais , afin d'éviter tout double emplôi , 
j'ai préféré ne la signaler qu’en considérant le cal- 
cul aux différences finies, qui, réduit à sa plus 
simple expression générale, n’est autre chose, 
dans toute son étendue, qu’une étude rationnelle 
complète des questions relatives aux suites. 
Toute suite, ou succession de nombres déduits 
les uns des autres d’après une loi constante quel- 
conque, donne lieu nécessairement à ces deux 
questions fondamentales : 1° la loi de la suite 
étant supposée connue, trouver l'expression de son 
terme général , de manière à pouvoir calculer im- 
médiatement un terme d’un rang quelconque, 
sans être obligé de former successivement tous 
les précédens; 2° dans les mêmes circonstan- 
ces, déterminer la somme d’un nombre quelcon- 
que de termes de la suite en fonction de leurs 
rangs , en sorte qu'on puisse la connaître sans être, 
forcé d'ajouter continuellement ces termes les 
uns aux autres. Ces deux questions fondamenta-" 
les étant supposées résolues; on peut en outre se 
proposer réciproquement de trouver la loi d’une 
série d’après la forme de son terme général, où 
Fexpression de la somme. Chacun de ses divers 
problèmes comporte d’autant plus d’étendue «et 
de difficulté, que l’on peut concevoir un plus 
grand nombre de lois différentes pour les séries, 
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siivant le nombre de termes précédens dont 
chaque terme dépend immédiatement, et suivant 
la fonction qui exprime celte dépendance. On 
peut même considérer des séries à plusieurs in- 
dices variables, comme l’a fait Laplace dans la 
théorie analytique des probabilités ; par l'analyse 
à laquelle il a donné le nom de théorie des fonc- 
tions génératrices ; bien qu'elle ne soit réelle- 
ment qu'une branche nouvelle et supérieure du 
calcul aux différences finies, ou de la théorie gé- 
nérale des suites. 

Les divers aperçus généraux que je viens d’'in- 
diquer ne donnent même qu’une idée imparfaite 
de l'étendue et de la variété vraiment infinie des 
questions auxquelles les géomètres se sont élevés 
d'après cette seule considération des séries, si 
simple en apparence, et si bornée à son origine. 
Elle présente nécessairement autant de cas divers 
que la résolution aïgébrique des équations en- 
visagée dans toute son étendue; et elle est, 
par sa nature, beaucoup plus compliquée, tel- 
lement même qu'elle en dépend iQujours , pour 
tonduire à une solution complète. C’est assez 
fire pressentir quelle doit être encore son ex- 
trême imperfection , malgré les travaux successifs 
de plusieurs géomètres du premier ordre. Nous 
nerpossédons ; en effet, jusqu'ici que la solution 
totale et rationnelle des plus simples questions de 
cetie nature. 
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Îl est maintenant aisé de concevoir l'identité 
nécessaire et parfaite que j'ai annoncée ci-dessus, 
d’après les indications de Lagrange, entre le cal-- 
cul aux différences finies , et la théorie des suites 
prise dans son ensemble. En effet, toute différen- 
tiation à la manière de Taylor revient évidem- 
ment à trouver la or de formation d’une suite à 
un ou à plusieurs indices variables, d’après l'ex- 
pression de son terme général; de même, toute 
intégration analogue peut être regardée comme 
ayant pour objet la sommation d’une suite, dont 
le terme général serait exprimé par la différence 
proposée. Sous. ce rapport, les divers. problé- 
mes de calcul aux différences, direct owinverse, 
résolus par Taylor et par ses successeurs, ont 
réellement une très-grande valeur, comme trai- 
tant des questions importantes relativement aux 
suites, Mais ilest fort douteux que, la forme et la 
notation introduites par Taylor apportent réel- 
lement aucune facilité essentielle dans la solution 
des questions de ce.genre. Il serait peut-être plus 
avantageux pour la plupart des cas , et certaine= 
ment plus rationnel, de remplacer les difjérences, 
par. les termes mêmes dont elles désignent cer- 
taines combinaisons. Le calcul de Taylor ne re- 
posant pas sur une pensée fondamentale vraiment 
distincte, et n'ayant de propre que son système 
de Signes, il ne saurait y avoir réellement, dans 
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la supposition même la plus favorable, aucun 
avantage important à le concevoir comme déta- 
ché de l’analyse ordinaire , dont il n’est, à vrai 
dire, qu’une branche immense. Cette considéra- 
tion des différences, le plus souvent inutile quand 
elle ne complique pas , me semble conserver 
encore le caractère d’une époque où les idées 
analytiques n'étant pas assez familières aux géo- 
mètres, ils devaient naturellement préférer les 
formes spéciales propres aux simples comparai- 
sons numériques. 

Quoi qu'il en soit, je ne dois pas terminer cette 
appréciation générale du calcul aux différences 
#inies, sans signaler une nouvelle notion à laquelle 
ila donné naissance, et qui a prisensuiteune grande 
importance. C’est la considération de ces fonctions 
périodiques ou discontinues, conservant toujours 
Jlamême valeur pour une suite infinie de valeurs 
assujéties à une certaine loi dans les variables cor- 
respondantes , et qui doivent être nécessairement 
ajoutées aux intégrales des équations aux diffé- 
+ rences finies pour les rendre suffisamment géné- 
rales, comme on ajoute de simples constantes 
arbitraires à toutes les quadratures afin d’en com- 
pléter la généralité. Cette idée, primitivement 
introduite par Euler , est devenue, dans ces der- 
meus temps, le sujet de travaux fort étendus de 
là part de M. Fourier, qui Fa transportée dans le 


346 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


système général de l'analyse, et qui en a fait un 
usage tellement neuf et si essentiel pour la théorie 
mathématique de la chaleur que cette conception, 
dans son état actuel , lui appartient vraiment d’une 
manière exclusive. | 

Afin de signaler complétement le caractère, 
philosophique du ca'cul aux différences finies, 
je ne dois pas négliger de mentionner ici rapide- 
ment les principales applications générales qu’on 
en a faites jusqu’à présent. 

Il faudrait placer au premier rang, comme la 
plus étendue et la plus importante, la solution 
des questions relatives aux suites, si, d’après les 
explications données ci-dessus, la théorie généraleh 
des suites ne devait pas être considérée comme 
constituant, par sa nature, le fond même du cal-… 
cul de Taylor. Cette grande classe de problèmes 
étant donc écartée, la plus essentielle des vérita- 
bles applications de l’analyse de Taylor, estsans. 
doute, jusqu'ici, la méthode générale des inter 
polations , si fréquemment et si utilement em-= 
ployée dans la recherche des lois empiriques 
des phénomènes naturels. La question consiste 
comme on sait , À intercaler ; entre certains noms Ê 
bres donnés, d’autres nombres intermédiaires 
assujétis à la même loi que l’on suppose exister 
entre les premiers. On peut pleinement vérifier 
dans cette application principale du calcul de 
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Taylor, combien, ainsi que je l'ai expliqué plus 
haut, la considération des différences est vrai- 
ment étrangère et souvent génante, relativement 
aux questions qui dépendent de cette analyse. En 
effet, Lagrange a remplacé les formules d’interpo- 
lation déduites de l'algorithme ordinaire du cal- 
cul aux différences finies par des formules géné- 
rales beaucoup plus simples, qui sont aujourd’hui 
presque toujours préférées , et qui ont été trouvées 
directement , sans faire jouer aucun rôle à la no- 
tion.superflue des différences, qui ne faisaient que 
compliquer la question. 

Une dernière classe importante d'applications 
du calcul aux différences finies, qui mérite d’être 
distinguée de la précédente, consiste dans l’usage 
éminemment utile qu’on en fait, en géométrie, 
pour déterminer par approximation la longueur 
et l'aire de quelque courbe que ce soit, et, de 
même, la quadrature et la cubature d’un Corps 
ayant une forme quelconque. Ce procédé, qui 
peut d'ailleurs être conçu abstraitement comme 
dépendant de la même recherche analytique que 
la question des interpolations, présente souvent 
un supplément précieux aux méthodes géométri- 
ques entièrement rationnelles, qui conduisent 
fréquemment À des intégrations qu'on ne sait 
point encore effectuer , ou à des calculs d’une exé- 
cution très-compliquée. 
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Telles sont les diverses considérations prinei- 
pales que j'ai cru devoir indiquer relativement au. 
calcul des différences finies. Cet examen complete 
l’étude philosophique que Je m'étais proposé d’es- 
quisser pour la mathématique abstraite. Nous de=, 
vons maintenant procéder à un travail semblable 
sur la mathématique concrète, où nous nous atta= 
cherons surtout à concevoir comment, en suppo- 
sant parfaite la sience générale du calcul, on a pu, 
par des procédés invariables , réduire à de pures 
questions d'analyse tous les problèmes que peu= 
vent présenter la géométrie et la mécanique, eb 
imprimer ainsi à ces deux bases fondamentales de 
la philosophie naturelle, un degré de précision 
et surtout d'unité, en un mot, un caractère dei 
haute perfection, qu'une telle marche pouvait” 


seule leur communiquer. } 
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"SOMMAIRE. Vue générale de la géométrie. 3 


D'après l'explication générale présentée dans 
la troisième leçon relativement au caractère phi- 
Daibique de l mathématique concrète, Spa 
à celui de la mathématique abstraite, je n’ai pas 
besoin d'établirici, d’une manière pécidle que la 
géométrie doit étre considérée comme une véritable 
science naturelle ; seulement bien plus simple et 
par suite beaucoup plus parfaite qu'aucune autre. 
Gette perfection nécessaire de la géométrie, obte- 
nueessentiéllement par l'application , qu’elle com- 
porte si éminemment, de l'analyse mathématique, 
fait ordinairement illusion sur la nature réelle 
de cette science fondamentale, que, la plüpart 
des esprits conçoivent: aujourd'hui comme: une 
science purement rationnelle; tout-à-fait indépen- 
dante de l'observation. Il est néinmoins évident, 
. pour quiconque examine avec attention le carac- 
tère des raisonnemens géométriques , même dans 
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l'état actuel de la géométrie abstraite, que, si les 
faits qu'on y considère sont beaucoup plus liés 
entr'eux que ceux relatifs à toute autre science , 
il existe toujours cependant, par rapport à cha- 
que corps étudié par les géomètres ; un certain 
nombre de phénomènes primitifs, qui, n'étant 
établis par aucun raisonnement , n€ peuvent être 
fondés que sur l'observation , et constituent la 
base nécessaire de toutes les déductions. L’er- 
reur commune à cet égard doit être regardée 
comme un reste d'influence de esprit mélaphy- 
sique ; qui asi long-temps dominé, même dans | 
les études. géométriques. Indépendamment:de sa. 
gravité logique ; cette fausse manière devoir: préé 
sente continuellement, dans les applications de! 
la géométrie rationnelle, les plus grands inconvé=!. 
niens; en ce: qu’ellé empêche de concevoir nette- 
ment le passage du concret à Pabstrait.c! 91192 404 
La supériorité scientifique dela géométrie) 
tient, en général, à ce que les phénomènes qu'elles 
considère sont, nécessairement, les plus’univer-] 
sels et les plus simples de tous. Non-seulementh 
tous les corps de la nature peuvent évidemment), 
donner liew à des recherchès géométriques ; aussi 
bien qu’à des recherches: mécaniques; mais; de: 
plus les phénomènes géométriques subsistéraientà 
encore; quand même toutes Îles parties de l'unis 
vers seraient supposées :immobiles. La géométriét 
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est donc ; par sa nature, plus générale que la mé- 
canique: Ên même temps, ses phénomènes sont 
plus simples; car ils sont évidemment indépen- 
dans des phénomènes mécaniques, tandis que 
ceux-ci se compliquent toujours nécessairement 
des premiers. Il en est de méme, en comparant 
la géométrie à la thermologie abstraite, qu'on peut 
concevoir aujourd'hui, depuis les travaux de M. 
Fourier, ainsi que je l'ai indiqué dans la troi- 
sième leçon , comme une nouvelle branche géné- 
rale de la mathématique concrète, En éffet > des 
phénomènes thermologiques; considérés mémein- 
dépendamment des effets dynamiques qui les ac- 
compagnent presque consiamment, surtout dans 
les corps fluides, dépendent nécessairement dés 
phénomènes géométriques , puisque la formeides 
Corps influe sur la répartition de la chaleur. 

C’est pour ces diverses raisons que nous ayons 
dû classer précédemment la géométrie comme la 
première. partie de la mathématique concrète, 
celle dont l'étude, outre son importance propre, 
sert de base indispensable à toutes les autres. 

Avant de considérer directement l'étude phi- 
losophique des. divers ordres de recherches qui 
constituent la géométrie actuelle ; il faut se faire 

tune idée nette et exacte de la destination générale 
de cette science, envisagée dans son ensemble. 
Tel est l’objet dé cette leçon. 
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On définit communément la géométrie, d’une 
manière très-vague et tout-à-fait vicieuse, en se 
bornant à la présenter comme /a science de l'éten- 
due. I conviendrait: d’abord d'améliorer cette 
définition, en disant, avec plus de précision, 
que la géométrie a pour objet la mesure de l'étén- 
due. Mais une tellé explication serait, par elle- 
même, fort insuffisante , bien que; au fond , elle 
soit exacte. Un aperçu: aussi imparfait ne peut 
nullement faire connaître le véritable caractère 
général de la science géométrique. | 

Pour y parvenir ; je crois devoir éclaircir préa= 
lablement deux notions fondamentales ; qui, très- 
simples en.«elles-mêmes, ont été singulièrement 
obscurcies par l'emploi des considérations mé- 
taphysiques. | 
La première’est celle de l’espace ; qui a donné 
lieu à tant de raisonnemens sophistiques ÿ à des 
discussions si creuses et'si puérilesdela part des 
métaphysiciens. Réduite à son acception positives 
cette conception! consiste simplement en ce que; 
au lieu de: considérer l'étendue dans-les »conps 
eux-mêmes ,: mous l’envisageons dans un milieu 
indéfini , que nous regardons comme contenant 
tous les corps de l'univers. Cette notion nous’est 
naturellement suggérée! par observation ; quandp 


nous pensons à l'empreinte que laisserart un corps 
dans un fluide où il aurait été placé:1Ilest clair! 
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en effet, que, sous le rapport géométrique, une 
telle empreinte peut étre substituée au corps lui- 
même ,; sans que les raisonnemens en soient al. 
térés. Quant à la nature physique de cet espace 
- indéfini, nous devons spontanément nous le re- 
présenter, pour plus de facilité , comme analogue 
au milieu effectif dans lequel nous vivons, telle- 
ment que si ce milieu était liquide, au lieu d’être 
Sazeux, notre espace géométrique serait sans doute 
conçu aussi comme liquide, Cette circonstance 
n’est d’ailleurs évidemment que très-secondaire , 
l'objet essentiel d’unetelle conception étant seule- 
. ment de nous faire envisager l'étendue séparément 
des corps qui nous la manifestent. On comprend 
aisément & priort l'importance de cette image 
fondamentale, puisqu'elle nous permet d'étudier 
les phénomènes géométriques en eux-mêmes , 
abstraction faite de tous les autres phénomènes 
qui les accompagnent constamment dans les corps 
réels, sans cependant exercer sur eux aucune in- 
fluence. L'établissement régulier de cette abstrac- 
tion générale doit être regardé comme le premier 
pas qui ait été fait dans l’étude rationnelle de la 
géométrie, qui eût été impossible s’il avait fallu 
Continuer à considérer avec la forme et la gran- 
leur des corps l’ensemble de toutes leurs autres 
Propriétés physiques. L'usage d’une semblable 
hypothèse, qui est peut-être la plus ancienne 
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conception philosophique créée par l'esprit hu- 
main, nousest maintenant devenu si familier , que 
nous ayons peine à mesurer exaclement son im- 
portance, en appréciant les conséquences qui ré- 
sulteraient de sa suppression. 

Les spéculations géométriques ayant pu ainsi 
devenir abstraites, elles ont acquis non-seulement 
plus desimplicité, mais encore plus de généralité. 
Tant que l'étendue est considérée dans les corps 
eux-mêmes, on ne peut prendre pour sujet des 
recherches que les formes effectivement réalisées 
dans lanature, ce qui restreindrait singulièrement 
le champ de la géométrie. Au contraire, en con- 
cevant l'étendue dans l’espace, l'esprit humain | 
peut envisager toutes les formes quelconques 1ma- 
ginables, ce qui est indispensable pour donner à 
la géométrie un caractère entièrement rationnel. 

La seconde conception géométrique prélimi- 
naire que nous devons examiner est celle des 
différentes sortes détendue, désignées par les 
mots de volume (1), surface, ligne, et même 


(1) M. Lacroix a critiqué avec raison l'expression de solide, 
communément employée par les géomètres pour désigner un 
volume. ILest certain , en effet, que lorsque fous voulons consi- 
dérer séparément une certaine portion de l'espace indéfini ; 
conçu comme gazeux , nous ensolidifions par la pensée l’enceint 
extérieure, en sorte qu’une ligne et une surface sont habituelle- 
ment, pour notre esprit , tout aussi solides qu'un volume. Ou 


e. 
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point, et dont l’explication ordinaire est si peu 
satisfaisante. 

Quoiqu'il soit évidemment impossible de con- 
cevoir aucune étendue absolument privée de l’une 
quelconque des trois dimensions fondamentales, 
il n'est pas moins incontestable que, dans une 
foule d'occasions, même d’une utilité immédiate ; 
les questions géométriques ne dépendent.que de 
deux dimensions, considérées séparément de la 
troisième , ou d’une seule dimension, considérée 
séparement des deux autres. D’un autre côté, 
indépendamment de ce motif direct, l’étude de 
l'étendue à une seule dimension et ensuite à deux 
_ se présente clairement comme un préliminaire 
indispensable pour faciliter l’étude des corps com- 
plets ou à trois dimensions, dont la théorie im- 
 médiate serait trop compliquée. Tels sont les 
deux motifs généraux qui obligent les géomètres 
à considérer isolément l'étendue sous le rapport 
d’une ou de deux dimensions , aussi bien que re- 
lativement à toutes les trois ensemble. 

C’est afin de pouvoir penser, d'une manière 
permanente , à l'étendue dans deux sens ou dans 
un seul , que l'esprit humain se forme les notions 


peut même remarquer que , le plussouvent , afin que les corps se 
pénètrent mutuellement avec plus de facilité, nous sommes obli- 
gés de nous représenter comme creux PinteiEie des volumes, 
ce qui rend encore plus sensible l'impropriété du mot solide. 
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susceptible, par sa nature ; d’une extension rigou# 
reusement indéfinie; car la mesure des lignes, des 
surfaces ou des volumes, présente nécessairement" 
autant de questions distinctes que l’on peut con- 
Se Due: 2 
cevoir de formes différentes, assuJetlies à des dé- 
finitions éxactes , et le nombré en ést évidemmeni 
infini. 4 
Les géomètres se sont bornés d’abord à consi- 
dérer les formes les plus simplés quela naturé leur 
fournissait immédiatement , ou quise déduisaient 
de ces élémens primitifs par les combinaisons les 
moins compliquées. Mais ils ont senti, depuis 
Descartes, que, pour constituer la science de la 
manière la plus philosophique ; il fallait nécessai- 
remeñt la faire porter, en général , sur toutes lés 
forincs imaginables, Ils ont ainsi-acquis la certi- 
tude raisonnée que cette géométrie abstraite coms 
prendrait inévitablement, comime cas particuliers; 
toutes les diverses formes réelles que le monde 
extérieur pourrait présenter, de façon à n'être 
jamais pris au äépourvu. Si, au contraire, on 
s'était toujours réduit à la seule considération de 
ces formés naturelles, sans sy êlre préparé par 
une étude générale et par l'examen spécial dé ceèr- 
téines formes hypothétiques plus sunples ;test 
clair que les difficultés auraient été le plus sou 
vent insurmontables äi momeñt de-lapplication 
ehéetivé. C'ést done uu principe fondamental, 
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. dans la géométrie vraiment rationnelle > Que la né- 
cessilé de considérer , autant.que possible, toutes 

… les formes qu'on peut concevoir rigoureusement. 
L'examen le moins approfondi suffit pour faire 
comprendre que ces formes présentent une va- 
riélé tout-à-fait infinie. Relativement aux lignes 
courbes ; en les regardant comme engendrées par 
le mouvement d’un point assujelti à une certaine 
loi , ilest-elair qu'on aura , en général , autant de 
courbesdifférentes que l’on supposera de lois dif: 
férentes pour ce mouvement , qui peut évidem- 
mert Sopérér suivant rine infinité de conditions 
distinctes ; quoiqu'il puisse arriver accidentelle- 
ment quelquefois que de nouvelles générations 

» produisent des courbes déjà obtenues. Ainsi ! 
* pour me borner aux seules courbes planes , si un 
… point se meut de manière à rester constamment 
à la même distance d’un point fixe , il engendrera 

« un cercle; si c’est la somme ou la différence de 
mises distances à deux points fixes qui demeure cons- 
manie ; la courbe décrite sera une ellipse on une 
hyperbole; si c'est leur produit, on aura une 
courbetoute différente; si le point s’écarte toujours 

. également d’un point fixe et d’une droite fixe rue | 
décrira une parabole; sil tourne sur un cercle en 
même temps que ce cercle roule sur une ligne 
droite , où aura une cycloïde ; sl s’avance le Jons 
d'une droite, tandis que cette droite, fixée par 


25. 
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tastiques des métaphysiciens sur les fondemens 
de la géométrie. On doit aussi remarquer que ces 
idées primordiales sont habituellement présentées 
par les géomètres d’une manière peu phiiosophi- 
que, puisqu'ils exposent , par exemple , les no- 
tions des différentes sortes détendue dans un ordre 
absolument inverse de leur enchaînement natu- 
rel, ce qui engendre souvent, pour l’enseignement 
élémentaire, les plus graves inconvéniens. | 

Ces préliminaires étant posés , nous pouyons 
procéder directement à la définition générale de 
la géométrie , en concevant toujours cette science 
comme ayant pour but final la mesure de l’é- 
tendue. 

Il est tellement nécessaire d'entrer à cet égard 
dans une explication approfondie , fondée sur la 
distinction des trois espèces d’étendue, que la 
notion de mesure n’est pas exactement la même 
par rapport aux surfaces et aux volumes que rela- 
tivement aux lignes , en sorte que, sans cel exa- 
men, on se formerait une fausse idée de la na- 
ture des questions géométriques. | 

Si l’on prend le mot mesure dans son acception 
mathématique directe et générale , qui signifie 
simplement l'évaluation des rapports qu'ont en- 
tr’elles des grandeurs homogènes quelconques , 
on doit considérer , en géométrie , que la mesure. 
des surfaces et des volumes, par opposition à 


MATHÉMATIQUES. 599 
celle des lignes , n’est jamais conçue, même dans 
les cas les plus simples et les plus favorables, : 
comme s’effectuant immédiatement. On regarde 
comme directe la comparaison de deux lignes ; 
celle de deux surfaces ou de deux volumes est , 
au contraire , constamment indirecte. En effet , 
on conçoit que deux lignes puissent être super- 
posées ; mais la superposition de deux surfaces , 
ou, à plus forte raison, celle de deux volumes, 
est évidemment impossible à établir dans le plus 
grand nombre des cas ; et, lors même qu’elle de- 
vient rigoureusement praticable , une telle com- 
paraison n’est jamais ni commode, ni susceptible 
d’exactitude. Il est donc bien nécessaire d’expli- 
quer en quoi consiste proprement la mesure vrai- 
ment géométrique d’une surface ou d’un volume. 

Il faut considérer , pour cela, que , quelle que 
puisse être la forme d’un corps, il existe toujours 
un certain nombre de lignes, plus ou moins 
faciles à assigner, dont la longueur suffit pour 
définir exactement la grandeur de sa surface ou 
de son volume. La géométrie, regardant ces lignes 
comme seules susceptibles d’être mesurées immé- 
diatement, se propose de déduire, de leur simple 
détermination , le rapport de la surface ou du 
volume cherchés, à l'unité de surface ou à l'unité 
de volume. Ainsi l’objet général de la géométrie, 


relativement aux surfaces et aux volumes, est 
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proprement de ramener toutes les comparaisons 
” de surfaces ou de volumes, à de simples compa- 
raisons de lignes. 

Outre la facilité immense que présente évi- 
demment une telle transformation pour la mesure 
des volumes et des surfaces , il en résulte ,.en la 
considérant d’une manière plus étendue et plus 
scientifique ; la possibilité générale de réduire à 
des questions de lignes , toutes les questions re- 


latives aux volumes et aux surfaces, envisagés ‘ 


quant à leur grandeur. Tel est souvent l'usage le 
plus important des expressions géométriques qui 
déterminent les surfaces et les volumes en fonc- 
tion des lignes correspondantes. 

Ce n’est pas que les comparaisons no 
entre surfaces ou entre volumes ne soient jamais 
employées. Mais de telles mesures ne sont pas re- 
sardées comme géométriques, et on n'y voit qu ’un 
stbplénitnt quelquefois nécessaire , Ses us trop 
rarement applicable, à 1 insuffisance ou à la diffi- 
culté des procédés vraiment rationnels. Cest 
ainsi que sonvent on détermine le volume d’un 
corps, et, dans certains cas, sa surface, d'après 
son poids. De même , en d’autres occasions, quand 
on peut substituer au volume proposé un volume 
liquide équivalent , on établit immédiatement la 
comparaison de deux volumes, en profitant de la 
propriélé que présentent les masses liquides , de 


MATHÉMATIQUES, 361 

" pouvoir prendre aisément toutes les formes qu'on 

veut leur. donner. Mais tous les moyens de cette 

nature sont purement mécaniques, et la géomé- 
trie rationnelle les rejette nécessairement. 

Pour rendre plus: sensible la différence. de ces 
déterminations avec les véritables mesures géomé- 
triques ; je citerai un seul exemple :très-remar- 

. quable ; la manière dont Galilée évalua le rapport 
de l'aire de la cycloïde ordinaire à celle du cerele 
générateur: La géométrie de son temps étant en 
Corértrop inférieureà la:solution rationnellé d’un 
tel problème ; Galilée imagina de chercher ce 
rapport par une expérience directe. Ayant pesé 
le plus exactement possible deux lames de même 
matière: et d'égale épaisseur; d’ont l’une avait la 
forme d’un cercle et l’autre celle della cycloïde 
engendrée ;-il trouva le poids de: celle-ci con 
Stamment triple de celui de la première, d’où il 
conclut que l'aire de la eyloïde est triple de celle 
du cercle générateur ; résultat conforme à la vé= 
ritable solution obténue plus tard par” Pascal :ét 
Wallis. Un tel succès ; sur lequel d’ailleurs Ga+ 

 Jilée n'avait pas pris le change, tient évidemment 
à l'extrême simplicité réelle .du rapport cherché; 
€tron conçoit l'insuffisance nécessaire de $embla: 
bles’ expédiens ; même lorsqu'ils seraient effecti=* 
Yement praticables, HrBel 
On voit clairement, d’après ce qui précède , 
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en quoi consistent proprement la partie de la # 
géométrie relative aux volumes et celle:relative 
aux surfaces. Mais on ne conçoit pas aussi nette- 
tement le caractère de la géométrie des lignes, 
puisque nous ayons semblé, pour simplifier l'ex- 
position , considérer la mesure des lignes comme 
se fesant immédiatement. ÎlL faut donc, par rap- 
port à elles, un complément d'explication. 

À cet effet, il sufht de distinguer, entre la ligne 
droite et les lignes courbes; la mesure de la 
première étant seule regardée comme directes. et 
celle des autres commé constamment indirecte. 
Bien que la superposition soit quelquefois rigou- 
reusement praticable pour les lignes courbes , il 
est évident néanmoins que la géométrie vraiment 
rationnelle doit la rejeter nécessairement, comme 
ne comportant, ! lors même qu'elle est possible ; 
aucune exactitude. La géométrie des lignes a done 
pour obj etgénéral de ramener constamment la me- 
sure des lignes courbes à celle des lignes droites ; 
et par suite, sous un point de vue plus étendu, 
de réduire à de simples questions de lignés droites 
toutes: les questions relatives à la grandeur des | 
courbes quelconques. Pour comprendre la possi- 
bilité d’une. telle transformation , il faut remar- 

-quer que; dans toute courbe quelconque, il existe 
constamment certaines droites dont la longueur 
doit suffire pour déterminer celle.de la courbe. * 
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N Ainsi, dans un cercle, il est évident que de la 
” longueur du rayon on doit pouvoir conclure celle 
” de la circonférence ; de même, la longueur d’une 
ellipse dépend de celle de ses deux axes; la 
longueur d’une cycloïde, du diamètre du cerele gé- 
nérateur, etc.; et si, au lieu de considérer la tota- 
lité de chaque courbe, on demande plus générale- 
mentla longueur d’un arc quelconque , il suffira 
d'ajouter; aux divers paramètres rectilignes qui 
déterminent l’ensemble dela courbe, la corde de 
l'arc proposé , ou les coordonnées de ses extré- 
mités. Découvrir la relation qui existe entre la 
longueur d’une ligne courbe et celle de sembla- 
bles lignes droites, tel. est le problème, général 
» qu'on à essentiellement en vue dans la partie de 
la géométrie relative à l'étude des lignes. 
_… En‘combinant cette considération avec celles 
précédemment exposées sur les volumes et sur 
les surfaces, on peut se former une idée très-nette 
de la science géométrique conçue dans son en- 
semble, en lui: assignant pour destination géné- 
rale de réduire finalement les comparaisons de 
toutes les espèces d’étendue, volumes, surfaces, 
ou lignes, à de simples comparaisons de lignes 
droites, les seules regardées: comme pouvant étre 
effectuées: immédiatement, et. qui, en effet, ne 
sauraient évidemment être ramenées à d’autres 
plus faciles. En même temps qu’une telle concep- 
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tion manifeste clairement.le véritable caractère dé 
la géométrie ; elle me semble propre à faire aperi 
cevoir ; d’un coup-d'œil: unique; son utilité et * 
sa perfection. PRE 


Afin de compléter rigoureusement.cette expli- 
cation fondamentale , il mereste à indiquer:com- 
ment il peut y avoir, en géométrie: rune section! 
spéciale relative à la ligne droite, ce. qui parait 
d’abord incompatible avec le principe quela mé: 
sure de cette classe de lignes doit étre toujours 
regardée comme immédiate. UE Eu 

Elle l’est, en effet ; par rapport à celledes lignes 
courbes, et de tous les autres objets que la géo- 
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métrie considère, Mais il est évident que l'esti- 
mation d’une ligne droite ne peut être envisagée : 
comme directe qu'autant qu'on peut immédiate- 
ment porter sur elle Punité linéaire. Or, c'estce : 
| qui présente le plus souvent des difficultés insur- 
montables, comme j'ai eu occasion de l'exposer: 
spécialement pour un autre motif dans latroisièmé 
Icéon:. On doit alors faire dépendre larmesure de 
la droite proposée d'autres mesures analogues, 
susceptibles d'êtres immédiatementeffectuées: Il 
y a donc nécessairement une première étude géo- | 
métrique distincte ; exclusivement consacrée à la 
ligneidroite; elle a pour objet de déterminer les 
lignes droites, les unes par les autres, d’après les 
relations propres aux figures quelconques résul- 
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Mant de leur assemblage. Cette partie préliminaire 
de la géométrie ; qui semble pour ainsi dire im- 
perceptible quand on envisage l’ensemble de la 
science , est néanmoins susceptible d’un très-grand 
développement ; lorsqu'on veut la» traiter dans 
toute son étendue. Elle est évidemment d'autant 
plus importante , que, toutes les mesures géormé- 
triques devant se ramener, autant que possible, 
à celle des lignes droites, l'impossibilité. de dé: 
terminer ces dernières suffirait pour rendreincom- 
plète I solution de chaque question quelconque. 
elles sont donc, suivant leur enchaînement 
naturel, les diverses parties fondamentales de la 
géométrie rationnelle, On voit que, pour suivre 
dans son! étude générale un ordre vraiment dog- 
matique, il faut considérer d’abord la géométrie 
des lignes, en commençant par la ligne droite, 
£tpasser ensuite à la géométrie des surfaces ; pour 
“traiter enfin celle des volumes. Il y a lieu de s’é- 
tonner, sans doute, qu'une classification méthodi- 
que qui dérive aussi simplement de la nature même 
de la Science n'ait pas été constamment suivie. 
Après avoir déterminé avec précision l’objet gé- 
néral et définitif des recherches géométriques , 
ibfaut maintenant considérer la science sous le 
rapport du champ embrassé par chacune de ses 
trois séctions fondamentales. 
Ainsi envisagée, la géométrie est évidemment 
TOME 1. 25 
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susceptible, par sa nature ; d’une extension rigou-# 
reusement indéfinie; car la mesuré des lignes, des 
surfaces ou des volumes, présente nécessairement" 
autant de questions distinctes que l’on peut con- 
cevoir de formés différentes, assujetties à des dé- 
finitions exactes , et le nomibré en ést cvidemmeni 
infini]. 

Les géomètres se sont bornés d’abord à consi- 
dérer les formes les plus simplés que la nature leur 
fournissait immédiatement ; ou qui $e déduisaient 
de ces élémens primitifs par les combinaisons les 
moins compliquées. Mais ils ont senti , depuis 
Descartes, que, pour constituer la science de la 
manière la plus philosophique ; il fallait nécessai- 
remient la faire porter, en général; sur toutes les 
forines  imaginables, Ils ont ainsi-acquis la certis 
tude raisonnée que cette géométrie abstraite Comæ 
prendrait inévitablement, comme cas particuliers; 
toutes les diverses formes réellés que le monde 
extérieur pourrait présenter, de façon à n'être 
jamais pris au dépourvu: Si, au contraire, on 
s'était toujours réduit à la seule considératiori de 
ces formés naturelles, sans s'y êlre préparé, par 
une étude générale et par l'examen spécial clé cèr- 
tâines formes hypothétiques plus sinples ; il est 
clair que les difficultés auraient été le plus sou 
vent insurmontables ai momeht de l'application 
eMectivé, C’ést done ux prinéipe fondamental , 
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. dans la-géométrie vraiment rationnelle > Que la né- 
cessilé de considérer , autant que possible, toutes 

* les formes qu'on peut concevoir rigoureusement. 

L'examen le moins approfondi suffit pour faire 
comprendre que ces formes présentent une ya- 
riété tout-à-fait infinie. Relativernent aux lignes 
courbes ; en les regardant comme engendrées par 
le mouvement d un point assujelti à une certaine 
loi, iLest-clair qu'on aura , en général , autant de 
courbes-différentes que l’on supposera de lois dif- 
férentes pour ce mouvement, qui peut évidem- 
ment Sopérer suivant rine infinité de conditions 
distinctes ; quoiqu'il puisse arriver accidentelle- 

. ment quelquefois que de nouvelles générations 
» produisent des courbes déjà obtenues. Ainsi , 
pour me borner aux seules courbes planes , si un 

+ point se meut de manière à rester constamment 
à la même distance d’un point fixe , il engendrera 

… un cercle; si c’est la somme ou la différence de 

Mses distances à deux points fixes qui demeure cons- 

manie . la courbe décrite sera une ellipse on une 
hyperbole; si c’est leur produit, on aura une 
courbe toute différente; si le point s’écarte toujours 
également d’un point fixe et d’une droite fixe , il 
décrira ane parabole ; s'il tourne sur un cercle en 
même temps que ce cercle roule sur une ligne 
droite, où aura une cycloïde; sil s’avance le lons 
d'une cHecr tandis que cette droite, fixée par 
29. 
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une de ses extrémités, tourne d’une manière 
Sr SU D il en résuliera ce qu’on appelle , en 
général, des spirales qui, à elles seules, présen- 
tent évidemment autant de ‘courbes parfaitement 
distinctes , qu’on peut supposér de relations diffé- 
rentes entre ces deux mouvémens de translation 
et de rotation, etc. , etc. Chacune de ces diverses 
courbes peut ensuite en fournir de nouvelles, par 
les différentes constructions générales ‘que: les 
géormètres ont imaginces , et qui donnent nais- 
sanée aux développées ; aux épicycloïdes!; aux 
caustiques ; etc. , etc. Enfin il existe évidem- 
ment une variété encore plus grande Front dé 
courbes à double courbure: | | 
Relativement aux surfaces , les formesen sont | 


+ 


nécessairement bien plus diverses encore;1enles n 
regardant comme engendrées par le mouvement : 


des lignes. En effet, la forme peut alors! var ier 
non seulement en considérant, comme dans les 


courbes; ‘les différentes lois en nombre’ héoil 
auxquelles peut être assujetti le mouvementide. 


la ligne génératrice, mais aussi en supposant que 


cette ligne elle-même viene à changer de na- 


ture, ce qui n'a pas d’analogue dans les courbes; 


les points qui les décrivent ne pouvant avoir au= 


cune figure distincte. Deux ‘classes de: conditions. 
très-diverses peuvent: donc faire varier les, formes 
des surfaces, tandisqu'ibn en existe. qu'une seule 
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L' 


pour les lignes. Il est inutile de citer spécialement 
une série. d'exemples propres à vérifier cette mul- 
tiplicité doublement infinie qu’on remarque par- 
miles surfaces. [1 suffirait, pour s'en faire une 
idée , de considérer l'extrême variété que pré- 
sente le seul groupé des surfaces dites réglces, 
cest-à-dire engendrées par une ligne droite, et 
qui comprend toute la famille dés surfaces cy- 
lindriques, celle des surfaces coniques, la classe. 
plus générale des surfaces développables FLAls 
conques, elc. Par rapport aux volumes, il n°y a 
lieu à aucune considération spéciale, puisqu'ils 
ne se distinguent entr’eux que par les surfaces 
qui les terminent. 

Afin de compléter cet aperçu géométrique, il 
faut ajouter que les surfaces elles-mêmes fournis- 
sent un nouveau moyen général de concevoir des 
courbes nouvelles, puisque toute courbe peut être 
envisagée comme produite par l'intersection de 
deux surfaces. C’est ainsi, en effet, qu'ont été 
obtenues les premières lignés qu'on puisse regar- 
der comme vraiment inventées par les géomêtres, 
puisque la nature donnait immédiatement la li- 
gne droite et le cercle. On sait que l’ellipse, la 
parabole et l'hyperbole, les seules courbes com- 
Plétement étudiées par les anciens, avaient été 
seulement conçues, dans lorient comme résul- 
‘tant de l’intersection d’un cône à base circulaire 
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par un plan diversement situé. Îl est évident que 
par l'emploi combiné de ces différens moyens gé- 
néraux pour la formation des lignes et des surfa- 
ces, on pourrait produire une suite rigoureuse- 
ment infinie de formes distinctes, en partant 
seulement d’un très-petit nombre de figures direc- 
tement fournies par l'observation. 

Du reste, tous les divers moyens immédiats 
pour l'invention des formes, n’ont presque plus 
aucune importance, depuis que la géométrie ra- 
tionnelle a pris, entre les mains de Descar- 
tes, son caractère définitif. En effet, comme 
nous le verrons spécialement dans la douzième 
lecon, l'invention des formes se réduit auJour- 
d’hui à l'invention des équations , en sorte que 
rien n’est plus aisé que de concevoir de nouvelles 
lignes et de nouvelles surfaces , en changeant à 
volontéles fonetions introduites dansleséquations: 
Ce simple procédé abstrait est, sous ce rapport 
infiniment plus fécond que les ressources géo- 
métriques directes, développées par l'imagination, 
la plus puissante, qui s’appliquerait uniquementà 
eet ordre de conceptions. Il explique d’ailleurs, de 
la manière la plus générale et la plus sensible ; 4 
variété nécessairement infinie des formes géomét 
triques , qui correspond ainsi à la daté des 
fonctions analytiques. Enfin, 1] montre non moins 
clairement que les différentes formes de surfaces 
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doivent être encore plus multipliées que celles 
des lignes , puisque les lignes sont représentées 
analytiquement par des équations à deux variables, 
tandis que les surfaces donnent lieu à des équa- 
tions à trois variables , qui présentent nécessairc- 
. ment une plus grande diversité. 

Les considéraiions précédemment indiquées 
suffisent pour montrer nettement l'extension ri- 
goureusement infinie que comporte, par sa nature, 
chacune des trois sections générales de la géomé- 
trie , relativement aux lignes , aux surfaces et aux 
volumes, en résultat de la variété infinie des corps 
à mesurer. 

Pour achever de nous faire une idée exacte et 
suffisamment étendue de la nature des recher- 
ches géométriques , il est maintenant indispensa- 
ble de revenir sur la définition générale donnée 
ci-dessus , afin de la présenter sous un nouveau 
point de yüe, sans lequel l’ensemble de la science 
ne serait que fort imparfaitement conçu. 

En assignant pour but à la géométrie la mesure 
de toutes les sortes de lignes, de surfaces et de 
volumes, c’est-à-dire , comme je l'ai expliqué , 
laréduction de toutes les comparaisons géométri- 
ques à de simples comparaisons de lignes droites, 
nous avons évidemment l'avantage d'indiquer une 
destination générale très-précise et très-facile à 
saisir. Mais, si écartant toute définition, on 
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exarnine la composition effective de la science. 
géométrique , On sera d'abord porté à regarder la 
définition précédente comme beaucoup trop 
‘étroite, car il n'est pas douteux que la majeure 
partie des recherches qui constituent notre géo- 
métrie actuelle ne paraissent nullement ayou: 
pour objet la mesure de l'étendue. C’est proba- 
blement une telle considération qui maintient 
encore, pour la géométrie , l'usage de ces défini- 
tions vagues , qui ne comprennent tout que parce 
qu’elles ne caractérisent rien. Je crois néanmoins, 
malsré cette objection fondamentale, pouvoir 
persister à indiquer la mesure de l'étendue comme 
le but général et uniforme de la science géomé- 
trique ; et en y comprenant cependant tout ce- 
qui entre dans sa composition réelle. En effet, 
si , au lieu de se borner à considérer isolément 
les diverses recherches géométriques, on s'attache 
à saisir les questions principales, par rapport 
auxquelles toutes les autres, quelque importantes 
qu’elles soient, ne doivent être regardées. que 
comme secondaires, on finira par reconnaitre 
que la mesure des lignes , des surfaces et des vo- 
lumes, est le but invariable, quelquefois direct, | 
et le plus souvent ézdirect, de tous les travaux k 
séométriques. Cette proposition f cénérale étant 
fondamentale , puisqu'elle peut FA donner à 
notre Rte toute sa valeur , il est indispen= 
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sable d'entrer à ce sujet dans quelques dévelop- 
pèmens. 

En examinant avec attention les recherches 
géométriques. qui ne paraissent point se rapporter 
à la #esure de l'étendue , on trouve qu'elles con- 
sistent. essentiellement dans l'étude des diverses 
propriétés de chaque ligne ou de chaque surface, 
c'est-à-dire , en termes précis, dans, Ja connais- 
sance des différens modes de génération | où du 
moins de définition, propres à chaque forme que 
l'on considère. Or, on peut aisément établir, de 
Ja manière la plus générale, la relation nécessaire 
d’une telle étude avec Ja question de mesure , 
pour. laquelle la connaissance la plus complète 
possible des propriétés de chaque. forme est un 
préliminaire indispensable. C’est ce que concou- 
rent à prouver deux considérations également 
fondamentales, quoique de nature tout - à- fait 
distincte. 

La. première , purement scientifique, consiste 
à remarquer que si l’on ne connaissait, pour 
chaque ligne ou pour chaque surface, d'autre 
propriété caractéristique. que celle d'après. la- 
quelle les géométres l'ont primitivement conçue, 
il serait le plus souvent impossible de parvenir à 
la solution des questions relatives à sa mesure. 
Eneffer, il est facile de sentir que les différentes 
définitions dont chaque forme est susceptible ne 
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sont pas toutes également propres à une telle 
destination , et qu’elles présentent même, sous ce 
rapport, les oppositions les plus complètes. Or , 
d'un autre côté, la définition primitive de chaque 
forme n’ayant pu évidemment être choisie d’après 
cette condition, ilest clair qu’on ne doit pas 
s'attendre, en général, à la trouver la plus con- 
venable ; d’où résulte la nécessité d'en découvrir 
d’autres, c’est à dire d'étudier, autant que pos- 
sible, les propriétés de la forme proposée. Qu'on 
suppose, par exemple, que le cercle soit défini , 
la courbe qui, sous le même contour, renferme 
la plus grande aire, ce qui est certainement une 
propriélé toul-à-fait caractéristique ;, on éprou- 
verait évidemment des difficultés insurmontables 
pour déduire d’un tel point de départ la solution 
des questions fondamentales relatives à la recti- 
fication ou à la quadrature de cette courbe. 1l est 
clair , à priori, que la propriété d’avoir tous ses 
points à égale distance d’un point fixe , doit né- 
cessairement s'adapter bien mieux à des recher- 
ches de cette nature, sans qu'elle soit précisé 
ment la plus convenable. De même, Archimède 

eût-il jamais pu découvrir la quadrature de la 
parabole , s’il n'avait connu de cette courbe d’au- 
tre propriété que d’être la section d’un cône à 
base circulaire, par un plan parallèle à sa oéné- 
ratrice? Les travaux purement spéculatifs des 
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séomètres précédens , pour transformer cette pre- 
mière définition , ont évidemment été des préli- 
minaires indispensables à la solution directe d’une: 
telle question. Il en est de même, à plus forte 
raison, relativement aux surfaces. Il suffirait, 
pour s’en faire une juste idée , de comparer , par 
exemple, quant à la question de la cubature ou de 
la quadrature , la définition ordinaire de la sphère 
avec celle, non moins caractéristique sans doute, 
qui consisterait à regarder un corps sphérique 
comme celui qui, sous la même aire , contient 
le plus grand volume. 

Je n'ai pas besoin d'indiquer un plus grand 
nombre d'exemples pour faire comprendre, en 
général, la nécessité de connaître, autant que 
possible ; toutes les propriétés de chaque ligne ou 
de chaque surface , afin de faciliter la recherche 
des rectifications , des quadratures, et des cuba- 
tures , qui constitue l’objet final de la géométrie. 
On peut même dire que la principale difficulté 
des questions de ce genre consiste à employer, 
dans: chaque cas, la propriété qui s'adapte le 
mieux à la nature du problème proposé. Ainsi 
en continuant à indiquer, pour plus de précision, 
la mesure de l'étendue, comme la destination 
générale de la géométrie, cette première consi- 
dération, qui touche directement: au fond du 
sujet, démontre clairement la nécessité d'y com- 
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prendre l'étude ; aussi approfondie que possible, 
des diverses générations où définitions a pres à’ 
une même forme. 

Un second motif , d'une importance au moins 
égale, consisteen ce qu'une telle étude estindispen: | 
sable. pour organiser , d’unemanière rationnelle ;” 
la relation de l’abstrait au concret en géométrie. 

La science géométrique devant considérer, ainsi | 
que je l'ai indiqué ci-dessus, toutes les formes 
imaginables qui comportent une définition exacte, 
il en résulte nécessairement ; comme nous l'avons 
remarqué , que les questions relatives aux formes 
quelconques présentées par la nature , sont tou- 
jours implicitement comprises dans cette géomé- 
trie abstraite , supposée parvenue à sa perfection. 
Mais quand il faut passer effectivement à la'géo-! 
métrie concrète , on rencontre constamment une 
difficulté fondamentale, celle de savoir auxquels’ 
des différens types abstraïts on doit rapporter , 
avec une approximation suffisante, les lignes où 
les surfaces réelles qu'il s’agit d'étudier. Or; c’est 
pour établir une telle relation qu'il est particu- 
lièrement indispensable de connaître le plus grand 
nombre possible de propriétés de chaque forme 
considérée en géométrie. DL 

En effet, si l’on se bornait toujours à la seule 
définition primitive d’une ligne ou d’une surface, 
en supposant même qu’on pût alors la r#esurer 
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( ce qui; d’après de premier genre de considé- 
rations , serait le plus souvent impossible ), ces 
connaissances resteraient presque nécessairement 
stériles dans l’application:, puisqu'on ne saurait 
point ordinairement reconnaître cette:forme dans 
Ja nature , quand elle s’y présenterait, Il faudrait 
pour cela que le caractère unique, d’après lequel 
les géomètres l’auraient conçue, fût précisément 
celui dont les circonstances extérieures comporte- 
raient la vérification ; coïncidence purement for- 
tuite ; sur laquelle évidemment on ne doit pas 
compter; bien qu'elle puisse avoir lieu quelque- 
fois. Ce n’est donc qu'én multipliant autant que 
possible les propriétés caractéristiques de chaque 
forme abstraites, que nous pouvons être assurés 
d'avance ide areconnaître à l'état concret ; et 
d'utiliser ainsi tous nos travaux rationnels;: en 
vérifiant ; dans chaque ‘cas, la définition qui est 
susceptible d'éêtreconstatéedirectement. Gette dé- 
finition est presque toujours unique dans des cir- 
constances données et varie, au contraire | pour 
unermême! forme, avec des circonstances diffé- 
rentes; : double motif de détermination. 

“La géométrie céleste nous fournit, à cet égard 
l'exemple le plus mémorable; bien propre à met- 
tresens évidence la’ nécessité générale d’une telle 
étude. On sait, en effet, que lellipseal été recon- 
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nue par Képler comme étant la courbe que décri- 
vent les planètes autour du soleilet lessatelhtes au- 
tour de leurs planètes. Or, cette découverte fon- 
damentale, qui a renouvelé l'astronomie, eût-elle 
jamais été possible, si l’on s'était toujours borné à 
concevoir l’ellipse comme la section oblique d'un 
cône circulaire par un plan ? Aucune telle défi- 
nition ne pouvait évidemment comporter une 
semblable vérification. Lapropriété la plus usuélle 
de l’ellipse ; que la somme des distances de tous 
ses points à deux points fixes soit constante ;: est 
bien plus susceptible sans doute, par sà nature, de. 
faire reconnaître la courbe dansce cas ; mais elle 
n’est point encore directement convenable. Le 
seul-caractère qui puisse étrealors vérifié immé- 
diatément , est celui qu'on üre de la relation qui 
existe dans l’ellipse entre la longueur des distances 
focales et leur direction ; l’unique-relation. qu 
admette une interprétation astronomique; comme 
exprimant la loi qui liela distance.de la planète 
au-soleil au temps écoulé depuis l’origine de sa ré- 
volution. H a donc fallu que les travaux purement 
spéculatifs des géomèttes grecs sur les propriétés 
des sections coniques-eussent préalablement pré- 
sentéleur génération sous une multitudede pornts 
de vue différens , pour-que:Képler aït-pupasser 
*_ ainsidél'abstrait au concret, en choisissant parmi 
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tous ces divers caractères celui qui pouvait le plus 
facilement être constalé pour les orbites plané- 
taires. 

Je puis citer encore un exemple du même or- 
dre , relativement aux surfaces, en considérant 
Pimportante question de la figure de la terre. Si 

on n'avait jamais connu d'autre propriété de Ja 
sphère que son caractère primitif d’avoir tous 
ses points également distans d’un point intérieur, 
comment aurait-on pu jamais découvrir que la 
surfacésde la terre était sphérique ? Il'a été né- 
cessairé pour cela de déduire préalablement de 
cetie définition de la sphère quelques propriétés 
susceptibles d’être vérifiées par des observations 
effectuées üniquement à la surface, commé , par 


exemple, le rapport constant qui existe pour la 


sphère: entre la longueur du chemin parcouru le 
long d'un méridien quelconque en s’avançant vers 
un pôle ; et li hauteur angulaire de ce pôle sur 
Vhorizon en chaque point. Il en a été évidemment 
dérmême , et avec une bien plus longue suite de 
spéculations préliminaires ; pour constater plus 
tard que la terré n’était point rigoureusement 
sphérique, mais que sa formé est celle d’un el- 
hipsoiïde de révolution. 

Après de tels exemples, il serait sans doute 
inutile d'en rapporter d’autrés, que chacun peut 
d'ailleurs aisément multiplier. On y vérifiera tou- 
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jours que, sans une connaissance très-étenduc des 
diverses propriétés de chaque forme ; larelation 
de Pabstrait au concret en géométrie serait pure- 
ment accidentelle , et que , par conséquent ;. la 
science-manquérait de lun de sesfondemens les: 
plus essentiels. c9 Tourte À 

Tels sont donc les deux motifs généraux: qui 
démontrent: pléinement:la nécessité d'introduire 
en: géométrie une foule de recherches qui ont 
pas pour objet direct la: mesure de l'étendue; en 
continuant cépendant à concevoir une telle me- 
sure-comme la destination finale dextoute-la 
science géométrique: Ainsi, nous pouvons con- 
server les avantages philosophiques queprésentent 
la netteté et la précision de cette définition;et 
y comprendre néanmoins , d’une :manièrertrès- 
rationnelle, quoiqu'imdirecte.; toutes les recher- 
ches géométriques connues; en considérant celles 
qui ne paraissent point se rapporter à la mesure 
de l'étendue , comme destinées soit à: préparer/la 
solution des:questions finales ; soit à, permettre 
application des solutions obtenues. 

Après avoir reconnu; èn thèse générale ;-les 
relations intimes et nécessaires de l'étude des:pro- 
priétés des lignes et des surfaces avec les-récher- 
ches qui constituent lobjet définitif de. la: géo- 
métrie, il.est d’ailleurs évident que; dans la suite 
de leurs travaux, les géoniètres ne doivent: nulle- 
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ment S'astreindre À né jamais perdre de vue ur 

* telenchaînement. Sachant ; uné fois pour toutes, 
combien ibimporte de varier:le plus possible les 
” manières-dé concevoir chaque forme, ils doivent 
poursuivre-cette étude sans” considérer immédix: 
tement de quelle utilité peut être. telle: ou ‘télle 
propriété spéciale pourles rectifications > les qua! 
dratures ou les cubatures. Hé éntravéraientintiti. 
lement: leurs rechérches » en lattachäntiune int 
portance puérile à Fétablissementcontint dé ete 
coordination: L'esprit humain doit procéder; Xcèt 
_égard', comme lil le‘ faiten toule occasion série 

. blable quand ; après avoir conçu en général , 
la destination: d’une certaine-étude , il°attache 
exclusivement à:la pousser le plus loin possible" 
enwfaisant-complétement abstraction-de cette re 

_ Jatioh., dontla considération perpétuelle-éompli- 
querait tous’sés iravaux £ 60159800 18q oiridemods 
#lfexplication générale ‘ques je viens ‘d'exposer: 
estid'autant plus indispensable: que , patla ha 
ture imême du sujet, cette: étude : des: diverses 
propriétés de chaque ligne-et de: chaque surface 
"compose nécessairement: la très-majeure partie: de: 
l'ensemble dés recherches géométriques: rreffet, 
les-questions immédiatement relatives auxrectifi- 
Cations!; aux quadratures et;aux cubatures'; sont 
évidemment:; par ellesimêmes en nombte fort 
limité pour chaque forme: considérée: Aucon: 
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traire , l'étude des propriétés d'une même forme 
présente à l’activité de l'esprit humain un champ 
naturellement indéfini ; où l’on peut toujours es- 
pérer de faire .de nouvelles découvertes. Aïnsi , 
par exemple, quoique les géomètres se solemt oC- 
cupés depuis! vingt siècles , avec plus ou moins 
d'activité sans doute., mais sans aucune interrup- 
Lion réelle, de l’étude des sections coniques , ils 
sont loin de regarder ce sujet si simple comme 
épuisé ; evil est cerlain en effet qu'en continuant 
à s’ylivrer, on ne manquerait pas de trouver-en- 
core des propriétés inconnues de ces diverses 
courbes. Si les travaux de ce genre se.sont consi- 
dérablement ralentis depuis environ un siècle ; 
ce m'est pas qu'ils soient terminés; cela tient 
seulement , comme je l’expliquerai tout-à-l'heure, 
à ce que la révolution philosophique opérée en 
géométrie par Descartes a dû singulièrement di- 
minuer l'importance de semblables recherches. 


+ 


Il résulte des considérations précédentes ques 
non-seulemént le champ de la géométrie.est né 
cessairement infini à cause de:la variété des for-| 
mes à considérer , mais aussi en: vertu de la di? 
versité des points de vue sous lesquels une même 
forme peut être envisagée. Cette dernière concep# 
tion est même celle qui donne l’idée la plus large: 
et la plus complète de l’ensemble des recherches, 
séométriques. On voit que les études de ce genre 
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consistent essentiellement , pour chaque ligne ou 
pour chaque surface , À rattacher tous les phéno- 
mênes géométriques qu'elle peut présenter à un 
seul phénomène fondamental , regardé comme 
définition primitive. 

Après avoir exposé , d’une manière générale et 
pourlant précise , l’objet final de la géométrie , 
et montré comment la science » ainsi définie, 
comprend une classe de recherches très-étendue 
qui ne paraissaient point d’abord s'y rapporter 
nécessairement , il me reste À considérer ; dans 
son ensemble, la méthode à suivre pour la for- 
mation de cette ‘science. Cette dernière explica- 
tion est indispensable pour compléter ce premier 
aperçu du caractère philosophique de la géomé- 
trie. Je me borneraiten ce moment À indiquer à 
cet égard Ja considération la plus générale ; cette 
importante notion fondamentale devant être déve- 
loppée et précisée dans les lecons suivantes. 

L'ensemble des questions géométriques peut 
être traité suivant deux méthodes tellement dif- 
férentes ; qu’il en résulte , pour ainsi dire, deux 

sortes de géométries, dont le caractère philoso- 

phique ne me semble pas avoir été encore conve- 

nablement saisi. Les expressions de géométrie sy7- 

thétique et géométrie an alytique, habituellement 

employées pour les désigner , en donnent une très- 

fausse idée. Je préférerais de beaucoup les déno- 
20. 
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minations purement historiques de géometrie des 
anciens et géométrie des modernes , qui ont, du: 
moins, l'avantage de ne pas faire méconnaître leur 
vrai caractère: Mais je propose d’employer:désor- 
mais les expressions régulières de géométrie spé= 
ciale .et géométrie générale qui me paraissent 
propres à caractériser avec précision la véritable: 
nature des deux méthodes. 100 bone 
Ge n’est'point; en effet, dans l'emploi du cal- 
cuk, comme.on le pense communément; que con+: 
sisté précisément la différence fondamentale:entre 
la arière.dont-nous concevons la géométrie: de- 
puis Descartes ; et la manière dont les géomètres 
de l'antiquité 1traitaientles {juestions géométris 
ques..il st certain, d'un part, que Füsage du 
calcule. leur était point-entièrement incônnu; 
puisqu'ils faisaient, daris leur géométrie, des appli 
cations continuelles etfort étendues de larthéore: 
des proportions ,;r qui était: poub: eux , ‘comme 
moyen de déduction ;unésorte d’équivalent réel, 
quoique très-impartait ‘et ‘surtout. extrémemerit 
borné, delnotré-algèbre actuelle. Onpcutmême 
employer le caleul d'une manière beaucoupeplus - 
complète qu'ils ne Pont fait pour obtenir certai+ 
nessolutions géométriques; qui w’en-auroent pas 
inoins le véaractière esséntiel de la géométrie am 
cienne;1 est ce qui arrive :très-fréquemments 
par rapport à ces problèmes de géométrie à ‘deux 
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ou ä trois dimensions, qu'on désigne vuloairément 
sous le nom de déterminés. D'un aütre côté, 
quelque capitale que soit l'influence du ‘calcul 
dans notre géométrie moderne ; plusieurs solu- 
tons ‘obtenues sans algèbre , peuvent manifester 
quelquefois le caractère propre qui la distingue 
de ja géométrie ancienne, quoique, en thèse gé- 
nérale , l'analyse soit indispensable : j'en citerai, 
comme exemple , la méthode. de Roberval pour 
les tangentes, dont la nature est essentiellement 
moderne, et qui cependant conduit , en ‘certains 
Cas, à des solutions complètes, sans aucun secours 
du calcul. Ce n'est done point par linstrument de 
déduction employé qu’on doit principalement dis- 
tinguer les deux marches que Pesprit humain 
peut suivre en géométrie. | 
La différence fondamentale. Jusqu'ici impar- 
faitement saisie ; me paraît consister réellement 
dans la nature même des quéstions considérées. 
En effet, la géométrie, envisagée: dans son en- 
semble ; ét supposée parvenue à son entière per- 
fection , doit; comme nous l'avons vu , d’une part, 
…mbrassér toutes : les. formes imaginables ; et 
d'une-autre part ; découvrir toutes les propriétés 
de chaque forme. Elle est susceptible ; d’après 
cette double considération ; d’être traitée suivant 
deux plans essentiellement distinctifs : soit én 
S'oupant ensemble toutes les questions, quelque 
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diverses qu’elles soient, qui concernent ue même 
forme , et isolant celles relatives à des corps dif- 
férens , quelque analogie qui puisse exister entre 
elles ; soit, au contraire, en réunissant sous un 
même point de vue toutes les recherches sembla- 
bles ; à quelques formes diverses qu'elles se rap- 
portent: d’ailleurs, et séparant les questions 
relatives aux propriétés réellement àifférentes 
d'un même corps. En un mot, l’ensemble de la 
géométrie peut être essentiellement ordonné ou 
par rapport aux corps étudiés, ou par rapport 
aux phénomènes à considérer. Le premier plan, 
qui est le plus naturel, a été celui des anciens; 
le second, infiniment plus rationnel , est celui des 
modernes depuis Descartes. 

Tel est, en effet, le caractère principal de la 
géométrie ancienne ,qu’on étudiait, une à une, 
les diverses lignes et les diverses surfaces , ne pas- 
sant à l’examen d’une nouvelle forme quelors- 
-qu' on croyait avoir épuisé tout ce qe pouvaient 
offrir d’intéressant les formes connues jusqu'alors. 
Dans cette manière de procéder, quand on entre- 
prenait l'étude d’une courbe nouvelle, l'ensemble 
des travaux exécutés sur les précédentes ne pou- 
:‘yait présenter. directement aucune ressource es- 
sentielle , ; ‘autrement ique par l'exercice géomé- 
tique auquel il avait dressé l'intelligence. Quelle 
que pût être la similitude réelle des questions 
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proposées sur deux formes différentes, les con. 
* naissances complètes acquises pour lune ne pou- 
vaient nullement dispenser de reprendre pour 
l'autre l’ensemble de la recherche. Aussi la mar- 
che de l'esprit n’était-elle jamais assurée; en sorte 
qu'on ne pouvait être certain d'avance d'obtenir 
une solution qnelconque , quelqu’analogue que 
fût le problème proposé à des questions déjà ré- 
solues. Ainsi , par exemple , la détermination des 
tangentes aux trois sections coniques ne fournis- 


sait aucun secours rationnel pour mener la tan- 


gente à quelqu'autre courbe nouvelle , comme le 
conchoïde , la cissoïde, etc. En un mot, la géo- 
métrie des anciens élait, suivant l'expression 
proposée ci-dessus, essentiellement spéciale. 
Dans le système des modernes, la géométrie 
est, au contraire, éminemment générale , c’est-à- 
dire , relative à des formes quelconques. Il est 


aisé de comprendre d’abord que toutes les ques- 


tions géométriques de quelqu’intérêt peuvent être 
proposées par rapport à toutes les formes imagi- 
nables. C’est ce qu’on voit directement pour les 
problèmes fondamentaux, quiconstituent, d’après 
les explications données dans cette leçon , l’objet 
définitif de la géométrie, c’est-à-dire, les rectifi- 
cations , les quadratures , et les cubatures. Mais 
cette remarque n'est pas moins incontestable, 
même pour les recherches relatives aux diverses 


# 
e 


588 PHILOSOPHIE POSITIVE. > 
propriétés des lignes etdes surfaces ;-et:dontoles 
plus essentielles ; telles que:la question: des’tan-: 
gentes où des plans tangens, la théorie des: cour- | 
bures! etc:, sont-évidemment communes à toutes 
les formes quelconques: Les recherches irès-peu 
nom bréuses qui Sont vraiment particulières àdelle 
owtelle forme n’ont qu'une importance extrême 
ment secondaire. Cela posé, la géométrie moderne 
consiste.essentiellement aabstraire , pour! Jatraiter 
à part; d’une manière entièrement générale;-toule 
question relative à un même phénomène géomé- 
‘trique:, dans quelquesicorps qu'il puisse étre:con- 
sidéré. Liapplication: des théories universelles 
ainsi. construites à-la détermination spéciale: du 
phéngmêns dontil S'agit dans, chaque :corpsipar- 
ticulier; n’est: plus! regardée.que comme unira- . 
yaik subalterné, à exécuter suivant des règles 1n- 
variables:et dont le succès est: certain d'avance. 
Ce:travail.est, en-un:mot, dùmêmecordreique 
l'évaluation numérique d’une formule analytique 
déterminée, ‘Îl: ne peut y avoir sous ce rapport 
d'autre mérite que celui deprésenter, dans.chaque 
éas, la solution nécessairement fournie par da 
méthode générale, avec touie la simplicité et Fé- 
légance que peut comporter la ligne ou la surface 
considérée. Mais on n’attache d'importance réelle 
qu’à Ja conception et à la solution complète d’une 
nouvelle question propre à une forme quelcon- 
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que; Les,-travaux de ce genre‘sont seuls regardés 
commé faisant faire à la science de véritables pas. 
Lattention, des géomètres , ainsi dispensée de 
l’examen.des particularités des: diverses formes , 
et dirigée-tout entière vers les questions géné- 
rales,,. a pu:s’élever par: là :à la considération de 
nouvelles notions géométriques, qui, appliquées 
aux courbes étudiées par les anciens ; en! ont fait 
découvrir des propriétés importantes qu'ils n’a- 
vYaién{ pas même soupçonnées. Telle:est la géorné- 
tie, depuis la révolution radicale opérée par Des- 
cârtes dans le système général de la science. 

; La simple indication-du caractère fondamental 
propre à chacune dés deux géoméiries, suffitsans 
doute. pour’; mettre:en évidence l'immense supé- 
riorité nécessaire. de la: géométrie: moderne. On 
peut même dire qu'avant la grandeconception de 
_Descartes.| la géométrie rationnelle n’était pas 
vraiment-constituée, sur des bases définitives’, 
soit sous, lé rapport abstrait ; soit sous le rapport 
concret. En effet, pour la science considérée Spé- 
culativement, il est clair qu'en continuant indéfi- 
miment, comme l'ont fait les modernes avant Des- 
cartes el même.un peu après, À suivre la marche 
des anciens, en ajoutant quelques nouvelles cour- 
bes au,petit nombre de celles qu'ils avaient étu- 
diées,, les progrès, quelque rapides qu'ils eussent 
pô tre, n'auraient été , aprés une longue suite 
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de siècles, que fort peu considérables par rapport 
au système général de la géométrie, vu l'infinie 
variété des formes qui seraient toujours restées à 
étudier. Au contraire , à chaque question résolue 
suivant la marche des modernes , le nombre des | 
problèmes géométriques à résoudre se trouve ; 
une fois pour toutes, diminué d'autant, par rap- 
port à tous les corps possibles, Sous un second . 
point de vue, du défaut complet de méthodes gé- 
nérales il résultait que les géomêtres anciens, dans 
toutes leurs recherches , étaient entièrement 
abandonnés à leurs propres forces , sans avoir ja- 
mais la certitude d'obtenir tôt ou tard une solution 
quelconque. Si cette imperfection de la science 
était éminemment propre à mettre dans toutson 
jour leur admirable sagacité, elle devait rendre 
leurs progrès extrêmement lents: on peut s'en 
faire une idée par le temps considérable qu'ils ont, 
employé à l'étude des sections coniques. La géo- 
métrie moderne, assurant d’une manière invaria- 
ble la marche de notre esprit, permet, au con-. 
traire, d'utiliser au plus haut degré possible les: 
forces de l'intelligence , que les anciens devaient 
consumer fréquemment sur des questions bien 
peu importanies. | 

Une différence non moins capitale se manifeste 
entre les deux systèmes, quand on vient À consi- 
dérer la géométrie sous le rapport concret. En 
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effet; nous avons remarqué plus haut que la rela- 
tion de l'abstrait au concret en géométrie ne peut 
être solidement fondée sur des bases rationnelles 
.qu'autant qu'on fait directement porter les re- 
cherches sur toutes les formes imaginables. En 
n'étudiant les lignes et les surfaces qu’une à une, 
quel que soit le nombre, toujours nécessairement 
fort petit, de celles qu’on aura considérées, l’ap- 
plication de théories semblables aux formes 
réellement existantes dans la nature n’aura jamais 
qu'un caractère essentiellement accidentel, puis- 
que rien n’assure que ces formes pourront effec- 
tivementrentrer dans les types abstraits envisagés 
_par les géomètres. 
Il ya certainement, par exemple, quelque chose 
de fortuit dans l’heureuse relation qui s'est établie 
entre les spéculations des géomètres grecs sur les 
“sections coniques et la détermination desvéritables 
orbites planétaires. En continuant sur le même plan 
les travaux géométriques, on n'avait point, en géné- 
ral;1le droit d'espérer de semblables coïncidences; 
“et ileût été possible, dans ces études spéciales, que 
“ls recherches des géomètres se fussent dirigées 
sur des formes abstraites indéfiniment inapplica- 
bles, tandis qu'ils en auraient négligé d’autres, 
susceptibles peut-être d’une application impor- 
iante et prochaine. Îl est clair, du moins, que 
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rien ne garantissait positivement l’applicabilité 
nécessaire des spéculations géométriques. Îl en est 
tout autrement dans la géométrie moderne. Par 


cela seul qu’on y procède par questions générales, 


rélatives à des formes quelcon ques, on a d'avance 
la certitude évidente que les formes réalisées dans 


le monde extérieur se sauraient jamais échapper à 


chaque théorie, si le 0 dsgeyee géométrique 
qu'elle envisage viént à s'y présenter. | 


Par ces diverses considérations, on voit quelle” 


système de géométrie des anciens porte essen- 
tiellement dés caractère de l’enfance dela scienc@ 3 
qui n’a commencé a devenir complétement ration- 


nelle que par suite de la révolution: philosophi= 


qué-opérée par Descartes. Mais ilest évident, 


d'un 'autre côté, que la géométrie n’a pu être. 
conçue d’abord que de cette manière spéciale: La 


géométrie générale n’eût point été possible, etla 


nécessité n’eût pu même en être sentie, +si une, 
longue suite de travaux spéciaux sur les formés 
les plus simples n'avait point préalablement, 
fourni des bases à la conception de Descartes ,tet 


rendu sensible l’impossibilité de persister® imdé- 


finiment dans la philosophie Héée pri 
mitive. g'H ; , 00 


En précisant autant que possible cette dernière 


considération ; il faut même en conclure que’, 
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quoique la géométrie que j'ai appelé générale 
doive être aujourd’hui regardée comme la seule 
véritable géométrié dogmatique, celle à laquelle 
nous nous bornerons essentiellement, l'autre 
n'ayant plus, principalement, qu’un intérét histo- 
rique, néanmoins: il: n’est pas possible de ‘faire 
disparaître entièrement la géométrie spéciale dans 
une exposition rationnelle de la science. On peut 
sans’ .doute se dispenser ; comme on: là fait : de- 
puis environ un siècle , d'emprunter diréc tement 
à la géométrieancienne tous les résultats qu'elle 
a fournis, Les recherches les plus étendues:et les 
plus difficiles dont elle était composée, ne sont 
plus même ‘habituellement présentées. aujour:- 
d'hui que: d'après la méthode: ! moderne: Mais’, 
par la nature même du sujet, il est! nécessaire: 
ment impossible : de: se: passer ‘absolument :de ‘la 
méthode ancienne; qui, quoi qu’on fasse; servirà 
toujours dogmatiquement de base préliminaire à 
lai science , comme elle Pa :fait historiquement. 
Le motif en est facile à comprendre. 'En:effet, la 
géométrie générale étant essentiellement fondée, 
commenous l’établirons bientôt, sur l'emploi du 
Calcul; sur la transformation: des considérations 
géométriques en considérations analytiques ;‘une 
tellemanière de procéder ne saurait s'emparer, du 
süjet immédiitement son origine. Nous savons 
quéd’application de Yanal yse mathématique, par 
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sa nature, ne peut jamais commencer aucune 
science quelconque, puisqu'elle ne saurait avoir 
lieu que lorsque la science a déjà été assez cul- 
tivée pour établir , relativement aux phénomènes 
considérés , quelques équalions qui puissent 


servir de point de départ aux travaux analyti-: 


ques. Ges équations fondamentales une fois dé- 
couvertes, l'analyse permettra d'en déduire une 
multitude de conséquences, qu'il eût été même 
impossible de soupçonner. d’abord; elle perfec- 
tionnera la science à un degré immense , soit sous: 


le rapport de la généralité des conceptions , soil 


quant à la coordination complète établie entre: 


elles. Mais, pour constituer les bases mêmesh 
d’une science naturelle quelconque , jamais , évi=n 


demment , la simple analyse mathématique nes | 


saurait y suffire, pas même pour les démontrer 
de’ nouveau lorsqu'elles ont été déjà: fondées: 


Rien ne peut dispenser , à cet égard, de l'étude 
4 


LE 
À 


directe du sujet, poussée jusqu’au ‘point de la 
découverte de relations précises. Tenter de faire 


rentrer la science, dès son origine, dans le do: 


maine du calcul , ce sérait vouloir imposer à des! 
théories portant sur des phénomènes effectifs , 


le caractère de simples procédés logiques, et les, 


priver ainsi de tout ce qui constitue leur corré= 


lation nécessaire avec le monde réel. En un mots 


une telle opération philosophique; si par elle- 


. 
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même elle n'était pas nécessairement contra- 
dictoire , ne saurait aboutir évidemment qu'à 
replonger la science dans le domaine de la méta- 
physique, dont l'esprit humain a eu tant de 
peine à se dégager complétement. 

Ainsi , la géométrie des anciens aura toujours , 
par sa nature, une première part nécessaire el 
- plus ou moins étendue dans le système total des 
connaissances géométriques. Elle constitue une 
introduction rigoureusement indispensable à la 
géométrie générale. Mais c’est à cela que nous 
devons la réduire dans une exposition compléte - 
ment dogmatique. Je considérerai donc directe- 
ment, dans la lecon suivante, cette géométrie spé- 
-Ciale ou préliminaire , restreinte exactement à ses 
limites nécessaires , pour ne plus m'occuper en- 
suite que de l'examen philosophique de la géomé- 
tie générale où définitive, la seule vraiment 
rationnelle, et qui aujourd’hui compose essen- 
tiellement la science. 
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— Sommaire. Considérations générales sur la géométrie spéciale 


L 


ou préliminaire. 


_ La méthode géométrique des anciens devant 
…aWoir nécessairement , d'après les motifs indiqués 
Ni la fin de la leçon précédente, une part prélimi- 

naire dans le système dogmatique de la géométrie, 
pour fournir à la géométrie générale des fonde- 
mens indispensables, il convient maintenant de 


fixer d’abord en quoi consiste strictement cette 
L 
à 


be. préalable de la géométrie spécrale , ainsi 


réduie au moindre développement possible. 
En la considérant sous ce point de vue, il est 
aisé de reconnaître qu’on pourrait la restreindre 
à la seule étude de la ligne droite pour ce qui 
concerne la géométrie des lignes , à la quadrature 
des aires planes rectilignes, et enfin à la cubature 
des corps terminés par des faces planes. Les pro- 
Positions élémentaires relatives à ces trois ques- 
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tions fondamentales constituent, en effet, le point 
de départ nécessaire de toutes les recherches géo- 
métriques ; elles seules ne peuvent être obtenues 
que par une. étude directe du sujet; tandis qu'au 
contraire la théorie complète de toutes les autres 
formes quelconques, même celle du cercle et 
des surfaces et volumes qui s’y rapportent, peul 
aujourd'hui rentrer entièrement dans le domaine 
de la géométrie générale où analytique, ces élé- 
mens primitifs fournissant déjà des équations, qui 
suffisent pour permettre l'application du calcul 
aux questions géométriques, qui n'eût pas été 
possible sans cette condition préalable. 

Il résulte de cette considération que, dans Vu: 
sage ordinaire , on donne à la géométrie élémen- 
taire plus d’étendue qu'il ne serait rigoureuse= 
ment nécessaire, puisque, outre la ligne droite, 
les polygones et les polyèdres, on y com 
prend aussi le cercle et les corps ‘ronds, dont 
l'étude pourrait cependant être aussi pure- 
ment analytique que celle, par exemple, des sec- 
tions coniques. Une vénération irréfléchie pour 
Vantiquité contribue, sans doute, à maintenir ce 
défaut de méthode. Mais comme ce respect n’a 
point empêché de faire rentrer dans le domaine 
de la géométrie moderne la théorie des sections 
coniques, il faut bien que, relativement aux for- 
mes circulaires , l'habitude contraire, encore uni 
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verselle, soit fondée sur d’autres motifs. La rai- 
son la plus sensible qu’on en puisse donner, c’est 
le grave inconvénient qu'il y aurait, pour l’en- 
seignement ordinaire , à ajourner à une époque 
assez éloignée de l'éducation mathématique la 
solution de plusieurs questions essentielles, sus- 
ceptibles d’une application immédiate et conti- 
nuelle à une foule d’usages importans. Pour pro- 
céder , en effet , de la manière la plus rationnelle, 
ce ne serait qu'à l’aide du calcul intégral qu’on 
pourrait obtenir les intéressans résultats, rela- 
tifs à la mesure de la longueur eu de l'aire du 
cercle, ou à la quadraturede la sphère, etc., établis 
par les anciens d’après des considérations extré- 
mement simples. Cet inconvénient serait peu im- 
portant , à l'égard des esprits destinés À étudier 
l'ensemble de la science mathématique, et l’avan- 
tage de procéder avec une rationnalité parfaite 
aurait, comparativement, une bien plus grande 
valeur. Mais, le cas contraire étant encore le plus 
fréquent, on a dû s'attacher à conserver dans 
la géométrie élémentaire proprement dite des 
théories aussi essentielles. En. admettant l’in- 
_ fluence d’une: telle considération, et ne res- 
treignant plus cette géométrie préliminaire à ce 
qui est strictement indispensable, on peut même 
Concevoir l'utilité, pour certains cas particuliers, 
d'y introduire plusieurs études importantes qui 
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en ont été généralement exelues, comme celles 
des sections coniques, de la cycloïde, etc., afin 
de renfermer, dans un enseignement borné, le 
plus grand nombre possible de connaissances 
usuelles , quoique , même sous le simple rapport 
du temps, il fût préférable de suivre la marche 
la plus rationnelle. 

Je ne dois point, à ce sujet, tenir comple ici 
des avantages que peut présenter cette extension 
habituelle de la méthode géométrique des anciens 
au-delà de la destination nécessaire qui lui est 
propre, par la connaissance plus profonde qu'on … 
acquiert ainsi de cette méthode, et par la com- 
paraison instructive qui en résulte avec la mé- 
thode moderne. Ce sont là des qualités qui , danse 
l'étude d’une science quelconque , appartiennent 
x la marche que nous avons nommée historique, 
et auxquelles il faut savoir renoncer franche- 
ment, quand on a bien reconnu la nécessité de 
suivre la marche vraiment dogmatique.. Après 
avoir conçu toutes les parties d'une science de la 
manière la plus rationnelle, nous savons com= 
bien il importe , pour compléter cette éducation, 
d'étudier l'histoire de la science et par. consés 
quent , de comparer exactement les diverses mé- 
thodes que l'esprit humain a successivement em; 
ployées; mais ces deux séries d’études doivent 
être, en général, comme nous l'avons vu, sol- 
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gncusement séparées. Cependant, dans le cas 
dont il s’agit ici, la méthode géométrique des 
modernes est peut-être encore tr op récente pour 
qu'il ne convienne pas, afin de la mieux carac- 
tériser par la comparaison, de traiter d’abord, 
suivant la méthode des anciens, certaines ques- 
tions qui, par leur nature, doivent rentrer ra- 
tionnellement dans la géométrie moderne. 

Quoi qu il en soit, écartant maintenant ces 
divérses considérations.accessoires, nous voyons 
que cette introduction à la géométrie, qui ne 
peut être traitée que suivant la méthode des an- 
ciens, est strictement réductible à l'étude de la 
_ ligne droite, des aires polygonales et des po- 
lyèdres. Il est même vraisemblable qu'on finira 
par la restreindre habituellement à ces limites 
nécessaires, quand les grandes notions SnAlyUT 
ques seront devenues plus familières, et qu’une 
étude de l’ensemble des RTE sera uni- 
_ versellement regardée comme la base philoso- 
phique de l'éducation générale. 

* Si cette portion préliminaire de la géométrie 4 
qu ne saurait être fondée sur l'application du 
calcul , se réduit, par sa nature, à une suite de 
recherches fondamentales très-peu étendues, il 
est certain, d’un autre côté, qu'on ne peut la res- 
treindre davantage > quoique, par un véritable 
abus de l'esprit analytique; on ait quelquefois 
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éssayé, dans ces derniers temps, de présenter 
sous un point de vue purement algébrique l’éta- 

blissement des théorèmes principaux de la géo— 
métrie élémentaire. C’est ainsi qu’on a prétendu 

démontrer par de simples considérations absirai- 

tes d'analyse mathématique la relation constante 
qui existe entre les trois angles d’un triangle rec- 
tiligne, la proposition fondamentale de la théorie 
des triangles semblables, la mesuré des rectan— 

gles , celle des parallélipipèdes , etc., en un mot, 

précisément les seules propositions géométriques 

qui né puissent être obtenues que par une étude 

directe du sujet, sans que le calcul soit suscep- 

tible d’y avoir aucune part. Je ne signalerais point 

ici de telles aberrations, si elles n'avaient pas été 

déterminées par l'intention évidente de perfec- 

tionner, au plus haut degré possible, le carac- 

tère philosophique de la science géométrique ; 

en la faisant rentrer immédiatement, dès sa nais- 

sance , dans le domaine des applications de Vana- 
lyse mathématique. Mais l'erreur capitale com- 

mise à cét égard par quelques géomètres doit 

étre soigneusement remarquée ; parce qu'elle ré- 

sulte de l’exagération irréfléchie de cette ten- 

dance aujourd’hui très-naturelle et éminemment 
philosophique , qui porte à étendre de plusen plus 

l'influence de l'analyse. dans les. études mathé= à 
matiques: La contemplation des résultats prodi= 
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gieux auxquels l'esprit humain est parvenu en 
suivant une telle direction, a dû involontaire- 
ment entraîner à croire que même les fondemens 
de la mathématique concrète pourraient être éta- 
blis sur de simples considérations analytiques. 
Ge n’est point, en effet, pour la géométrie seu- 
lement que nous devons noter de semblables 
aberrations ; nous aurons bientôt à en constater 
de parfaitement analogues relativement à la mé- 
canique , à l’occasion des prétendues démonstra- 
tions-analytiques du parallélogramme des forces. 
Gette confusion logique a même aujourd’hui bien 
plus de gravité en mécanique, où elle contribue 
effectivement à répandre encore un nuage méta- 
physique sur le caractère général de la science; 
tandis que, du moins en géométrie, ces consi- 
dérations abstraites ont été jusqu'ici laissées en 
dehors , sans s’incorporer à l'exposition normale 
de la science. 

»" D’après les principes présentés dans cet ouvrage, 
sur la philosophie mathématique , il n’est pas né- 
cessaire d’insister beaucoup pour faire sentir le 
vice d’une telle manière de procéder. Nous avons 
déjà reconnu, en effet, que le calcul n'étant et 
ne pouvant être qu'un moyen de déduction, 
cest s’en former une idée radicalement fausse 
que de vouloir lemployer à établir les fonde- 
* mens . élémentaires d’une science quelconque; 


D 
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car, sur quoi reposeraient, dans une telle opéras 
tion, les argumentations analytiques ? Un travaik 
de cette nature , bien loin de perfectionner vérita#. 
blement le caractère philosophique d’unescience, » 
constituerait un retour vers l’état métaphysique, 
en présentant des connaissances réelles comme 
de simples abstractions logiques: 

Quand on examine en elles-mêmes ces préten* 
dues démonstrations analytiques des propositions 
fondamentales de la géométrie élémentaire ; on 
vérifie aisément leur insigmifiance nécessaire. 
Elles sont toutes fondées sur une manière vicieuse 
de concevoir le principe de l’komogénéité, dont 
j'ai exposé, dans la cinquième leçon , la véritable 
notion générale. Ces démonstrations supposent 
que ce principe ne permet point d'admettre la 
_ coexistence dans une même équation de nombres 
obtenus par des comparaisons concrètes différen- 
tes, ce qui est évidemment faux et visiblement. 
contraire à la marche constante des géomètres # 
Aussi , ilest facile de reconnaître qu’en employant 
la loi de l’'homogénéité dans cette acception arbi- | 
traire et illégitime, on pourrait parvenir à dé- 
montrer avec tout autant de rigueur apparente 
des propositions dont l’absurdité est manifeste au 
premier coup-d’œil. En examinant avec aitenuon; 
par exemple, le procédé à l’aide: duquel on æ, 
tenté de prouver analytiquement:que: la somme 


? 
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des trois anglés d’un triangle rectiligne quelcon- 
ue est constamment égale à deuxangles droits, 
fa voit qu'il est fondé sur cette notion prélimi- 
naire, qué si deux triangles ont deux de leurs 
angles respectivement égaux , le troisième angle. 
sera aussi, de part et d'autre, nécessairement 
égal. Ce Se point étant accordé, la relation 
proposée s’en déduit immédiatement, d’une ma-" 
“niêre très-exacte et fort simple. Or, la considé- 
ration analytique, d’après laquelle on a voulu 
établir cette proposition préalable , est d’une telle 
nature que, si elle pouvait être juste, on.en dés 
duirait rigoureusement, en la reproduisant en u 
sens inverse, cette absurdité palpable , que deux 


. côtés d’un triangle suffisent; sans aucun angle, 


à l'entière détermination du troisième côté. On 
peut faire des remarques analogues sur toutes les 
démonstrations de ce genre”, dont le sophisme 
sera ainsi vérifié d’une manière par faitement sen- 
sible. | L. 
Plus nous devons ici considérer la géométrie 
comme étant aujourd'hui essentiellement analy- 


tique, plus il était nécessaire de prémunir les es- 


prits contre cette exagération abusive de l'analyse 
mathématique, suivant laquelle on*prétendrait 
se dispenser de toute observation géométrique : 
. proprement dite , en établissant sur de pures ab- 
stractions algébriques les fondemens mêmes de 
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cette science naturelle. J’ai dû attacher d'autant 
“plus d'importance À caractériser des aberrations 
ainsi liées au développement normal de l'esprit | 
humain, qu’elles ont été pour ainsi dire consa- 
“erées dans ces derniers temps par l'assentiment 
formel d’un géomètre fort distingué , dont l’auto- 
rité exerce sur l’enseignement élémentaire de la 
géométrie une très-grande influence. 

. Je crois devoir remarquer à cette occasion que, 
sous plus d’un autre rapport, ona, ceme semble, 
trôp perdu de vue le caractère de science naturelle 

“nécessairement inhérent à la géométrie. Il est 
‘aisé de le reconnaître, en considérant les vains 


= 


efforts tentés si long-temps par les géomètres pour 
démontrer rigoureusement, non à l’aide du «cal-” 
cul, miais d’après certaines constructions , plu- 
sieurs propositions fondamentales de la géométrie 
élémentaire, Quoi qu'on puisse faire, on ne saurait 
évidemment éviter de recourir quelquefois en # 
géométrie à la simple observation immédiate, 
comme moyen d'établir divers résultats. Si, dans 
celte science , les phénomènes que l’on considère 
sont, en vertu de leur extrêémesimplicité, beaucoup 
plus liés entr'eux que ceux relatifs à toute autre 
science phyÿsique ; il doit néanmoins s’en trouver | 

” nécessairement quelques-uns qui ne peuvent être 
déduits, et qui servent au contraire de point de 
départ. Qu'il convienne ; én thèse générale , pour 


4 


7, 


cé MATHÉMATIQUES. | 407 
la plusgrande perfection 1 rationnelle de la science, 
de les réduire au plus petit nombre possible , cela 
est sans doute incontestable; mais il serait absurde 
de prétendre les faire disparaître complétement. 
J'avoue d’ailleurs que je trouve-moins d’inconvé- 
niens réels à étendre un peu au delà de ce qui se- 
rait Strictemént nécéssaire le nombre de ces no- 
tions géométriques ainsi établies par l’observation 
immédiate , BONE qu elles soient d’une simph- 
cité suffisante , qu’à en faire le sujet de démon- 
strations compliquées et indirectes, même quand 
ces démonstrations peuvent être logiquement ir- 
réprochables. 

. Apres avoir caractérisé aussi exactement que 
* Hoshible la véritable destination. dogmatique de 
la géométrie des anciens réduite à son moindre 
développement indispensable , il convient de con- 
sidérer sommairerent dans son ensemble chacune 
des parties principales dont elle doit se compo- 
ser. Je crois pouvoir me borner ici à envisager 
la premièreet la plus étenduede ces parties, celle. 
qui a pour objet l'étude de la ligne droite; les 
deux autres sections, savoir : la quadrature des 
polygones et la cubature des polyèdres, ne pou- 
vant donner lieu, vu leur nature trop restreinte , 
à aucune considération philosophique de quelque 
importance, distincte de celles indiquées dans 
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la lecon précédente relativement à la mesure des 
aires et des volumes en général. : 

La question définitive que l'on a conslamment 
en vue dans l'étude de la ligne droite, consiste . 
proprement à déterminer les uns par les autres 
les divers élémens d’une figure rectiligne quel- 
conqué, ce qui permet de connaître toujours 
indirectement une ligne droite dans quelques 
circonstances qu'elle puisse être placée. Ge pro- 
blème fondamental est susceptible de deux solu- | 
tions générales, dont la nature est tout-à-fait 
distincte, l’une graphique, l’autre algébrique. 
La première, quoique fort imparfaite, est celle 
qu'on doit considérer d’abord , parce qu'elle dé- 
rive spontanément de l'étude directe du sujet; la 
seconde, bien plus parfaite sous les rapports les \ 
plüs importans, ne peut être étudiée qu’en der- 
nier lieu, parce qu’elle est fondée sur la connais- 
sance préalable de l’autre. | 

La solution graphique consiste à rapporter à 
volonté la figure proposée, soit avec les mêmes 
dimensions , soit surtout avéc des dimensions va- 
riées dans une proportion quelconque. Le pre- 
mier mode ne peut guère être mentionné que 
pour mémoire, comme étant le plus simple, et 
celui que l'esprit doit envisager d'abord, car il 
est, évidemment, d’ailleurs presque entièrement 
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inapplicable par sa nature. Le second est, au 
contraire, susceptible de Y'application la plus 
étendue et la plus utile. Nous en faisons encore 
aujourd'hui un usage important et continuel , 
non-seulement pour représenter exactement les 
formes des corps et leurs positions mutuelles, 
mais même pour la détermination effective des 
grandeurs géométriques , quand nous n'avons pas 
besoin d’une grande précision.Lesanciens, vu l’im- 
perfection de leurs connaissances géométriques, 
» employaient ce procédé d’une manière beaucoup 
plus étendue, puisqu'il a été long-temps le seul 
qu'ils pussent appliquer , même dans les déter- 
mipations précises les plus importantes. C'est 
ainsi , par exemple, qu’Aristarque de Samos esti- 
mait la distance relative du soleil et de la lune à 
la terre, en prenant des mesures sur un triangle 
construit le plus exactement possible de facon à 
être semblable au triangle rectangle formé par les 
trois astres, à l'instant où la lune se trouve en 
quadrature, et où, en conséquence, il suffirait, 
- pour définir le triangle, d'observer l’angle à la 
terre. Archimède lui-même, quoiqu'ayant, le 
premier, introduit en géométrie les détermina- 
tions calculées, a plusieurs fois employé de sem- 
blables moyens. La formation de la trigonométrie 
n y a pas fait même renoncer entièrement, quoi- 
qu'elle en ait beaucoup diminué lusage; les 
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Grecsetles Arabes ont continué à s’en servir 


pour une foule de recherches, où nous regar= 


dons aujourd’hui l'emploi du calcul comme in- 


dispensable. 


Cette exacte reproduction d’une figure quel- 


conque. suivant une échelle différente, ne peut 
présenter aucune grande difficulté héirdfo 
que toutes les parties de la figure proposée. sont 
comprises dans un même plan. Mais , si l’on sup- 
pose, comme il arrive le plus souvent , qu’elles 
soient situées dans des plans différens, on voit 
naître alors un nouvel ordre de considérations 


géométriques. La figure arüficielle, qui est con- » 


stamment plane, ne pouvant plus, en ce cas, être 
une image parfaitement fidèle de la figure réelle, 
1 faut d’abord fixer avec précision le mode de 
représentation , Ce qui donne lieu aux divers 
systèmes de projection. Cela posé, il reste à dé- 


terminer suivant quelles lois les phénomènes géo, 


métriques se correspondent dans les deux figures: 
Cette considération engendre une nouvelle série 
de recherches géométriques , dont l’objet définis 
tif est proprement de découvrir comment on 


pourra remplacer les constructions en relief par 


des constructions planes. Les anciens ont eu à 
résoudre plusieurs questions élémentaires de ce 
genre, pour les divers cas où nous employons 
aujourd’hui la trigonométrie sphérique ; ct prin- 
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cipalement pour les différens problèmes relatifs à 
la sphère céleste. Telle était la destination de 
leurs analemnes , et des autres figures planes qui 
ont suppléé pendant si long-temps à l’usage du 
calcul. On voit par là que les anciens connais 
saient réellement les élémens de ce que nous 
nommons maintenant la géomélrie descriptive, 
quoiqu'ils ne les eussent point conçus d’une ma- 
mére distincte et générale. 
Je crois convenable de signaler ici rapidement, 
à cette occasion, le véritable caractère philoso- 
phique de cette géométrie descriptive, bien que, 
comme étant une science essentiellement d'appli- 
cation, clle ne doive pas être comprise dans le 
domaine propre de cet ouvrage, tel que je l'ai 
circonscrit en commencant. 
Toutes les questions quelconques de géométrie 
à trois dimensions, donnent lieu nécessairemen É, 
quand on considère leur solution graphique, à 
une difficulté générale qui leur est propre, celle 
de substituer aux diverses constructions en relief 
nécessaires pour les résoudre , et qui sont presque 
toujours d’une exécution impossible, de simples 
Constructions ‘planes équivalentes, susceptibles 
de déterminer finalement les mêmes résultats. 
Sans cette indispensable conversion , chaque 
solution de ce genre serait évidemment incom- 
plète et réellement inapplicable dans la pratique, 
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quoique, pour la théorie, les constructions dans 
l’espace soient ordinairement préférables comme 
plus directes. Cest afin de fournir les moyens 
généraux d'effectuer constamment une telle trans- 
formation quela géométrie descripuve a été créée, 
et constituée en un corps de doctrine distinct et 
homogène par une vue de génie de notre illustre 
Monge. Il à préalablement conçu un mode uni- 
forme de représenter les corps par des figures tra- 
cées sur un seul plan , à l’aide des projections Sur M 
deux plans différens , ordinairement perpendicu- 
Jaires entre eux, et dont l’un est supposé. tourner 
autour deleur intersection commune pour venir se 
confondre avec le prolongement de l'autre ; il a. 
suffi, dans ce système, ou dans tout auire équi- 
_ valent, de regarder les points et les lignes comme 
déterminés par leurs projections, et les surfaces par 
les projections de leurs génératrices. Cela posé, 
Monge, analysant avec une profonde sagacité les 
divers travaux partiels de ce genre exécutés avant 
lui d’après une foule de procédés incobérens, et 
considérant même, d’une manière générale et di- 
récte, en quoi devaient consister constamment les 
questions quelconques de cette nature, à re= 
connu qu’elles étaient toujours réductibles à un 
très-petit nombre de problèmes abstraits invarias 
bles, susceptibles d’être résolus séparément une 
fois pour toutes par des opérations uniformes , @ë 
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qui se rapportent essentiellement les uns aux con- 
tacts et les autres aux intersections des surfaces. 
Ayant formé des méthodes simples et entière- 
ment générales pour la solution graphique de ces 
deux ordres de problèmes, toutes les questions 
géométriques auxquelles peuvent donner lieu les 
divers arts quelconques de construction, la coupe 
des pierres ; la charpente, la perspective, la gno- 
nomonique, la fortification, etc., ont pu être 
traitées désormais comme de simples cas parlicu- 
liers d’une théorie unique, dont l'application in- 
variable conduira toujours nécessairement à une 
solution exacte, susceptible d’être facilitée dans 
la pratique en profitant des circonstances propres 
à chaque cas. 

Cette importante création mérite singulière- 
ment de fixer l'attention de tous les philosophes 
qui considèrent l’ensemble des opérations de l’es- 
pêce humaine, comme étant un premier pas, et 
jusqu'ici le seul réellement complet, vers cette 
rénovation générale des travaux humains, qui 
doit imprimer à tous nos arts un caractère de 
précision et de rationnalité, si nécessaire à leurs 
progrès futurs. Une telle révolution devait, en 
“effet, commencer inévitablement par cette classe 
de travaux industriels qui se rapporte essentielle- 
ment à la science la plus simple, la plus parfaite, 
et la plus ancienne. Elle ne peut manquer de s’é- 
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tendre successivement dans la suite, quoique 
avec moins de facilité, à toutes les autres opéra- 
tions pratiques. Nous aurons même bientôt occa- 
sion de remarquer que Monge, qui a conçu plus 
profondément que personne la véritable philoso- 
phie des arts, avait essayé d’ébaucher pour l'in- 
dustrie mécanique une doctrine correspondante 
à celle qu'il avait si heureusement formée pour 
l'industrie géométrique, mais sans cbienir pour 
ce cas, dont la difficulté est bien supérieure, 
aucun autre succès que celui d'indiquer assez 
nettement la direction que doivent prendre les 
recherches de cette nature. 

: Quelqu’essentielle que soit réellement la con- 
ception de la géométrie descriptive, 1l importe 
beaucoup de ne pas se méprendre sur la véri- 
table destination qui lui est si expressément pro- 
pre, comme l'ont fait, surtout dans les premiers 
temps de cette découverte, ceux qui y ont vu un 
moyen. d'agrandir le domaine général et abstrait 
de la géométrie rationnelle. L'événement n'a nul- 
lement répondu depuis à ces espérances mal con- 
çues. Et, en cffet, n’est-il pas évident que la géo- 
métrie descriptive n’a de valeur spéciale que 
comme science d'application , comme constituant 
la véritable théorie propre des arts géométri- 
ques? Considérée sous le rapport abstrait, elle ne 
saurait introduire aucun ordre vraiment distinct 
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de spéculations géométriques. Ïl ne faut point per- 
dre de vue que, pour qu’une question géométrique 
tombe dans le domaine propre de la géométrie 
descriptive , elle doit nécessairement avoir tou- 
Jours été résolue préalablement par la géométrie 
spéculative, dont ensuite, comme nous lavons 


préparées pour lapratique demanièreàsuppléeraux 
constructionsen relief par desconstructions planes, 
substitution qui constitue réellement la seule fonc- 
tion caractéristique de la géométrie descriptive. 

Îl convient néanmoins de remarquer ici que, 
sous le rapport de l’éducation intellectuelle , l'é- 
tude de la géométrie descriptive présente une im- 
portante propriété philosophique, tout-à-fait in- 
dépendante de sa hante utilité industrielle. C’est 
l'avantage qu’elle offre si éminemment > en habi- 
tuant à considérer dans l’espace des systèmes é0o- 
métriques quclquefois très-composés, et à suivre 
exactement jeur correspondance continuelle avec 
les figures effectivement tracées, d'exercer ainsi au 
plus haut degré de la manière la plus sûre et la plus 
précise, cette importante faculté de l'esprit humain 
qu'on appelle linagiration proprement dite, et 
qui consiste, dans son acception élémentaireet po- 
sitive, à se représenter nettement, avec facilité, un 
vaste ensemble variable”d’objets fictifs, comme 
s'ils étaient sous nos yeux. | 
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vu ; les solutions ont constamment besoin d’être 
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Enfin, pour achever d'indiquer la nature gé- 
nérale de la géométrie descriptive en déterminant | 
son caractère logique , nous devons observer que 
si, par le genre de ses solutions, elle appartient 
à la géométrie des anciens , d'un autre côté elle . 
se rapproche de la géométrie des modernes par 
l'espèce des questions qui la composent. Ces ques- ; 
tions sont, en effet, éminemment remarquables 
par cette généralité que nous avons vue, dans la 
dernière lecon, constituer le vrai caractère fonda- 
mental de la géométrie moderne; les méthodes 
y sont toujours conçues comme applicables à des 
formes quelconques, les particularités propres. à 
chaque forme n’y pouvant avoir qu'une influence 
purement secondaire. Les solutions ÿ sont donc 
graphiques comme la plupart de celles des an- 
ciens , et générales comme celles des modernes. 

Après cette importante digression., dont le lec- 
teur aura sans doute reconnu la nécessité, pour- 
suivons l'examen philosophique de la géométrie 
spéciale, considérée toujours comme réduite à'son 
moindre développement possible, pour servir d'in 
troduction: indispensable à la géométrie générale. 
Ayant suffisamment envisagé la solution graphi- 
que du problème fondamental relatif à la ligne 
droite, c’est-à-dire, de la détermination les uns 
par les antres des divers élémens d’une figure rec- 
tiligne quelconque, nous devons maintenant en 
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examiner d'une manière générale la solntion 
algébrique. | 

Cette seconde solution, dont il est inutile ici 
d'apprécier expressément la supériorité évidente, 
appartient nécessairement, par la nature même 
de la question, au système de la géométrie an- 
cienne , quoique le procédé logique employé l’en 
fasse ordinairement séparer mal à propos. Nous 
avons lieu de vérifier ainsi, sous un rapport très- 
important, ce qui a été établi en général dans la 
leçon précédente, que ce n’est point par l'emploi 
du calcul qu’on doit distinguer essentiellement 
la géométrie moderne de celle des anciens. Les 
anciens sont, en effet, les vrais inventeurs de la 
trigonométrie actuelle , tant sphérique que recti- 
ligne, qui seulement était beaucoup moins par- 
faite entre leurs mains, vu l’extrême infériorité 
de leurs connaissances algébriques. C’est donc 
réellement dans cette lecon . Et non, comme on 
pourrait le croire d’abord , dans celles que nous 
Cansacrerons ensuite à l'examen philosophique de 
la géométrie générale , qu'il convient d'apprécier 
le caractère de cette importante théorie prélimi- 
maire, habituellement comprise à tort dans ce qu'on 
appelle la géométrie analytique ; et qui n’est ef- 
fectivement qu'un complément de la géométrie 
élémentaire proprement dite. | 

Toutes les figures rectilignes pouvant étre 
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décomposées en triangles, il suffit évidemment de 
savoir déterminer les uns par les autres les divers 
élémens d’un triangle, ce qui réduit la polygono- 
métrie à la sivople trigonomélrie. 

Pour qu'unetelle question puisse étrerésolueal- 
gépriquement ladifficulté consisteessentiellement 
à former entre les angles et les côtés d’un triangle 


trois équations distinctes , qui, une fois obtenues, : 


réduiront évidemment tous les problèmes trigo- 


nométriques à de pures recherches de calcul. En 


considérant de la manière la plus générale l'éta- 
blissement de ces équations, on voit naître im- 
médiatement une distinction fondamentale rela- 


tivement au mode d'introduction des angles dans. 


le calcul, suivant qu’on les y fera entrer directe - 
ment par eux-même ou par les arcs, circulaires 
qui leur sont proportionnels, ou que, au con- 
traire, on leur substituera certaines droites, 
comme , par exemple , les cordes de ces arcs qui 
leur sont inhérentes, “et que, par cette raison , 


* 


< 
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on appelle ordinairement leurs lignes trigonomé- 


triques. De ces deux re RE trigonométrie ; 
le second a dû étre , à l’origine ; le seul adopté , 
comme étant le a+. praticable , puisque l’état 
de la géométrie permettait alors de trouver assez 
aisément des relations exactes entre les côtés des 
triangles et les lignes wigonométriques des an- 


gles, du qu'ileût été absolument impossible , 
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à cette époque , d'établir des équations entre les 
côlés et les angles eux-mêmes. La solution pouvant 
aujourd'hui être obtenue indifféremment dans 
l'un et dans l'autre système, ce motif de  préfé- 
rence ne subsiste plus, Mais les géomètres n’en 
ont pas moins dû persister à suivre par choix le 
système primitivement admis par nécessité; car, 
la même raison qui a permis ainsi d'obtenir les 
équations trigonométriques avec beaucoup plus de 
facilité, doitégalement, comme il est encore plus 
aisé de le concevoir à priori, rendre’ces équations 
bien plus simples, puisqu'elles existent alors seu- 
lement entre des lignes droites, au lieu d’étre 
établies entre des lignes droites et des arcs de cer- | 
cle. Une telle considération a d'autant plus d’im= 
portance qu'il s’agit là de formules éminemment 
élémentaires, destinées à être continuellement 
employées dans toutes les parties de la science 
mathématique aussi bien que dans tontes ses di- 
PR applications. 


+ 
On peut objecter , il est vrai, que, lorsqu'un 
angle est donné, c’est toujours en effet par lui- 
même et non par sa ligne trigonométrique ; et 
que ; lorsqu'il est inconnu , c’est sa valeur angu- 
laire qu'il s'agit proprement de déterminer , ét 
non celle d'aucune de ses lignes trigonométriques. 

Îl semble, d'après cela , que de telles lignes” ne 
sont entre lés côtés et les angles qu'un intermé- 
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diaire inutile, qui doit être finalement éliminé, 

et dont l'introduction ne paraît point susceptible 

de simplifier la recherche qu'on se propose. Il 
importe , en effet , d'expliquer avec plus de géné- 

ralité et de précision qu’on ne le fait d'ordinaire 

l'immense utilité réelle de cette manière de pro- 

céder. Elle consiste en ce que l'introduction de 

ces grandeurs auxiliaires partage la question to- 

tale de la trigonométrie en deux autres essentiel- 

lement distinctes , dont l’une a pour objet de 

passer des angles à leurs signes trigonométriques 

ou réciproquement , et dont l’autre se propose de 

déterminer les côtés des triangles par les lignes 

trigonométriques de leurs angles ou réciproque- 

ment. Or , la première de ces deux questions fon- 

damentales est évidemment susceptible, par sa 

nature , d’être entièrement traitée et réduite en 

tables numériques une fois pour toutes , en con- 

sidérant tous les angles possibles, puisqu'elle ne … 
dépend que de ces ane et nullement a, 

triangles particuliers où ils peuvent entrer dans 
chaque cas ; tandis que la solution de la ‘seconde 
question doit nécessairement être renouvelée ;: 
du moins sous le rapport arithmétique, à chaque 
nouveau triangle qu’il faut résoudre. C'est pour 
quoi la première portion du! travail total ;: qui 

serait précisément la plus: pénible, n'est plus 
complée ordinairement ; étant toujours faite 
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d'avance; tandis que si une telle décomposi- 
tion n'avait point été instituée , on se serait trouvé 
évidemment dans l'obligation de recommencer 
dans chaque cas particulier le calcul tout entier. 
Telle est la proprieté essentielle du système trigo- 
nométrique adopté , qui, en effet, ne présente- 
rait réellement aucun avantage effectif si, pour 
chaque angle à considérer, il fallait ealculer con- 
tinuellement sa ligne trigonométrique ou récipro- 
quement : l'intermédiaire serait alors plus gênant 
.… que commode. 

Afin de comprendre nettement la vraie nature 
de cette conception , il sera utile de la comparer 
à une conception encore plus importante , des- 
ünée à produire un effet analogue , soit sous le 


rapport algébrique, soit surtout sous le rapport, 


arithmétique, l’'admirable théorie des logarithmes. 
En examinant d’une manière philosophique l'in- 
fluence de cette théorie, on voit, en effet , que 
. son résultat général est d’avoir décomposé toutes 
les opérations arithmétiques imaginables en deux 
parties distinctes, dont la première, qui est la 
plus compliquée , est susceptible d’être exécutée 
à l'avance une fois pour toutes, comme ne dépen- 
dant que des nombres à considérer et nullement 
des diverses combinaisons quelconques dans les- 
quelles ils peuvent entrer , et qui consiste à se re- 


présenter tous les nombres comme des puissances 
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assignables d’un nombre constant ; la seconde 
partie du calcul ; qui doit nécessairement être 
recommencée pour chaque formule: nouvelle à 
évaluer, étant dès lors réduite à exécuter sur ces 
exposans des opérations corrélatives infiniment 
plus simples. Je me borne à indiquer ce rappro- 
chement , que chacun peut aisément développer. 

Nous devons de plus observer comme-une pro- 
priété , secondaire aujourd'hui, mais capitale à 
l'origine, du système trigonométrique adopté, la 
circonstance très-remarquable que la déterminaz= | 
tion des angles par leurs lignes trigonométriques 
ou réciproquement, est susceptible d’une solution 
arithmétique, la seule qui soit directement indis- 
pensable pour la destination propre de la trigo- 
nométrie, sans avoir préalablement résolu :la 
question algébrique correspondante: C’est sans 
doute à une telle particularité que les anciens 
ont dû de pouvoir connaître la trigonométrie. La 
recherche ainsi conçue a été d’autant plus facile 
que; les anciens ayant pris naturellement la corde 
pour ligne trigonométrique, les tables se trou 
vaient avoir été d'avance construites en partie 
pour un tout autre motif, en vertu du travail 
d’Archimède sur la rectification du cercle, d’où 
résultait la détermination effective d’une certaine 
suite de cordes, en sorte que, lorsque plus tard 
Hipparque eut inventé la trigonométrie, il put se 
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borner à compléter cette opération par des inter- 
calations convenables , ce qui marque nettement 
la filiation des idées à cet égard. 

Afin d’esquisser entièrement cet aperçu phi- 
losophique de la trigonométrie, il convient d'ob- 
server maintenant que l'extension du même motif 


qui conduit à remplacer les angles ou lés arcs de 


cercle par des lignes droites dans la vue de sim- 
plifier les équations , doit aussi porter à employer 
concurremment plusieurs lignes trigonoméiri- 
ques, au lieu de se borner à une seule , comme 
le faisaient les anciens, pour perfectionner ce sys- 


L tème en choisissant celle qui sera algébriquement 


la plus convenable en telle ou telle occasion. Sous 
ce rapport, il est clair que le nombre de ces lignes 
n'est par lui-même nullement limité; pourvu 
qu’elles soient déterminées d’après l’arc, et que 
réciproquement elles le déterminent, suivant quel- 
que loi qu’elles en dérivent d’ailleurs, elles sont 
aptes à lui être substituées dans les équations. En 
se bornant aux constructions les plus simples , les 
Arabes et les modernes ensuite ont successive- 
ment porté à quatre ou à cinq le nombre des 
lignes trigonométriques directes, qui pourrait 
être étendu bien davantage, Mais, au lieu de re- 
courir à des formations géométriques qui fini- 
raient par devenir très-compliquées, on conçoit 
avec une extrême facilité autant de nouvelles 
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lignes trigonométriques que peuvent l’exiger les 
transformations analytiques, au moyen d’un arti- 
fice DS » qui n'est pas ordinairement 
saisi d’une manière assez générale. Il consiste, 
sans multiplier immédiatement les lignes trigo- 
nométriques propres à chaque arc considéré , à 
en introduire de nouvelles en regardant: cet arc 


. comme déterminé indirectement par toutes les 


lignes relatives à un arc qui soit une fonction 
très-simple du premier. C’est ainsi, par exemple, 
que souvent, pour calculer un angle avec:plus de 
facilité, on déterminera, au lieu de son sinus, 
le sinus de sa moitié ou de son double, etc. Une: 
telle création de lignes trigonométriques 27dr- 
rectes est évidemment bien plus fécondesque tous 
les procédés géométriques immédiats pour en ob-. 
tenir de nouvelles. On peut dire; d’après cela, 
que le nombre des lignes trigonométriques effec- 
tivement employées aujourd’hui par les géomètres. 
est réellement indéfini, puisque, à chaque instant. 
pour ainsi dire, les transformations analytiques 
peuvent conduire à l’augmenter par le procédé que. 
je viens d’indiquer. Seulement, on n’a donné jns= 
qu'ici de noms spéciaux qu’à celles de ces lignes 
indirectes qui se rapportent au complémentde l'arc. 
primitif, les autres ne revenant pas assez  fré- 
quemment pour nécessiter de semblables déno- 
minalions, ce qui a fait communément mécon- 
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naître la véritable étendue du système trigono- 
métrique. | 
Cette multiplicité des lignes trigonométriques 
fait naître évidemment, dens la trigonométrie , 
_ une troisième question fondamentale , l’étude des 
relations qui existent entre ces diverses lignes ; 
puisque , sans une telle connaissance » on ne pour- 
rait point utiliser, pour les besoins analytiques ; 
celte variété de grandeurs auxiliaires , qui n’a 
. pourtant pas d'autre destination. Il est clair, en 
outre, d’après la considération indiquée tout à 
l'heure, que cette partie essentielle de la trigo- 
mnométrie » quoique simplement préparatoire , est. 
Par sa nature, susceptible d’une extension indé- 
finie quand on l'envisage dans son entière géné- 
ralité, tandis que les deux autres sont nécessaire- 
ment circonscrites dans un cadre rigoureusement 
défini. | 
Je n'ai pas besoin d'ajouter expressément que 
ces trois parties principales de la trigonométrie 
doivent être étudiées dans un ordre précisément 
inverse de celui suivant lequel nous les avons 
vues dériver nécessairement de la nature wénérale 
du sujet ; car la troisième est visiblement indé- 
pendante des deux autres, et la seconde de celle 
qui s'est présentée la première, la résolution des 
triangles proprement dite, qui doit, pour cette 
raison ; être traitée en dernier lieu ; Ce qui ren- 


426 PHILOSOPHIE POSITIVE. "0 
dait d'autant plus importante la considération de 
la filiation naturelle. 

Il était inutile d'envisager ici distinctement la 
trigonométrie sphérique; qui ne peut donner lieu 
\ aucune considération philosophique spéciale , 
puisque , quelque essentielle qu’elle soit par lim 
portance et la multiplicité de ses usages, on ne 
peut plus la traiter aujourd'hui , dans son ensem- 
ble, que comme une simple application de la 
trigonométrie rectiligne, qui fournit immédiate- 
ment ses équations fondamentales, en substi= 
tuant au triangle sphérique l’angle trièdre cor- 
respondant. | 

J'ai cru devoir indiquer cette exposition some 
maire de la philosophie trigonométrique , qui 
pourrait d’ailleurs donner lieu à beaucoup d’au- 
tres considérations intéressantes , afin de rendre 
sensibles, par un.exemple important, cet enchaî- 
nement rigoureux et cette ramification successive 
que présentent les questions les plus simples en 
apparence de la géométrie élémentaire. | 

Ayant ainsi suffisamment considéré pour le 
but de cet ouvrage le caractère propre de la géo 
métrie spéciale, réduite à sa seule destination 
dogmatique ; de fournir à la géométrie générale 
une base préliminaire indispensable , nous devons 
désormais porter toute notre attention sur la vé- 
ritable science géométrique , envisagée dans son 
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ensemble de la manière la plus rationnelle. Il 
faut d’abord , à cet effet, soigneusement exami- 
ner la grande idée-mère de Descartes, sur laquelle 


elle est entièrement fondée, ce qui fera l’objet 
de la leçon suivante. 
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DOUZIÈME LECON. 


Sommaire. Conception fondamentale de la géométrie générale 
ou analytique. 


La géométrie générale étant entièrement fon- 
dée sur la transformation des considérations géo- 
métriques en considérations analytiques équiva- 
lentes, nous devons d’abord examiner directement 

“et d’une manière approfondie la belle conception 
“d'aprés laquelle Descartes a établi uniformément 
1 possibilité constante d’une telle co-rélation. 
Outre son extrême importance propre, comme 
moyen de perfectionner éminemment la science 
géométrique, ou plutôt de la constituer dans 
Sonensemble sur des bases rationnelles, l'étude 
philosophique de cette admirable conception 
doit avoir à nos yeux un intérêt d'autant plus éle- 
vé, quelle caractérise avec une parfaite évidence 
la méthode générale à employer pour organiser 
les relations de l’abstrait au concret en mathéma- 
tique , par la représentation analytique des phé- 
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nomènes naturels. Il n’y a point, dans la philo- 
sophie mathématique ;, de pensée qui mérite da- 
vantage de fixer toute notre attention. 

Afin de parvenir à exprimer par de simples 
relations analytiques tous les divers phénomènes 
géométriques que l'on peut imaginer , il faut évi- 
demment établir d’abord un mode général pour 
représenter analytiquement les sujets mêmes dans | 
lesquels ces phénomènes résident, c’est-à-dire 
les lignes ou les surfaces à considérer. Le suget 
étant ainsi habituellement envisagé sous un point 
de vue purement analytique, on omprend que dès- 
lors il a été possible de concevoir de la même 
manière les accidens quelconques dont il est 
susceptible. l 

Pour organiser la représentation des formes 
géométriques par des équations analytiques , on 
doit surmonter préalablement une difficulté fon-. 
damentale, celle de réduire à des idées simple- 
ment numériques les élémens généraux des di- 
verses notions géométriques ; en un mo, de 
substituer , en géométrie, de pures considérations, 
de quantité à toutes les considérations de qualité. ; 

À cet effet , observons d’abord que toutes les 
idées géométriques se rapporlient nécessairement 
à ces trois catégories universelles : la grandeur ; 
la forme et la position des étendues à considé- 
rer. Quant à la première, il n'y à évidemment 
aucune difficulté; elle rentre immédiatementdans 
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les idées de nombres. Pour la seconde , il faut re- 
marquer qu'elle est toujours réductible ‘Par sa na- 
ture à la troisième. Car Ja forme d’un corps ré- 
sulte évidemment de la. position mutuelle des 
différens points dont il est composé, en sorte. que 
l'idée de position comprend nécessairement celle 
de forme, et que toute circonstance de forme 
peut être traduite par une circonstance de posi- 
tion. C’est ainsi, en effet, que l'esprit humain à 
procédé pour parvenir à la représentation analy- 
tique des formes géométriques, la conception n’é- 
tant directement relative qu'aux positions. Toute 
la difficulté élémentaire se réduit donc propre- 
ment à ramener les idées quelconques de situa- 


tion à des idées de grandeur. Telle est la destina- 


tion immédiate dela conception préliminaire sur 
laquelle Descartes a établi le système général de 
la géométrie analytique. 
Son travail ‘philosophique a simplement con- 
_sisté, sous ce rapport, dans l'entière généralisa- 
tion d’un procédé élémentaire qu’on peut regarder 
comme naturel à l'esprit humain, puisqu'il se 
forme pour ainsi dire spontanément chez toutes 
les intelligences, même les plus vulgaires. En ef-. 
fet .- quand il s'agit d'indiquer la situation d’un 
objet sans le montrer immédiatement , le moyen 
que nous adoptons toujours , et le seul évidem- 
ment qui puisse être employé, consiste à rappor- 


29e 


432 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


ter cet objet à à d’autres qui soient connus , en as- 
signant la grandeur des élémens géométriques 
quelconques , par lesquels on le conçoit lié à ceux- 
ci (1). Ces élémens constituent cé que Descartes, et 
d’après lui tous les géomètres, ont appelé les coor- 
données de Hate point considéré , qui sont né- 
cessairement au nombre de deux si l’on sait d’a-" 
vance dans quel plan le point est situé, et au 
nombre de trois, s’il peut se trouver indifférem- 
ment dans une région quelconque de l'espace. 
Autant de constructions différentes on peut ima- 
giner pour déterminer la position d’un point, 
soit sur un plan, soit dans l’espace, autant on con- 
coit de systèmes de coordonnées distincts, quisont 
susceptibles, par conséquent, d'être multipliés 
à l'infini. Mais quelque soit le système adopté, 
on aura toujours ramené les idées de situation à 
de simples idées de grandeur , en sorte que l’on 
se représentera le déplacement d’un point comme 
produit par de püres variations numériques dans 
les valeurs de ses coordonnées. Pour ne considé- 
rer d’abord que le cas le moins compliqué, celui 
dé la géométrie plane, c’est ainsi qu'on détermine | 
le plus souvent la position d'un point sur un 
plan, PA ses distances plus où moins grandes à 
(x) C’est ainsi, par exemple , que nous déterminons habituelle- 


ment la position des lieuxsur la terre par leurs distances plüs ou 
moins grandes à l'équateur et à un premier méridien. ‘ 
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deux droites fixes supposées connues, qu’on nomme 
axes , et qu’on suppose ordinairement perpendi- 
feu entre elles. Ce système est le plus adopté, 
à cause de sa simplicité; mais les géomètres en 
emploient quelquefois encore uneinfinitéd'autres. 


Ainsi, la position d’un point sur un plan peut * 


être Reine par ses distances à deux points 
fixes; ou par sa distance à un seul point fixe, et 
la direction de cette distance, estimée par Lane 
gle plus oumoins grand qu'elle fait avec une droite 
fixe, ce qui constitue le système des coordonnées 
dites polaires, le plus usité après celui dont 
nous avons parlé d'abord; ou par les angles que 
forment les droites allant dn point variable à deux 
points fixes avec la droite qui Join ces derniers; 
ou per les distances de ce point à une droite fixe 
et à un point fixe, etc. En un mot, il n’y a pas de 
figure géométrique gretconque d’où l’on ne puisse 
déduire un certain système de coordonnées, plus 
ou moins susceptible d’être employé. 

Une observation générale qu’il importe de faire 
à cet égard, c’est que tout système de coordon- 
nées revient à déterminer un point , dans la géo- 
métrie plane, par l'intersection de deux lignes, 
dent chacune est assujétie à certaines conditions 
lixes de détermination ; une seule de ces condi- 
Lions restant variable , et tantôt l’une, tantôt une 
autre, selon le système considéré. On ne saurait, 
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en éffet, concevoir d’autre moyen de construire 
un point que de le marquer par la rencontre de 


deux lignes quelconques. Ainsi, dans le système 


le plus fréquent, celui des coordonnées rectili- 
gnes proprement dites, le point est déterminé par 


l'intersection de deux droites, dont chacune reste 


constamment parallèle à un axe fixe, en s’en éloi- 


gnant plus ou moins; dans le système polaire , 
c’est la rencontre d’un cercle de rayon variable 
et dont le centre est fixe, avec une droite mobile 
assujétie à tourner autour de ce centre, qui mar- 
que la position du point; en choisissant d’autres 
systèmes, le point pourrait être désigné par lin- 
tersection de deux cercles, où de deux autres li- 
gnes quelconques, etc. En un mot, assigner la 


: £ ‘ v 3 p 
valeur d’une des coordonnées d’un point dans 


quelque système que ce puisse être, c'est tou- 
jours nécessairement déterminer une certaine l- 
gne sur laquelle ce point doit étre situé. Les géo- 
mêtres de l’antiquité avaient déjà fait cette remar- 
que essentielle , qui servait de base à leur méthode 


des Lieux géométriques , dont ils faisaient un si 


heureux usage pour diriger leurs recherches dans 
la résolution des problèmes de géométrie détér- 
minés , en appréciant isolément l'influence de 
chacune des deux conditions par lesquelles était 
défini chaque point constituant Vobjet, direct ou 
indirect, de la question proposée : c’est précisé- 


» 
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ment cette méthode dont la systématisation géné- 


rale a été pour Descartes le motif immédiat des 


travaux qui l'ont conduit à fonder la géométrie 

analytique. | 
Après avoir nettement établi cette conception 

préliminaire , en vertu de laquelle les idées de 


position , et, par suite implicitement, toutes les 


notions géométriques élémentaires , sont réducti- 
bles à de simples considérations numériques , il 
est aisé de concevoir directement , dans son en- 
tière généralité, la grande idée-mère de Des- 
cartes, relative à la représentation analytique des 
formes géométriques , ce qui constitue l’objet 
propre de cette lecon. Je continuerai à ne consi- 
dérer d’abord, pour plus de facilité, que la géo- 
métrie à deux dimensions, la seule que Descartes 
ait traitée, devant ensuite examiner séparément 
sous le: même point de vue ce qui est propre à 
la théorie'des surfaces ( ou des courbes à double 
courbure. 

D'après la manière d'exprimer analytiquement 
là position d’un point sur un plan, on peut aisé- 
ment établir que , par quelque propriété qu’une 
ligne quelconque puisse être définie, cette défi- 
nition est toujours susceptible d’être remplacée 
par une équation correspondante entre les deux 
Coordonnées variables du point qui décrit cette 
ligne, équation qui sera dès lors la représenta- 
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tion analytique de la ligne proposée, dont, tout 
phénomène devra se traduire par une certaine 
modification algébrique de son équation. Si l’on 
suppose, en effet, qu'un point se meuve sur un 
plan sans queson cours soit déterminé en aucune 
manière, on devra évidemment regarder ses deux 
coordonnées , dans quelque système que ce soit, 
comme deux variables entièrement indépendantes 
lune de l’autre: Mais, si au contraire ce point 
est assujéti à décrire une certaine ligne quelcon- 
que, il faudra nécessairement concevoir que ses 
coordonnées conservent entre «elles, dans toutes 
les positions qu'il peut prendre, une certaine re: 
lation permanente et précise, susceptible, par 
conséquent, d'être exprimée par une équation 
convenable, qui deviendra la définition analy- 
tique très-nette et très-rigoureuse dela ligne « con- 
sidérée, puisqu'elle exprimera-une propriété al= 
gébrique exclusivement relative aux coordonnées 
de tous les points de cette ligne. il est clair, en 
effet, que lorsqu'un point n’est soumis à aucune 
condition, sa situation n’est déterminée qu'au 
tant qu’on donne à la fois ses deux coordonnées, 
distinctement l’une de l’autre; tandis que quand 
le point doit se trouver sur une ligne défimie,; 
une seule coordonnée suffit, pour fixer entières 
ment sa position. La seconde coordonnée est 
done alors une fonction déterminée de la pre: 
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miêre, ou, en d’autres termes, 1l doit exister 
entre elles une certaine équation , d’une nature 
correspondante à celle de la ligne sur laquelle 
le point est assujéti à rester. En un mot, cha- 
cune des coordonnées d’un point l’obligeant à être 
situé sursune certaine ligne , on conçoit récipro- 
quement que la condition, de la part d’un point, 
de devoir appartenir à une ligne définie d’une 
manière quelconque, équivaut à assigner la va- 
leur de l’une des deux coordonnées, qui se 
trouve, dans ce cas, être entièrement dépendante 
de l’autre. La relation analytique qui exprime 
cette dépendance peut être plus ou moins difficile 
à découvrir; mais on doit évidemmenten conce- 
voir toujours l'existence, même dans les cas où 
nos moyens actuels seraient insuffisans pour la 
faire connaître. C’est par cette simple considéra- 
tion que , indépendamment des vérifications par- 
ticulières sur lesquelles est ordinairement établie 
cette conception fondamentale à l’occasion de 
telle ou:telle définition de ligne , on peut démon- 
irer, d’une manière entièrement générale, la né- 
cessité de la représentation aualytique des sd 
par les équations. 

En reprenant en sens inverse les mêmes ré- 
flexions , on mettrait aussi facilement en évidence 
la nécessité géométrique de la représentation de 
toute équation à deux variables, dans un système 
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déterminé de coordonnées, par une certaine ligne, 
dont une telle relation serait, à défaut d'aucune 
autre propriété connue, une définition très-ca- 
ractéristique , et qui aura pour destination scien- 
tifique de fixer immédiatement l'attention sur la 
marche générale des solutions PÉTES qui 
se lrouvera ainsi notée de la manière la plus sen- 
sible et la plus simple. Cette peinture des équa- 
tions est un des avantages fondamentaux les plus 
importans de la géométrie analytique , qui a par 
là réagi au plus haut degré sur le perfectionne- 
ment général de l’analyse elle-même, non seule- 
ment en assignant aux recherches purement abs- 
traites un but nettement déterminé et une carrière 
inépuisable , mais, sous un rapport encore plus 
direct, en fournissant un nouveau moyen philo- 
sophique de méditation analytique ; qui ne pour- 
rait être remplacé par aucun autre. En effet, la 
discussion purement algébrique d’nne équation 
en fait sans doute connaître les solutions de la 
manière la plus précise, mais en les.considérant 
seulement une à une, de telle sorte que; par 
cette voie, leur marche générale ne saurait être 
conçue qu'en résultat définitif d’une longue et 
pénible suite de comparaisons numériques ,faprès 
laquelle l'activité intellectuelle doit ordinaire- 
ment se trouver émoussée. Au contraire, le lieu 
géométrique de l'équation étant unfiquéElt des- 


s 
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tiné à à représenter distinctement et avec une net- 
teté parfaite le résumé de cet ensemble de com- 
paraisons, permet de le considérer directement 
en fesant complètement abstraction des détails 
qui l'ont fourni, et par là peut indiquer à notre 
esprit des vues analytiques générales, auxquelles 
nous serions difhicilement parvenus de toute autre 
manière , faute d’un moyen de caractériser clai- 
rement leur objet. Îl est évident, par exemple, 
que la’ simple inspection de la courbe logarithmi- 
que ou de la courbe y=sin x fait connaître d’une 
manière bien plus distincte le mode général de va- 
riations des logarithmes par rapport aux nombres 
ou des sinus par rapport aux arcs, que ne pour- 
rait le permettre l'étude la plus attentive d’une 
table de logarithmes ou d’une table trigonômé- 
trique. On sait que ce procédé est devenu au- 
jourd’hui entièrement élémentaire > et qu'on Fem- 
ploie toutes les fois qu'il s’agit de saisir néttement 
le caractère ‘général de la loi qui règne dans une 
suite d Gbservations précises d’un génre ces 
que. | 

Reyenant à à la représentation des lignes par les 
équations » qui est notre objet principal, nous 
voyons que cette représentation est, par sa na- 


ture, tellement fidèle, que la ligne ne saurait 


éprouver aucune modification, quelqué légère 
qu’elle soit, sans déterminer dans l'équation un 
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changement correspondant. Cette complète exac- 
titude donne même lieu souvent à des difficultés 
spéciales, en ce que, dans notre système de géo- 
métrie analytique, les simples déplacemens des 
lignes se fesant aussi bien ressentir dans les équa- 
tions que les variations réelles de grandeur ou de 
forme , on pourrait être exposé à confondre ana- 
lytiquemient les uns avec les autres, si les géomé- 
tres n'avaient pas découvert une méthode ingé- 
nieuse expressément destinée à les distinguer 
constamment. Cette méthode est fondée sur ce 
que, bien qu’il soit impossible de changer analy- 
tiquement à volonté la position d’une ligne par 
rapport aux axes des coordonnées , on peut chan- 
ger d’une manière quelconque la situation des 
axes eux-mêmes ; ce qui est évidemment équiva- 
lent; dès lors, à d'aide des formules générales # 
très-simples par lesquelles on opère cette trans- 
formation d’axes, il devient aisé de reconnaître 
si deux équations différentes ne sont que l’expres- 
sion analytique d’une même ligne diversement 
située, ou se rapportent à des lieux géométriques 
vraiment distincts, puisque ; dans.le premier « Cas, 
lune d'elles doit rentrer dans l’autre en chan- 
geant comyenablemenles axes ou les autres cons- 
tantes du système de coordonnées considéré. Du 
reste , il faut remarquer à ce sujet que les incon- 
véniens généraux de cette nature paraissent en 
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géométrie analytique , devoir être strictement 
inévitables ; puisque les idées de position étant, 
comme nous l'avons vu, les seulés idées géomé- 
triques immédiatement réductibles à des consi- 
dérations numériques, et les notions de forme 
ne pouvant y être ramenées qu'en voyant en elles 
des rapports de situation, il est impossible que 
l'analyse ne confonde point d’abord les phéno- 
mènes de forme avec de simples phénomènes de 
position , les seuls que les équations expriment 
directement. 

Pour compléter l'explication philosophique de 
la conception fondamentale qui sert de base à la 
- géométrie analytique, je crois devoir indiquer 

ici une nouvelle considération générale, qui me 
semblé particulièrement propre à mettre dans 
“iout son jour cette représentation nécessaire des 
lignes par des équations à deux variables. Elle 
consiste en ce que non-seulement, ainsi que noûs 
l'avons établi, tonte ligne définie doit nécessaire- 
ment donner lieu à une certaine équation entre 
les deux coordonnées de l’un quelconque de ses 
points; mais, de plus, toute définition de ligne 
peut être envisagée comme étant déjà elle-même 
üne équation de cette ligne dans un système de 
Coordonnées convénable. | 

Il est aisé d'établir ce principe , en faisant d’a- 

bord üne distinction logique préliminaire relati- 
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vement aux diverses. sortes de définition. La con- 
dition rigoureusement indispensable de toute. 
définition, cest de distinguer l’objet défini 
d'avec tout autre, en assignant une propriété 
qui lui appartienne exclusivement. Mais cem 
but peut étre atteint, en général , de deux ma- 
nières très-différentes : ou par une définition 
simplement caractéristique ; c’est-à-dire, indi- 
quant une propriété qui, quoique vraiment Cx=, 
clusive, ne fait pas connaître, la génération de 
l’objet; ou par une définition réellement expli- 
calive , c’est-à-dire, caractérisant l’objet par une 
propriété qui exprime un de ses modes de généra- 
tion. Par exemple, en considérant le cercle comme 
la ligne qui , sous le même contour, renferme la 
plus grande aire, on a évidemment une définition” 
du premier genre ; tandis qu'en choisissant la pro- 
priété d’avoir tous ses points à égale distance d'un. 
point fixe, ou toute autre semblable , on a une 
définition du second genre. Il est, du reste, évi= 
dent, en thèse générale, que quand même un | 
objet quelconquene serait d’abord connu que par 
une définition caractéristique ; où ne devrait pas | 
moins l’envisager commesusceptible de définitions | 
explicatives, que ferait nécessairement découvri£ 
l'étude ultérieure de cet objet. ol 
Cela posé, il est clair que ce n'est point aux | 
définitions simplement caractéristiques que peut 


| 
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s'appliquer l'observation générale annoncée ci- 
dessus , qui représente toute définition de ligne 
comme étant nécessairement une équation de cette 
ligne dans un certain système de coordonnées. 
On ne peut l'entendre que des définitions vrai- 
ment explicatives. Mais, en ne considérant que 
celle-ci, le principe est aisé à constater. En effet, 
est évidemment impossible de définir la généra- 
ion d’uneligne, sans spécifier une certainerelation 
ntre les deux mouyemens simples, de translation 
u derotation, dans lesquels se décomposera à cha- 
{ue instant le mouvement du point qui la décrit. 
Jr, en se formant la notion la plus générale de ce 
que c'est qu'un système de coordonnées, et ad- 
nettant tous les systèmes possibles, il est clair 
qu’une telle relation ne sera autre chose que l’e- 
Uatron de la ligne proposée, dans un système de 
oordonnées d’une nature correspondante à celle 
lu mode de génération considéré. Ainsi > par 
xemple, la définition vulgaire du cercle peut 
videmment étre envisagée comme étant immé- 
iatement l'équation polaire de cette courbe , en 
renant pour pôle le centre du cercle ; de même, 
: définition élémentaire de l'eilipse ou de l’hy- 
erbole, comme étant la courbe engendrée par 
n point qui se meut de telle manière que la 
omme où la différence de ses distances À deux 
oints fixes demeure constante » donne sur-le- 
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champ , pour l’une ou l’autre courbe , l'équation 
y+x=c, en prenant pour système de coordons 
nées celui dans lequel on déterminerait la posi- 
tion d’un point par ses distances à deux points 4 
fixes, et choisissant pour ces pôles les deux foyers 
donnés ; pareillement encore, la définition ordi- 
naire de la cycloïde quelconque fournirait di- 
rectement, pour celte courbe , l'équation y =mx, 
en adoptant comme coordonnées de chaque point 
l'arc plus où moins grand qu'il marque sur un 
cercle de rayon invariable à partir du point de 
contactde ce cercle avec une droite fixe, et la dis- 
tance rectiligne de ce point de contact à une cer- 
taine origine prise sur cette droite. On peut faire 
des vérifications analogues et aussi faciles relati= 
vement aux définitions habituelles des spirales , 
des épicycloïdes, etc, On trouvera constamment M 
qu'il existe un certain système de coordonnées, 
dans lequel on obtient immédiatement une équa- 
tion très-simple de la ligne proposée , en se bor- 
nant à écrire algébriquement la condition impo- 
sée par le mode de génération que l’on considère. 
Outre son importance directe, comme moyen 
de rendre parfaitement sensible la représentation 
nécessaire de toute ligne par une équation, là 
considération précédente me paraît pouvoir offrir 
üne véritable utilité scientifique, en caractérisant 
avec exactitude la principale difficulté générale 


nn 
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qu'on rencontre dans l'établissement effectif de 
ces équations , ct, par conséquent , en fournissant 
une indication intéressante relativement à la mar- 
che à suivre dans les recherches de ce genre , 
qui, par leur nature, ne sauraient comporter des 
règles complètes et invariables. En effet » Siune 
définition quelconque de ligne , du moins parmi 
celles qui indiquent un mode de génération , 
fournit direcfement l'équation de cette ligne dans 
un certain système de coordonnées > Ou. pour 


mieux dire constitue par elle-même cette équa- 


tion , il s’ensuit que la difficulté qu'on éprouve 
souvent à découvrir l'équation d’une courbe, d’a- 
près telle ou telle de ses propriétés caractéristi- 


_ ques, difficulté qui quelquefois est très-grande , 


ne doit-provenir essentiellement que de la condi- 
tion quon s'impose ordinairement d'exprimer 
analytiquement cette courbe à l’aide d’un système 
de coordonnées désigné , au lieu d'admettre in- 
différemment tous les systèmes possibles. Ces 
divers systèmes ne peuvent pas être regardés, en 
géométrie analytique , comme étant tous égale- 
ment convenables; pour différens motifs, dont 
les plus importans vont être discutés ci-dessous à 
les géomètres croient devoir presque toujours 
rapporter , autant que possible, les courbes à des 
coordonnées rectilignes proprement dites. Or, on 
conçoit, d'après ce qui précède , que souvent ces 
TOME I. 30 
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cootdonnées uniques ne seront pas celles, relati- 
vement auxquelles l'équation de la courbe se 
trouverait immédiatement établie par la définition 
proposée, La principale difficulté que présente la 
formation de l'équation d’une ligne consiste done 
réellement, en général, dans une certaine trans- 
formation decoordonnées. Sans doute, cette con- 
sidération n’assujétit point l'établissement de ces 
équations à une véritable méthode àénérale com- 
plète ,:dont le succès soit toujours assuré néces- 
sairement Ce qui, par la nature même du sujet; 
est.évidemment chimérique ; mais une telle vue 
peut, nous éclairer ‘utilement à cet égard sur la 
marche qu'il convient d'adopter pour parvenir 
au but proposé. Ainsi, après avoir d’abord formé 
l'équation préparatoire qui dérive spontariément 
de la définition que l'on considère , il faudra , 
pour obtenir l'équation relative au système de 
ceordonnéés qui doit étre admis définitivement ; 
chercher à exprimer en fonction de ces dernières 
coordonnées celles qui correspondent naturelle: 
ment au mode de génération dont il s'agit. C’est 

sur ce dernier travail qu'il est évidemment impos- | 
sible de donner des précéptes invariables et précis. 
On-peut dire seulement qu'on aura d'autant plus 
dé réssources à cet égard, qu'on saura davantage 
de véritable géométrie analytique , c’est-à-dire , 
qu'on connaîtra l'expression algébrique d’un plus 
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grand nombre dé phénomènes géométriques dif- 
férens. ‘ | 

Pour compléter l'exposition philosophique de 
. la conception qui sert de base à la géométrie ana- 
lytique , il me reste à indiquer les considérations 
relatives an choix du système de coordonnées qui 
est, en général, le plus convenable, ce qui fourni- 
ra l'explicationrationnelle de la préférenceunani- 
mement accordée au système rectiligne ordinaire, 
préférence qui à été plutôt jusqu'ici l'effet d'un 
sentiment empirique de la supériorité de ce Sys” 
1ème ; que le résultatiexaet d'une anal yse directe 
el'approfondie. | 

A fin de décider nettement enire tous les divers 
Systèmes de coordonnées ,; est indispensable de 
distinguer avec soin les deux points de vue géné- 
raux ;'inverses l’un de l’autre, propres à la géo- 
métrie anal yüque, savoir : la relation de l'aigèbre 
à la géométrie, fondée sur la représentation des 
lignes par les équations ; et réciproquement la re- 
lation de a géométrie à l'algèbre fondée sur Ja 
peinture des équations par les lignes. 

Îlest évident que, dans toute recherche quél- 
conque de géométrie générale, ces deux points 
de vue fondamentaux se trouvent nécessairement 


combinés: sans cesse wisqu'il sacit toujours de 
> PUISq s ] 


passer ‘alternalivement , et à des intervalles pour 
ainsi dire insensible ; des considérations géomé: 


f 30. 
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triques aux considérations analytiques, et des con- 
sidérations analytiques aux considérations géomé- 
triques. Mais la nécessité de les séparer ici momen- 
tanément n’en est pas moins réelle ; car la réponse 
à la question de méthode que nous examinons est, 
en effet,.comme nous allons le voir, fort loin de 
pouvoir être la même sous l’un et sous l’autre de 
cesdeuxrapports, en sorte que sans cette distinction 
on ne saurait s’en former aucune idée nette. 
Sous le premier point de vue ; rigoureusement 
isolé, le seul motif qui puisse faire préférer un 
système de coordonnées à un autre, ne peut être 
que la plus grande simplicité de l'équation de 
chaque ligne, et la facilité plus grande d'y parve- 
nir. Or, ilest aisé de voir qu’il n'existe etne doit 
exister aucun système de coordonnées méritant à 
cet égard une préférence constante sur tous les. 
autres. En effet, nous avons remarqué ci-dessus | 
que, pour chaque définition géométrique pro- 
posée , on peul concevoir un système de coor- 
données dans lequel l'équation de la ligne s'ob- 
tient immédiatement et se trouve nécessairement 
être en même temps fort simple : de plus, ce 
système varie inévitablement avec la nature de 
la propriété caractéristique que lon considère. 
Ainsi , le système rectiligne ne saurait être , en ce 
sens, constamment le plus avantageux, quoiqu'il 
soit souvent très-favorable ; il n'en est probable- 
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ment pas un seul qui, dans certains cas particu- 
liers , ne doive à cet égard lui étre préféré, aussi 
bien qu'à tout autre système. 

Il w’en-est, au contraire, nullement de même 
sous le second point de vue. On peut, en effet , 
facilement établir, en thèse générale, que le Sys- 
tème rectiligne ordinaire doit s'adapter nécessai- 
rement mieux que tout autre à la peinture des 
équations par les lieux géométriques correspon- 
dans, c’est-à-dire que cette peinture y est con- 
Stamment plus simple et plus fidèle. | 

Considérons , pour cela, que, tout système de 
coordonnées consistant à déterminer un point par 
l'intersection de deux lignes , le système propre 
à fournir les lieux géométriques les plus conve- 
nables doit être celui dans lequel ces deux lignes 
sont les plus simples possibles, ce qui restreint 
d'abord le choix à ne pouvoir porter que sur des 
Systèmes rectilignes. À la vérité, il y a évidem- 
ment une infinité de systèmes qui méritent ce 
nom, c'est-à-dire qui r’emploient que des lignes 
. droites pour déterminer les points, outre le Sys- 
ième ordinaire qui assigne pour coordonnées les 
distances à deux droites fixes ; tel serait, par exem- 
ple j celui dans lequel les coordonnées de chaque 
point se trouveraient être ‘les deux angles que 
font les droites qui aboutissent de ce point à 
deux points fixes avec ja droite de jonction de 
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ces derniers; en sorte que cette première consi- 
dération m'est pas rigoureusement suffisante pour 
expliquer la préférence accordée unanimement 
au système ordinaire. Mais, en examinant d’une 
manière plus approfondie la nature de tout sys- 
tème de cordonnées, nous avons reconnu, en 
outre, que chacune des deux lignes dont la ren- 
contre détermine le point considéré, doit néces- 
sairement offrir à chaque instant, parmi ses. di- 
verses conditions quelconques de détermination, 
une seule condition variable, qui donne heu "à 
l’ordonnée correspondante, et toutes Îles autres 
fixes, qui constituent les axes du syslème, en 
prenant ce térme dans son acceplion mathéma- 
tique la plus étendue : la variation est indispen- 
sable pour que toutes les positions puissent être 
considérées, et la fixiténe l’est pas moins pour qu'il 
existe des moyens de comparaison. Ainsi, dans 
tous les systèmes rectilignes , chacune des deux 
droites sera assujétié à une condition fixe, el 
l'ordonnée résulterà de la condition variable. 
Sous ce rapport , il est évident, en thèse géné- 
rale, que le système le plus favorable à la con- 
struction des lieux géométriques, sera nécessaire- 
ment celui d’après lequel la condition variable de 
chaque droite sera la plus simple possible , sauf 
à compliquer pour cela, s’il le faut, la condition 
fixe, Or, de toutes les manières possibles de dés 
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terminer deux droites mobiles, la plus aisée À sui- 
vre géomélriquement est certainement celle dans 
laquelle, la direction de chaque droite restant in- 
variable, elle ne fait que se rapprocher où s'é- 
loigner plus où moins d’un axe constant. Il se- 
rait, par exemple, évidemment plus difficile de 
se figurer nettement le déplacement d’un point 
produit par l'intersection de deux droites, qui 
iourneraient chacune autour d’un point fixe en 

*fesant avec un certain axe un angle plus où moins 
grand, comme dans le système de coordonnées 
précédemment indiqué. Telle est la véritable ex- 
plication générale de la propriété fondamentale 
que présente, par sa nature, le système rectiligne 
ordinaire, d’être plus apte qu'aucun autre à la 
représentation géométrique des équations, comme 
étant celui dans lequel il est le plus aisé de con- 
cevoir le déplacement d’un point en résultat du 
changement de valeur de ses coordonnées, Pour 
sentir nettement toute la force de cette considé. 
ration, il suffirait, par éxemple, de cotiparer 

_Soigneusement ce système avec le système polaire, 
dans lequel cette image géométrique si simple et 
Si aisée à suivre , de deux droiles $e mouvant cha- 
cune parallèlement à l'axe correspondant. se 
trouve remplacée par le tableau compliqué d’une 
_ Série infinie de cercles concéntriques coupés par 
une droite assujélie à tourner autour d’un point 
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fixe. Il est d’ailleurs facile de concevoir à priori 
quelle doit être, pour la géométrie analytique , 
l'extrême importance d’une propriété aussi pro- 
fondément élémentaire, qui, par cette raison, 
doit se reproduire à chaque instant et prendre 
une valeur progressivement - croissante dans tous 
les travaux quelconques de cette nature (1). 

En précisant davantage la considération qui 
démontre la supériorité du système de coordon- 
nées ordinaire sur tout autre quant à la peinture 
des équations, on peut même se rendre compte 
de l’utilité que présente sous ce rapport l'usage 
habituel de prendre autant que possible les deux 
axes perpendiculaires entre eux plutôt qu'avec 
aucune autre inclinaison. Sous le rapport de la 
représentation des lignes re les équations, cette 
circonstance secondaire n’est pe plus universel- 
lement convenable que nous n’avons vu l'être la 
nature même du système; puisque, suivant les 


(1) Devant me borner ici à la comparaison la plus générale , je 
n’ai point considéré plusieurs autres inconvéniens élémentaires de 
moindre importance , mais cependant fort graves, que présente 
le système des coordonnées polaires, comme de ne pot admettre 
d'interprétation -géométrique pour le signe du rayon recteur, et 
même d’assigner quelquefois un point unique pour diverses solu- ù 
tions distinctes , d’où il résulte que la peinture des équations ÿ est 
nééessairement imparfaite. Quels que soient ces inconvéniens ; 
comme plusieurs systèmes autres que le système rectiligne ordi- 
naire pourraient aussi en être exempls , il ne fallait point en tenir 
compte pour établir la supériorité générale de ce dernier. 
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occasions , toute autre inclinaison des axes peut 
mériter à cet égard la préférence. Mais, sous le 
point de vue inverse, il est aisé de voir que des 
axes rectangulaires permettent constamment de 
peindre les équations d’une manière plus simple 
et même plus fidèle. Car, avec des axes obliques, 
l’espace se trouvant partagé par eux en régions 
dont l’identité n’est plus parfaite, il en résulte 
que, si le lieu géométrique de l'équation s'étend 
à la fois dans toutes ces régions, il y présentera , 
à raison de la seule inégalité des angles, des dif- 
férences de figure qui, ne correspondant à au- 
cune diversité analytique, altéreront nécessaire- 
ment l'exactitude. rigoureuse du tableau, en se 
mélant aux résultats propres des comparaisons 
algébriques. Par exemple, une équation comme 
EM: C ; qui, par/sa symétrie parfaite , 
devrait donner évidemment une courbe composée 
de quatre quarts identiques , sera représentée, 
au Contraire, en prenant des axes non-rectangu- 
laires, par un lieu géométrique dont les quatre 
parties seront inégales. On voit que le seul moyen 
d'éviter toute disconvenance de ce genre est de 
Supposer droit l'angle des deux axes. 

La discussion précédente établit clairement 
que, si, sous l’un des deux points de vue fonda- 
mentaux continuellement combinés en géométrie 

analytique, le système des coordonnées rectili- 
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gnes proprement dit n’a aucune supériorité cons- 
tante sur tout autre; comme il n’est pas non plus 
à cet égard constamment inférieur, sa plus grande 

bide nécessaire et absolue à la peinture des 
équations doit lui faire généralement accorder 
la préférence , quoiqu'il puisse évidemment" ar- 
river, dans quelques cas particuliers, que le be- 
soin de simplifier les équations et de les obtenir 
plus aisément détermine les géomètres à ep 
un système moins parfait. C? est, en effet , d après 
le système rectiligne, que sont ordinairement 
construites les théories les plus essentielles de 
géométrie générale, destinées à exprimer analyti- 
quement Îles phénomènes géométriques les plus 
importans. Quand on juge néeessaire d'en choisir 
un autre, c’est presque toujours le système po- 
laire auquel on s'arrête, ce système étant d'une 
nature assez opposée à celle du système rectiligne 
pour que les équations trop compliquées rela- 
tivement à celui-ci deviennent, en général, suf- 
fisamment simples par rapport à l’autre. Les coor- 
données polaires ont d’ailleurs souvent l'avantage 
de comporter une signification concrète pius di- 
recte et plus Hurt comme il arrive en mé 
canique pour les questions géométriques aux- 
quelles donne lieu la théorie des mouvemens de 
rotation , et dans presque lous les cas de géomé: 

M'A 


trie céleste. 
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Afin de simplifier l'exposition, nous n’avons 


jusqu'ici considéré la conception fondamentale de 
la géométrie analytique que relativement aux 


seules courbes planes, dont l'étude générale avait 
élé Vobjet unique de la grande rénovation philo- 
sophique: opérée par Descartes. Il s’agit mainte- 
nant, pour compléter cette importante explica- 
ton, de montrer sommairement de quelle manière 


cette pensée élémentaire a été étendue, environ 


an siècle après, par notre illustre Clairaut, à V’é- 
tude générale des surfaces et des courbes à dou- 
ble courbure. Les considérations indiquées Ci- 


dessus me permettront dé me borner à ce sujet à 


l'examen rapide de ce qui est strictement propre 
à ce nouveau cas. dE 
L’entière détermination analytique d’un point 
dans l’espace exige évidemment qu'on assigne les 
valeurs de trois coordonnées ; par exeruple, d’a- 
3 À] , » 
près le système le plus fréquemment adopté et 
qui correspond au système rectiligne de la géo- 


-métrie plane, des distances de ce point à trois 


.plans fixes, ordinairement perpendiculaires entre 
eux, cer qui présente le point comme V’intersec- 
toi. de trois plans dont la direction est invariable. 
On pourrait également employer les distances du 
point mobile à trois points fixes, ce qui le dé- 
terminerait par la rencontre de trois sphères à 


centre constant. De même, la position d’un point 
Er 7 | 
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serait définie en donnant sa distance plus ou 


moins grande à un point fixe, et la direction de 


cette distance, au moyen des deux angles que 
fait celte droite avec deux axes invariables ; c’est 
le système polaire propre à la géométrie à trois … 
dimensions; le point est alors construit par l'in- 
tersection d’une sphère à centre constant avec 
deux cônes droits à basé circulaire dont les axes 
et le sommet commun ne changent pas. En un. 
mot, il y a évidemment, dans ce cas, au moins. 
la même variété infinie entre les divers systèmes 
possibles de coordonnées _ nous avons déjà ob- 
servée pour la géométrie à deux dimensions. En 
général , il faut concevoir un point comme tou- 
jours déterminé par l'intersection de trois sur- 
faces quelconques , ainsi qu'il l'était auparavant 
par celle de deux lignes; chacune de ces trois 
surfaces à pareillement toutes ses conditions de. 
détermination constantes, excepté une, qui donne 
lieu à la coordonnée correspondante, dont l’in- 
fluence géométrique propre est ainsi d’astreindre 
le point à être situé sur cette surface. | 
Cela posé , il est clair que si les trois coordon- 
nées d’un point sont entièrement indépendantes , 
entre elles, ce point pourra prendre successive- 
ment dans l’espace toutes les PRES possibles. 
Mais, si le point est assujéti à rester sur une 
certaine surface , définie d’une manière quelcon- 
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que ; alors deux coordonnées suffisent évidem- 
ment pour déterminer à chaque instant sa situa- 
lion, puisque la surface proposée tiendra lieu de 

la condition imposée par la troisième coordonnée. 
On doit donc concevoir nécessairement dans ce 
« cas, sous le point de vue analytique , cette der- 
nière coordonnée comme! une fonction détermi- 
née des deux autres, celles-ci demeurant entre 
elles complétement indépendantes. Ainsi, il ÿ 
aura entre les trois coordonnées variables une cer- 
laine équation permanente, et qui sera unique 
afin de correspondre au degré précis d’indétermi- 
nation de la position du point. Cette équation , 

| plus ou moins facile à découvrir > Mais toujours 
… possible, sera la définition analytique dela surface 
proposée , puisqu’elle devra se vérifier pour tous 

“ les points de cette surface, et seulement pour 
eux. Si la surface vient à éprouver un change- 
ment quelconque, même un simple déplacement, 
l'équation devra subir une modification corres- 
pondante plus ou moins profonde. En un mot à 
tous les phénomènes géométriques quelconques 
relatifs aux surfaces seront suceptibles d’être 
traduits par certaines conditions analytiques 
équivalentes propres aux équations à trois va- 
riables , et c’est dans l'établissement et l’inter- 
prétation de cette harmonie générale et néces- 
saire que consistera essentiellement la science 
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de la géométrie analytique à trois dimensions, 
Considérant ensuite cette conception fonda: 
mentale sous le point de vue inverse ; on voit 
de la méme imanière que toute équation à trois 
variables peut être ; en général , représentée géo: 
métriquement par ane surface déterminée, primi- 6 
tivement définie d’après la propriété très-carac- 
téristique, que les coordonnées de tous ses points 
conservent toujours entre elles la relation énon- 
cée dans cette équation. Ge lieu géométrique 
changera évidemment, pour la même etes | 
suivant le système de coordonnées qui servira à la 
construction de ce: tableau. En adéptant , par 
exemple, le système rectiligne, il'est clair que dans 
l'équation entre les trois variables x, y, 2, chaque 
valeur particulière attribuée à 3, donnera une 
équation entre x et y, dont le lieu géometrique 
sera une certaine ligne située dans'un plan paräl- 
lèle au plan des x;7, et à une distance de ee der= 
nier égale à la valeur de 3, ‘de telle sorte que le 
lieu géométrique total se présentera comme com: 
posé d’une suiteinfinie delignes superposées dans 
une série de plans parallèles , sauf les interrup= 
lon qui pourront exister , et formera, par con- 
séaeaf , une véritable surface. Il en seraitde” 
méme en considérant toutautre système de coor= 
données, quoique la construction géométrique de 
l'équation devint plus difhcile à suivre. | 
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Æelleest la conception élémentaire:,  complé- 
ment de, l'idée-mère de Descartes, sur laquelle 
estifonclée la géométrie générale relativement aux 
surfaces. [l serait inutile dereprendre directement 

ici les autres considérations indiquées ci-dessus par 

. rapport aux dignes , et que chacun peut aisément 
étendre aux surfaces, soit pour montrer que toute 
définition d’une surface par un mode quelconque 
de génération est réellement une équation directe 
de cetie. surface dans un certain système de coor- 
données, soit pour déterminer entre tous les di- 
vers sysièmes de coordonnées possibles quel est 
généralement le plus convenable. J’ajoutérai seu- 
lement , sous ce dernier rapport , que la supério- 
| rité nécessaire du système rectiligne ordinaire, 
quant à la peinture des équations, est évidemment 
encore plus prononcée dans la géométrie analy- 
que à trois dimensions que dans celle à deux , à 
cause de la complication géométrique incompa- 
rablement plus grande qui résulterait alors du 
choix de: tout autre système , ainsi qu’on peut le 
vérifier de la manière la plus sensible en considé- 
tant; par opposition , le système polaire’en parti- 
culier,, qui est ,: pour les surfaces comme pour 
les courbes, eten vertu des mêmes molifs, le plus 
usité après le système rectiligne proprement dit. 
Afin de compléter l'exposition générale de la 
Conception fondamentale relative à l'étude analy- 


r4 
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tique des surfaces, nous aurons encore à exa- 
miner philosophiquement, dans la quatorzième 
leçon , ‘un dernier perfectionnement de la plus 
haute importance, que Monge a récemment in- 
troduit dans les élémens mêmes de cette théo- 
rie, pour la classification des surfaces en familles … 


naturelles, établies d’après le mode de génération, 
et exprimées algébriquement par des équations 
différentielles communes, ou par des équations 
finies contenant des fonctions arbitraires: | 
Considérons maintenant le dernier point de 
vue élémentaire dela géométrie analytique à trois 
dimensions , celui qui se rapporte à la représen- 
tation algébrique des courbes, envisagées dans 
l’espace de la manière la plus générale. En con- . 
tinuant à suivre le principe constamment em-. 
ployé ci-dessus, celui du degré d’indétermina- 
tion du lieu géométrique, correspondant au de- 
gré d'indépendance des variables , il est évident,” 
en thèse générale, que, lorsque un point doit 
être situé sur une certaine ‘courbe quelconque ;! 
une seule coordonnée suffit pour achever de dé= 
terminer entièrement sa position , par l'intersec- 
tion de cette courbe avec la surface qui résulte 
de cette coordonnée. Ainsi , dans ce cas, les deux 
autres coordonnées du point doivent être conçues 
comme des fonctions nécessairement déterminées 
et distinctes de la première. Par conséquent; 


pe 
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toute ligne, considérée dans l'espace , est donc 
représentée analytiquement, non plus par uné 
seule équation ; mais par le système de deux équa- 
tons entre les trois coordonnées de l'un quel- 

” conque de ses points. Il est clair, en effet, d’un 
autre côté, que chacune de ces équations ;; envi- 
sagée, séparément, exprimant une. certaine sur- 
face, leur ensemble présente la ligne proposée 
comme l'intersection de deux surfaces détérmi- 
nées. Telle est la maniére la plus générale.de 
concevoir la représentation algébrique d’une ligne 
dans la géométrie analytique à trois dimensions. 
Cette conceptionest ordinairement envisagée d’une 
manière, trop étroite , lorsqu'on se borne à con- 
sidérer une ligne. comme déterminée par le sys- 
tème de ses deux projections sur deux. des plans 
coordonnés, système caractérisé analytiquement 
par Cette particularité que chacune des deux - 
équations de la ligne ne contient alors que deux 
des trois coordonnées > au lieu de renfermer si- 
multanément les trois variables. Cette considéra- 
tion ; qui consiste à regarder la ligne comme l’in- 
tersection de deux surfaces cylindriques parallèles 
à deux des.trois axes des coordonnées > outre 
Tinconvénient d’être bornée au système recliligne 
ordinaire, a le défaut, lorsqu'on croit devoir S'y 
réduire strictement , d'introduire des difficultés 
inutiles dans la représentation analytique des 

TOME 1. 31 


462 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


lignes, puisque la combinaison de ces deux cy- 


lindres ne saurait étre évidemment toujours la 


_ plus convenable pour former les équations d'une 
ligne. Ainsi, envisageant cette notion fondamen- 
lale dans son entière généralité , il faudra , dans 
chaque cas, parmi l'infinité de couples de surfa- 
ces dont l'intersection pourrait produire la courbe 
proposée, choisir celui qui se prêtera le mieux à 
l'établissement des équations , comme se compo- 
sant des surfaces les plus connues. Par exemple, 
s'agit-il d'exprimer analytiquement un cercle 
dans l'espace, il sera évidemment préférable de 
le considérer comme l'intersection d’une sphère 
et d’un plan, plutôt que suivant toute autre 
combinaison de surfaces qui pourrait également 
le produire. 

À la vérité, cette manière de concevoir la re- 
présention des lignes par des équations dans la 
géométrie analytique à trois dimensions , engen: 
dre, par sa nature, un inconvénient nécessaire ; 


celui d’une certaine confusion analytique ; CON- 


sistant en ce que la même ligne peut se trouver 
ainsi exprimée, avec un même système de coor- 
données, par une infinité de couples d'équations 
différens , vu l’infinité de couples de surfaces qui 
peuvent la former, ce qui peut présenter quelques 
difficultés pour reconnaître cette ligne à travers 
tous les déguisemens algébriques dont elle estsus- 
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cepuble. Mais il existe un procédé général fort 
simple pour faire disparaître cet inconvénient , 
se priver des facilités qui résultent de cette variété 
de constructions géométriques. Il suffit, en effet, 
quel quesoïit le systèmeanal ytiqueétabli primitive- 
ment pour une certaine ligne, de pouvoir en dédui- 
re le système correspondant à un couple unique de 
surfaces uniformément engendrées, par exemple, 
à celui des deux surfaces cylindriques qui projet- 
tent la ligne proposée sur deux des plans coordon- 
nés, surfaces qui évidemment seront toujours iden- 
tiques de quelque manière que la ligne ait été ob- 
tenue, et ne varieront que lorsque cette ligne elle- 
même changera. Or, en choisissant ce système 
fixe, qui est effectivement le plus simple, on pour- 
ra généralement déduire des équations primitives 
celles qui leur correspondent dans cette construc- 
tion spéciale, en les transformant , par deux éli- 
minations successives, en deux équations ne con- 
tenant chacune que deux des coordonnées varia- 
bles , et qui conviendront par cela seul aux deux 
surfaces de projection. Telle est réellement la 
principale destination de cette sorte de combinai- 
son géométrique , qui nous offre ainsi un moyen 
invariable et certain de reconnaître l'identité des 
lignes malgré la diversité quelquefois très-grande 
de leurs équations. 

Après avoir considéré dans son énsemble la 
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conception fondamentale de la géométrie analy- 
tique sous les principaux aspects élémentaires 
qu’elle peut présenter, il convient, pour complé- 
ter, sous le rapport philosophique, une telle. es- 
quisse:, de signaler ici les imperfections générales 
que présente encore celle conception;:soitrelati- 
vement à la géométrie, soit relativement à Pa- 
nalyse. ct oi 

+ Relativement à la géométrie; il faut rémarquer 
qué les équations ne: sont propres jusqu'ici qu'à 
représenter des lieux, géométriques «entiers , "et 
nullement -des portions déterminées de ces lieux 
géométriques: Il serait cependant nécessaire; dans 
plusieurscirconstancés ,:de poüvoir exprimer ana- 
lytiquement une partie deligne ou de-surface,ret 
mémeune ligne.ou surface déséontinue composée 
d’une suite: de: sections appartenant: à des figures 
géométriques distinctes; par exemple le contour 
d'un polygone: ou-la surface d’un ‘polyedre. La 
thermologie surtout donne lieu fréquemment à 
de:semblables considérations , auxquelles notre 
géométrie analytique actuelle se trouve nécéssai- 
remiéntinapplicable; Néanmoins ilimporte d’ob- 
server, que ; dans:ces derniers temps, les travaux 
dé M. Fourier sur:les fonctions discontinues ont 
commencé à remplir cetté grande lacüne; et ont 
par Là directement introduit un nouveau perfeér 
tionnement essentiel: dans! la conception! fonda- 
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mentale de Descartes. Mais cette manière de re- 
présenter ‘des: formes hétérogénes ou partielles ÿ 
étant fondée sur l’emploi de séries trigonométri- 
ques procédant selon les sinus d’une suite infinie 
d'arcs multiples ; ou sur l’usage de certaines inté- 
grales définies équivalentes à ces séries et dont l'in- 
iégrale générale est ignorée, présente encore trop 
de complication :pour pouvoir être immédiate- 
mentintroduite dans le système propre de la géo- 
métrie analytique. 
”Relativement.à l'analyse; il faut commencer 


par reconnaître que l’impossibilitéounoussommes 


de concevoir géométriquement pour des équa- 
tionS contenant quatre:, cinqvariables où un plus 


grand; nombre:, une représentation analogue à 


celles que comportent toutes les équations à deux 
Ou: à: trôis variables} ne-doit pas étre envisagée 
comme uneimperfection de notre système de géo- 
métrie analytique ; car elle tient évidemment à 
la nature même du sujet. L'analyse étant nécessai- 
rement plus générale que la géométrie , puis- 
qu'elle estrelativeà tous les phénomènes possibles, 
il serait, peu philosophique de vouloir constam- 
ment/trouver parmi les seuls phénomènes géomé- 
tniques! une-représentation: concrète de: toutes les 
lois qué l'analyse peut exprimer. Mais ilexisteune 
autre imperfection de moindre importance qu'on 
doit réellement envisager comme provenant de la 
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manière même dont nous concevons la géométrie 
analytique. Elle consiste en ce que notre repré- 
sentation actuelle des équations à deux ou à trois 
variables par des lignes ou des surfaces est évi- 
demment toujours plus ou moins incomplète; 
puisque , dans la construction du lieu géométri- 
que, nous n’avons égard qu’aux solutions réelles 
des équations , sans tenir aucun compte des solu- 
tions imaginaires. La marche générale de ces der- 
nières serait cependant , par sa nature, tout aussi 
susceptible que celle des autres d’une peinture 
géométrique. Il résulte de cette omission que le 
tableau graphique de l'équation est constamment 
imparfait, et quelquefois même au point qu'il n'y 


a plus de représentation géométrique ; lorsque l’é-" 


quation n’admet que des solutions imaginaires. 
Cependant , même dans ce dernier cas, il y aurait 
évidemment lieu de distinguer sous le rapport 
géométrique des équations aussi différentes en 
elles-mêmes que celles-ci , par exemple, 


x H y +Hizo, x6Hyh Li =o, y He =0. 


On sait de plus que cette imperfection principale 
entraîne souvent, dans la géométrie analytique 
à deux ou à trois dimensions, une foule d’incon- 
véniens secondaires ; tenant à ce que plusieurs 
modifications analytiques se trouvent necorres= 
pondre à aucun phénomène géométrique. | 
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Un de nos plus grands géomètres actuels , 
M: Poinsot, a présenté une considération très- 
ingénieuse et fort simple, à ‘laquelle on n’a pas 
fait communément assez d'attention > et qui per- 
met , lorsque les équations sont peu compliquées, 
de concevoir la représentation graphique des so- 
“lutions imaginaires, en se bornant À peindre leurs 
rapports quand ils sont réels (1). Mais cette con 
“sidération, qu'il serait aisé de généraliser abstrai- 
tement, est Jusqu'ici trop peu susceptible d’être 
effectivement employée, à cause de l’étatextréme 
d'imperfection où se trouve encore la résolution 
algébrique des équations , et d’où il résulte ou que 
la forme des racines imaginaires est le plus sou- 
vent ignorée, ou qu’elle présente une trop grande 
complication ; en sorte que de nouveaux travaux 
sont indispensables à cet égard, avant qu'on 
puisse regarder comme comblée cette lacune es- 
sentielle de notre géométrie analytique. 
L'exposition philosophique essayée dans cette 
leçon de la conception fondamentale de la géomé- 
trie analytique, nous montre clairement que 


(1) M. Poinsot a montré, par exemple, dans son excellent re. 
more sur l’analyse des sections angulaires, que l'équation 
PJ + à — 0, ordinainairement écartée comme n'ayant pas 
de lieu géométrique, peut-être représentée, de la manière la plus 
Simple et la plus nette ; Par une hyperbole équilatère, qui rem- 
plit à son égard le même office que le cercle pour l'équation 
+ — 0 0, 
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cette science consiste essentiellement à détermi- 
_ner quelle est, en général, l'expression analyti- 
que de tel ou tel phénomène géométrique propre 
aux lignes ou aux surfaces ; ei réciproquement;à 
découvrir l interprétation géométrique detelle ou 
telle considération analytique. Nous avons main 
tenant à examiner, en nous bornant aux: questions} 
générales les. plus Dopobtaniée à comment les géo- 
mètres sont parvenus à établir effectivement cétle 
belle harmonie, et à imprimer ainsi à la science 
géométrique , envisagée dans son ensemble total, 
le caractère parfait de rationalité.et de simplicité 
qu’elle présente aujourd’hui si éminemment. Tel 
sera l’objet essaniiel des deux leçons suivantes; 
l'une, consacrée à l'étude générale designes,; et 
l'autre, à l'étude générale des surfaces. 1,1 141000 
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SOMMAIRE. De la géométrie générale à deux dimensions, 


. D'après la marche habituellement adoptée jus- 
qu'ici pour l’exposition de la science géométri- 
que, la destination vraiment essentielle de la 
géométrie analytique n’est encore sentie que d’une 
manière fort imparfaite, qui ne correspond nul- 
lement à l'opinion que s’en forment les véritables 
géomêtres, depuis que l'extension des conceptions 
analytiques à la mécanique rationnelle a permis 
de s'élever à quelques idées générales sur la phi- 
losophie mathématique. La révolution fonda- 
mentale opérée par la grande pensée de Descartes 
n'est point encore dignement appréciée dans notre 
éducation mathématique, même la plus haute. 
À la manière dont élle est ordinairement présen- 
tée et surtout employée, cette admirable méthode 
ne semblerait d'abord avoir d’autre but réel que 
de simplifier Pétude des sections coniques, ou 
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de quelques autres courbes, considérées toujours 
une à une suivant l'esprit de la géométrie ancien- 
ne, ce qui serail sans doute de fort peu d'impor- 
tance. On n’a point encore convenablement senti 
que le véritable caractère distinctif de notre géo- 
métrie moderne, ce qui constitue son incontes- 
table supériorité , consiste à étudier, d’une ma- 
nière entièrement générale, les diverses questions 
relatives à des lignes ou à des surfaces quelcon- 
ques en transformant les considérations et les re- 
cherches géométriques en considérations eten re- 
cherches analytiques. Îl est rema rquable que dans 
les établissemens , même les plus justement célè- 
bres, consacrés à la haute instruction mathémati- 
que, on n'ait point institué de cours vraiment. 
dogmatique de géométrie générale, conçu d'une 
manière à la fois distincte et complète (1). Ce- 
pendant une telle étude est la plus propre à ma- 
nifester clairement le vrai caractère philosophi- 
que de la science mathématique, en démontrant 


(1) La profonde médiocrité qu’on observe généralement à cet 
égard , surtout dans l’enseignement de la partie élémentaire des 
mathématiques , quoique deux siècles se soient écoulés déjà depuis 
la publication de la Géométrie de Descartes, montre combien 
notre éducation mathématique ordinaire est encore loin de cor- 
respondre au véritable état de la science ; ce qui tient sans doute, 
en grande partie, on ne doit pas se le dissimuler ; à l’extrème in= 
fériorité de la plupart des personnes auxquelles on confie un emy, 
seignement aussi important, Sur Ja haute direction duquel les 
véritables chefs de la science ne sont d’ailleurs admis à exercer 


aucune influence régulière et permanente. 
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avec une-netteté parfaite l'organisation générale 
de la relation de l’abstrait au concret dans la théo- 
rie mathématique d’un ordre quelconque de phé- 
nomènes naturels. 

Ces considérations indiquent assez quelle peut 
être, outre son extréme importance philosophi- 
que, l'utilité spéciale et directe de l'exposition à 
laquelle nous conduit maintenant le plan de cet 
ouvrage. Il s’agit donc, en partant de la concep- 
tion fondamentale expliquée dans la leçon précé- 
dente, relativement à la représentation analytique 
des formes géométriques, d'examiner comment 
les géomètres sont parvenus à réduire toutes les 
questions de géométrie générale à de pures ques- 
tions d'analyse, en déterminant les lois analyti- 
ques de tous les phénomènes géométriques, c’est- 
à-dire les modifications algébriques qui. leur 
correspondent dans les équations des lignes et des 
surfaces. Je ne m’occuperai d’abord que des cour- 
bes, et même des courbes planes » réservant pour 
la leçon suivante l'étude générale des surfaces et 
des courbes à double courbure. L'esprit de cet 
ouvrage prescrit d’ailleurs de se borner à lexa- 
men philosophique des questions générales les 
plus importantes, et surtout d'écarter toute appli- 
cation à des formes particulières. Le but essen- 
tiel que nous devons avoir en vue ici, estseulement 
de constater avec précision comment la conception 
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fondamentale de Descartes a établi le système gé- 
néral de la science géométrique sur des bases ra- 
tionnelles et définitives. Toute autre étude ren- 
trerait dans un traité spécial de géométrie ; mais, 
quant À celle-ci , elle est indispensable pour l’ob- 
jet que nous nous proposons. On peut sans doute 
concevoir & priori, COMME je l'ai indiqué dans la 
leçon précédente, que, une fois le sujet des re- 
cherches géométriques représenté analytique- 
ment , tous les accidens ou phénomènes quelcon- 
ques dont 1l. est susceptible doivent comporter 
nécessairement une interprétation semblable. 
Mais il est clair qu'une telle considération ne 
dispense nullement , même sous le simple rapport 
philosophique, d'étudier l’organisation effective 
de cette harmonie générale entre la géométrie et 
l'analyse, dont on ne se formerait sans cela qu'une 
idée vague et confuse, entièrement insuffisante. 
La première et la plus simple question qu'on 
puisse se proposer relativement à une courbe quel- 
conque, c’estdeconn aître, d’après son équation(1), 
le nombre de points nécessaire à sa détermina- 
tion. Outre l'importance propre d’une telle notion, 
qui n'est pas établie jusqu'ici d’une manière assez 
rationnelle, je crois devoir exposer avec quelque 
(1) Je considérerai toujours, pour fixer les idées, à moins d’a- 


vertissement formel, le système de coordonnées reclilignes or- 
dinaire , soit dans cette leçon , soit dans la suivante. 
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développement la solution générale de ce problème 
élémentaire, parce qu'elle me semble éminem- 
ment apte, sous le rapport de la mé thode, vu l’ex- 
trême simplicité des considérations analytiques 
correspondantes , à faire saisir le véritable esprit 
de la géométrie analytique, c’est-à-dire la corré- 
lation nécessaire et continue entre le point de 
vue concret et le point de vue abstrait. 

Pour résoudre complétement cette question , 
il faut distinguer deux cas » Suivant que la courbe 
proposée est définie analytiquement par son équa- 
tion la plus générale, c’est-à-dire convenant à 
toutes les positions de la courbe relativement aux 
**eS; OU par une équation parliculière et plus 
simple, qui n’a lieu que dans une certaine situa- 
ton de la courbe à l'égard des axes. 

Dans le premier cas, il est évident que la 
condition , de la part de la courbe, de devoir pas- 
ser par un point donné, équivaut analyti- 
quement à ce que les constantes arbitraires que 
renferme son équation générale conservent entre 
elles la relation marquée par la substitution des 
coordonnées particulières de ce point dans cette 
"équation. Chaque point donné imposant ainsi à 

_ GS constantes une certaine condition algébrique, 
pour que la courbe soit entièrement déterminée 
il faudra donc assigner un nombre de points 
égal au nombre des constantes arbitraires conte 
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nues dans son équation. Telle est la règle géné- 
rale. IL convient cependant d'observer qu'elle 
pourrait induire en erreur, et indiquer un nom- 
bre de points trop considérable , si, dans l’équa- 
tion proposée, le nombre des termes distincts ren- 
fermant les constantes arbitraires était moindre 
qué celui de cés constantes , auquel cas il faudrait 
évidemment juger du nombre de points nécessaire 
à l'entière détermination de la courbe, seulement 
par celui de ces termes, ce qui signifierait géomé- 
triquement que les constantes considérées pour- 
raient alors éprouver certains changemens sans 
qu'il en résultät aucun pour la courbe. Tel serait, 
par exemple ; le cas du cercle, si on le définis- 
sait comme la courbe décrite par le sommet d’un 
angle de grandeur invariable qui se meut de ma. 
nière à ce que chacun de ses côtés passe toujours 
par un certain point fixé. Il faut donc, pour plus 
de généralité, compter séparément le nombre 
des constantes entrant dans l’équation de la courbe 
proposée et le nombre des termes qui les cons. 
tiennent, et déterminer combien de points exige 
Jentièré spécification de la courbe par le plus 
petit de ces deux nombres, à moins qu'ilsmen 
soient égaux. ‘ "3 
Quand une courbe n’est primitivement définie 
que par une équation du genre de celles que nous, 
avons nommées plus haut particulières, on peut» 
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à l'aide d’une transformation invariable et fort 
simple, faire rentrer ce cas dans le précédent 
en gencralisant convenablement l'équation pro- 
posée. Îl suffit, pour cela, de rapporter la courbe, 
d’aprèslesformules connues ;àunnouvyeau système 
d’axes , dont la situation par rapport aux premiers 
soit regardée comme indéterminée, Si cette trans- 
formation ne change pas essentiellement la com- 
position, analytique de l'équation primitive, ce 
serada preuve que celle-ci était déjà suffisam - 
ment générale; dans le cas contraire, elle le sera 
devenue, et dès lors la question se résoudra fa- 
cilement par l'application de la régle précédem- 
ment établie. On peut même observer, pour sim- 
plifier encore davantage cette solution ; Que cette 
généralisation de l'équation introduira toujours, 
quelle que soit l'équation primitive, trois nouvelles 
constantes arbitraires, savoir les deux coordon- 
nées de la nouvelle origine et l’inclinaison des 
nouveaux axes sur les anciens ; en sorte que, sans 
effectuer le calcul , on pourra connaître le nom- 
Dre des constantes arbitraires qui entreraient dans 
l'équation la plus générale » €t par suite en dé- 
duire directement le nombre de points nécessaire 
à la détermination de la courbe proposée , loutes 
les fois du moins qu'on pourra étre certain d’a- 
vance, ce qui a lieu très-fréquemment, que le 
nombre des termes qui contiendraient ces con- 
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stantes ne serait pas moindre que celui des con- 
stantes elles-mêmes. 

Afin de montrer à quel degré de facilité peut 
parvenir la solution générale de cette question ; 
il importe de remarquer que, Popération analyti- 
que prescrite pour la résoudre se réduisant à une 
simple énumération , cette énumération peut être 
faite ayant même que l'équation de la courbe soit 
obtenue, et d’après sa seule définition géométri- 
que. Il suffit, en eflet, d'analyser cette définition 
sous ce point de vue, enestimant combien de points 
donnés , ou de droites données soit en longueur , 
soit en direction , ou de cercles donnés, etc., elle 
exige pour l'entière détermination de la courbe 
proposée. Cela posé, on saura aussi d'avance com- 
bien'il devra entrer de constantes arbitraires dans . 
l'équation la plus générale de cette courbe , en 
considérant que chaque point fixe donné par la 
définition'en introduira deux, chaque droite don- 
née également deux, chaquelongueur donnée une; 
chaque cercle entièrement donné trois, etc. On 
pourra donc juger immédiatement pa là du nombre 
de points qu’exige la détermination de la courbe, 
avec autant d’exactitude que si l'on avait sous 
les yeux son équation générale ; à cela près néan- 
moins de la restriction indiquée ci-dessus pour le - 
cas où lenombre des termes renfermantles constans 
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tes arbitraires serait inférieur à celui des constan- 
tes ; restriction qu'on pourra.souvent reconnaître 
comme inapplicable , si l'analyse de la définition 
proposée a montré clairement que les données 
qu'elle prescrit ne pourraient nullement varier , 
soit isolément, soit ensemble, sans qu’il en ré- 
sultât pour la courbe un changement quelconque. 
Mais, lorsque cette restriction devra être réelle- 
ment appliquée , cette considération ne fournira 
d'abord qu’une limite supérieure du nombre cher- 
ché, qui ne pourra être alors entièrement connu 
qu'en consultant effectivement l'équation gé- 
 nérale. . 
J'ai supposé jusqu'ici que les points par les- 
quels on veut déterminer le cours d’une ligne 
fussent absolument quelconques ; mais, pour 
compléter la méthode, il faut examiner le cas 
où l’on introduirait parmi eux des points singu- 
… liers, c’est-à-dire distincts de tous les autres par 
une propriété caractéristique quelconque, comme 
ce que l’on nomme les foyers dans les sections 
coniques ; les sommets, les centres, les points 
d’inflexion ou de rebroussement, etc. Ces points 
ayant tous pour caractère d'être uniques, ou du 
moins déterminés, dans une même courbe, leurs 
deux coordonnées sont donc chacune une fonc- 
tion déterminée, connue ou inconnue , des con- 
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staniés qui spécifient exactement la courbe pro- 
posée. Ainsi , donner un seul de ces points , c'est 
imposer à ces constantes arbitraires deux condi- 
tions algébriques , ce qui, par conséquent ; équi- 
vaut analytiquement à donner deux points ordi- 
naires. La règle générale et fort simple se réduit 
donc, à cet égard , à compter toujours pour deux 
chaque point singulier, par quelque propriété 
qu'il puisse être défini : à cela près, on rentrera 
dans la loi établie ci-dessus. 

Toute application spéciale de la théorie géné- 
rale que je viens d'indiquer serait ici déplacée: 
Je crois cependant utile de femarquer , au sujet 
de cette application, que lé nombre de points 
nécessaires À l'entière détermination dé chaque 
courbe, quoique constituant une circonstance 
fort importante, n’est point ausst intimement 
lié qu’on le croirait d’abord , soit à la nature: 
analytique de l'équation, soit à la formée géomé- 
triqué de la ligne. Ainsi, par exemple, ori'trouve, 
d’après Ja méthode précédente , que la parabole 
ordinaire, et même les paraboles de tous les de- 
grés, la logarithmique, la cycloïde, la spirale 
d’Archimède, etc., exigent également quatre 
points pour leur détermination, quoiqu’on n'ait 
pu découvrir jusqu'ici aucune autre propriélé 
commune entre des couphes aussi différentes sous | 
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le rapport analytique que sous le rapport géomé- 
trique. Ï est néanmoins vraisemblable que cette 
analogie ne doit pas être entièrement isolée. 

Je choisirai, comme second exemple intéres- 
sant, parmi les questions élémentaires relatives 
à l'étude générale des lignes, la détermination 
des centres dans une courbe plane quelconque. 
Le caractère géométrique du centre d’une figure 
étant, en général , d'être le milieu de toutes les 
cordes qui y passent, il en résulte évidemment 
que, si l’on y place l’origine du système des coor- 
données rectilignes, les points de la figure auront, 
deux à deux, par rapport à une telle origine, des 
coordonnées égales et de signe contraire. On peut 
donc reconnaître immédiatement , d’après l’équa- 
tion d’une courbe quelconque, si elle a pour cen:- 
tre l’origine actuelle des coordonnées, puisqu'il 
suffit d'examiner si cette équation n’est point al- 
iérée, en y changeant à la fois les signes des deux 
coordonnées variables , ce qui exige, dans le cas 
où il n’y entre que des fonctions algébriques, ra- 
üonnelles et entières, que les termes soient tous 
de degré pair ou tous de degré impair, suivant 
le degré de l'équation. Cela posé, quand un tel 
changement trouble l'équation, il faut déplacer 
l'origine d’une manière indéterminée , et cher- 
cher à disposer des deux constantes arbitraires 
que cette transformation introduit dans léqua- 
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tion pour les coordonnées de la nouvelle origine, 
de facon à ce que l'équation puisse jouir, relati- 
vement aux nouveaux axes , de la propriété pré- 
cédente. Si, par des valeurs réelles convenables 
des coordonnées de la nouvelle origine, on peut 
faire disparaître tous les termes qui empêchaient 
l'équation de présenter ce caractère analytique, 
la courbe aura un centre dont ces valeurs feront 
connaître la position : dans le cas contraire, 1l 
sera constaté que la courbe n’a point de centre. 
Parmi les questions de géométrie générale à | 
deux dimensions dont la solution complète ne 
dépend que de l’analyse ordinaire , je crois de- 
voir encore indiquer ici celle qui se rapporte à la 
détermination des conditions de la similitude 
entre des courbes quelconques d’un même genre, 
c’est-à-dire susceptibles d’une même définition 
ou équation, qui ne les distingue les unes des au- 
tres que par les diverses valeurs de certaines” 
constantes arbitraires relatives à la grandeur de 
chacune d'elles. Cette question, importante en. 
elle-même, a d'autant plus d'intérêt sous le rap- 
port de la méthode, que le phénomène géométris 
que qu'il s’agit alors de caractériser analytique- 
ment , est évidemment purement relatif à la 
forme, et nullement un phénomène de situation, 
ce qui, comme nous l’avons remarqué. dans Ja 
leçon précédente , donne toujours lieu à des dif- 
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ficultés spéciales par rapport à notre système de 
géométrie analytique, où les idées de position 
sont seules directement considérées. | 
L'emploi de l'analyse différentielle fournirait 
immédiatement la solution de ce problème géné- 
ral, en étendant aux courbes, comme il convient 5 
la définition élémentaire de la similitude pour les 
figures rectilignes. Il suffirait, en effet, 1° de cal- 


culer, d’après l'équation de chacune des deux 


courbes , l'angle de contingence en un point quel- 


“conque, et d'exprimer que cet angle a. la même 


valeur dans les deux courbes pour des points cor- 
respondans ; 2° d’après l’expression différentielle 
générale de la longueur d’un élément infiniment 
petit de chaque courbe, d'exprimer que les élé- 
mens homologues des deux courbes sont entre 
eux dans un rapport constant. Les conditions 
analytiques de la similitude se trouveraient ainsi 
dépendre des deux premières fonctions dérivées 
de l’ordonne rapportée à l'abcisse. Mais le pro- 
blème peut étre résolu d’une manière beaucoup 
plus simple, et néanmoins tout aussi genérale, 


_ Quoique moins directe , par le simple usage de 


_ l'analyse ordinaire. 


Pour cela, il faut d’abord remarquer une 
propriété élémentaire que peuvent toujours pré- 
senter deux figures semblables de forme quelcon- 
que , quand elles sont placées dans une: situation 
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parallèle , c’est-à-dire, de telle facon que tous 


les élémens de chacune soient respectivement 


parallèles aux élémens homologues de l’autre , ce 
que la similitude permet didäinahoé de faire 
constamment. Dans cette situation, il est aisé de. 


voir que, si on joint deux à deux par des droites w 


les points homologues des deux figures, toutes 
ces lignes de jonction concourront nécessaire= 
ment en un point unique , à partir duquel leurs 
longueuirs. , comptées jusqu'à l’une et à l’autre des 
deux figures semblables, auront entre elles un 

rapport constant, égal à celui des deux figures. 
Il résulte RE He AT de cette propriété, 


considérée sous le point de vue analytique, que,n 


si l’origine des coordonnées rectilignes est sup 
posée placée au point particulier dont nous ves 
nons de parler , les points homologues des deux 


courbes semblables auront des coordonnées con=“« 


stamment prporionnehes , en sorte que l’équas 
tiom de la première courbe devra rentrer dans 
celle de la seconde, en y changeant x en mn x, et 


yen my, m étant une constante arbitraire égale 


au rapport linéaire des deux figures. Avec des 
coordonnées polaires 3 et ©, dont le pôle serait 
placé au même point, les deux équations deviens 
draient identiques en changeant seulement 3 en 
m 3 dans l’une d'elles , sans Ne. p. La vérifi- 
cation d’un. tel caractère algébrique suffira done 
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évidemment pour constater la similitude. Mais, 
de sa non-vérification, il est clair qu'on ne devra 
point conclure immédiatement la dissimilitude 

des deux courbes comparées, puisque l’origine 
ou le pôle pourraient n'être pas placés au point 
unique’ pour lequel cette relation à lieu, ou 
même que les deux courbes pourraient n’étre pas 

. posées actuellement dans la situation parallele. 
ÎLest néanmoins facile de généraliser et de com- 
pléter la méthode sous lun et l’autre de ces deux 
rapports, quoiqu'il semble d’abord impossible 
analytiquement de modifier la situation relative 

de deux courbes. [l suffira pour cela de changer, 

à l'aide des formules connues, à la fois l'origine 

“et la direction des axes si les coordonnées sont 
rectilignes, ou le pôle et la direction de l'axe si 

elles sont polaires , mais en effectuant cette trans- 
formation seulement dans l’une des deux équa- 
tions. On cherchera alors À disposer des trois 
fconstantes arbitraires introduites par là, pour 
que cette équation ainsi modifiée présente, rela- 

_ tivement à l’autre ; la propriété analytique indi- 

“quée. Si cette relation peut avoir lieu d’après 
certaines valeurs réelles des constantes arbitrai- 
res , les deux courbes seront semblables : sinon , 
leur dissimilitude sera constatée. | 
Quoiqu'il ne convienne point de considérer 
ici aucune application spéciale de lathéorie pré- 
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cédente , je crois cependant utile d'indiquer à ce 


. ? pa . 
sujet une remarque générale. Elle consiste en ce 


que, toutes les fois que l'équation d’une courbe , 
simplifiée le plus possible par la disposition des: 
axes , ne renfermera qu'une seule constante arbi- 


traire , toutes les courbes de ce genre seront né- 


cessairement semblables entre elles. On peut aug- 
menter l'utilité de cette observation, en ce que, 
sans considérer même l'équation de la courbe, 
:l suffira d'examiner, dans ce cas, si sa défini- 
tion géométrique primitive ne fait dépendre que 
d'une seule donnée l'entière détermination de sa 


grandeur (1). Quand , au contraire, l'équation la 


5 
plus simple de la courbe proposée contiendra 


deux constantes arbitraires ou davantage ;, ou, ce 
ui est exactement équivalent , lorsque la défini- 


tion fera dépendre sa grandeur de plusieurs don- . 


nées distinctes ; les courbes de ce genre ne pour- 
ront étre semblables qu'à l’aide de certaines: 


relations entre ces constantes ou ces données , qui’ 


s ee $ 
consisteront ordinairement dans leur proportion= 
nalité. C’est ainsi que toutes les paraboles d’un 
même degré, d’ailleurs quelconque, sont .sem= 


(x) Cette propriété, qui est une conséquence évidente de la 
théorie indiquée ci-dessus, pourrait d’ailleurs être établie direc= 
tement par une considération fort simple. Il suffirait de remar” 
quer que, dans ce cas, les diverses courbes de ce genre pourraient 
coïncider en les construisant sur une échelle différente, d’où ré- 
sulte clairement leur similitude nécessaire. 


Le 
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blables entre elles , aussi bien que toutes les loga- 

_ rithimiques, toutes les cycloïdes ordinaires, tous 
les cercles, etc. ; landis que deux ellipses ou deux 
hyperboles,: par exemple, ne sont semblables 
 qu'autant que leurs axes sont proportionnels. + 
»" Je me borne à ce petit nombre de questions 
générales relatives aux lignes, parmi celles dont 
la solution complète depend seulement de l'ana- 
lyse ordinaire. On n’y doit pas comprendre la 
détermination de ce qu’on appelle les foyers, la 
recherche des diamètres, etc. et plusieurs au- 
2 tres problèmes de ce genre, qui, bien que suscep- 
k übles d’être proposés et résolus pour des courbes 
| quelconques, n’ont de véritable intérêt qu’à l’é- 
gard des sections coniques. Relativement aux 
diamètres , par exemple, c’est-à-dire aux lieux 
géométriques des milieux d’un système quelcon- 
que de cordes parallèles , il est aisé de former 
une méthode générale pour déduire de l’équa- 
tion d’une courbe l'équation commune de tous ses 
diamètres. Mais une telle considération ne peut 
faciliter l'étude d’une courbe qu'autant que les 
diamètres se trouvent être des lignes plus simples 
et plus connues que la courbe primitive : et même 
celte recherche n’a vraiment une grande utilité 
que lorsque tous les diamètres sont des lignes 

- droites. Or, c’est ce qui n’a lieu que dans les 
courbes du second degré. Pour toutes les autres; 
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les diamètres sont, en général . des courbes auséi. 
peu ‘conntés et souvént même d’une étude plus, 
difficile que la courbe proposée. C'est pourquoi 
Je ne dois point ici considérer une telle question, 
ni aucune autre Sémblable ; quoique, dans: les: 
traités spéciaux de géométrie analytique ; il con- # 
vint d’ailleurs de les préseriter d'abord, autant 
que possible, sous urt point de vue entièrement 
général. M it HO 211808 

Je passe donc immédiatement à l'examen des | 
théories de géométrie générale à deux dimensions 
qui ne peuvent étre complétement établies qu'à : 
laide de l'analyse transcendantes | ; À 

La première et la plus simple d’entre elles 
consiste dans la détermination destangentes/aux 
courbes planes. Ayant eu occasion, dans lasixième - 
lecon ; d'indiquer la solution générale de cet ms « 
portant problème, d’après chacun des divers 
points de vue fondamentaux propres à: l'analyse M 
transcendante, il est inutile d’yreveniriicis Je { 
ferai sculément observer à ce sujet: que-la ques. 
tion fondamentale ainsi considérée suppose connü 
le point de contact de la droite avec la courbe 
tandis que la tangenté peut étre déterminéé par 
plusieurs autres conditions ; qu'il faut alors faire 
rentrer dans la précédente ; en déterminant: préas 
Jablement les coordonnées du point dé contacts 
ce qui est ordinairement très-facile. Ainsit;par 


: 
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exemple ; si la tangente est assujétie à passer par 


ux point, donné extérieur à la courbe, les coor- 
* données. de. ce point. devant Visas: à la for- 


mule générale de l'équation de la tangente à cette 
courbe ,, formule, qui, contient les_ coordonnées 


 luçonnues du point de: contact , ce dernier point 
Sera déterminé, par, une telle dpi r combinée 


aveed'équation de la courbe proposée, De même, 


«sida, langente cherchée.doit être parallèle à une 


droite donnée, il. faudra’ égaler le. coéfficient 
général]. qui ! marque, sa, direction en fonction 
des coordonnées du point de contact À celui 


«wi, détermine célle;de, la, droite donnée, et la 

-cômbinaison. de cette condition. avec l'équation 

de, Ja, courbe. fera euçore connaître ces. coordon- 
. nées, 


Afin de, considér. er. Sous un point de vue e plus 


étendu ;les problèmes relatifs aux tangentes , il 


peut être utile d'exprimer distinctement la rela- 


-Hon: qui doit'exister entre les deux constantes. ar- x 
-bitraires contenues dans l équation générale d’une 
digne,-droite, es les diverses constantes propres à 
une courbe quelconque donnée, pour que la droite | 
: soit tangente à, la courbe, A .cet effet, il suffit d’ob- 

server que les. deux. constantes par lesquelles; se 


trouve. fixée! } à chaque instant la. position de Ja 
langene étant des, fonctions connues des GCOe4 - 


: données du point de contact , élimination de 


pr 
À 
DJ, 


.* 
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ces déux coordonnées entre ces deux formules et 
l'équation de la courbe proposée fournira! une 
relation indépendante du point de contact et'con- 
tenant seulement Îles constantes des deux lignes, 
“qui sera le caractère analytique cherché du phé- 
nomène d’un contact indéterminé. On se servi- 
rait, par exemple , de telles expressions pour dé- 
terminer une tangente commune à deux courbes 
données, en calculant les deux constantes/propres 
à cette droite d’après les deux relations qu'en- 
‘traînerait ainsi son contaét avec l’une et l'autre 
courbe. | | 
Ta question fondamentale des tangentes est le . 

point de départ de plusieurs autres recherches 
générales plus où moins importantes relativement 
aux courbes , qu'il est aisé d’en faire dépendre. La 
plus directe et la plus simple de ces questions se- 
condaires consiste dans la détermination des 
asymptotes , ou du moins des asymptotes recti- 
lignes , les seules, en général ; qu'il soit intéres- 
sant de connaître, parce qu'elles seules contri- 
buent réellement à faciliter l'étude d’une courbe. 
On sait que l’asymptote est une droite qui sap- | 
‘proche indéfiniment et d'aussi près qu'on veut j 
d'une courbe, sans cependant pouvoir jamais l’at-M 
ieindre rigoureusement. Elle peut donc être envi- 
sagée comme une tangente dont le point de contacte 
s'éloigne à l'infini. Ainsi, pour la déterminer, il 
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suffit de supposer infinies les coordonnées du point 
de contact dans les deux formules. générales qui 
expriment, d'après Téquation de la courbe, en 
. fonction de ces coordonnées , les deux constantes 
par. lesquelles est fixée la position de la tangente, 
Siices deux constantes prennent alors des valeurs 
réelles et.compatibles entre elles , la courbe don- 
née aura. des asymptotes dont un tel calcul fera 

connaître le nombre et la situation ; si ces valeurs. 
sont! imaginaires ou népmpalbles, ce sera la 
préuye que la courbe proposée n’a point d’ asymp-. 
. lotes, du moinsrectilignes, On voit que cette dé- 
teriinalion est exaciement analogue à celle d’une 
langente, menée par un point ds la courbe dont 
les, coordonnées seraient finies. Il arrivera seule- 
- ment, .dans un assez grand nombre de cas, que 
« des. deux valeurs. cherchées se présenteront sous 
une forme indéterminée , ce qui est un inconvé-. 
nien£.général, des Hum algébriques,. quoi- 
qu'il doive sans, doute avoir lieu plus fréquem- 
ment. en, attribuant aux, variables: des: valeurs 
infinies. Mais on. sait! qu'il existe une méthode 
| analytique générale pour estimer la vraie valeur 
de. toute expression semblable ; il. suffira ; donc 
‘alors d'y recourir. | : 
On peut rattacher aussi, quoique ane manière 
beaucoup moins directe , à la théorie des tangen- 
tes, la théorie, tout entière des divers points 


® + 


1 F ‘ 
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séiutiers, déñt la détermiriation contribueéni: 
nétrñenit X'a cofffiaissanée de: tonte” ‘évurbe qui 
en” présente, comme des points”d infletion, les 
points multiples, Fes points de rébroussementete 
. Rélativement aux ‘points d’infléxion, par lexem-: 
ple , c'est-h-dire à ‘ceux où! “iné courbe? ‘de 
concave dévient convexe ;/où' ‘de ‘convexe: ent F 
cave, ni faut d'abord! éxaminer{le Caractère âtialÿ- 
tique inmédiatément propre à Jaréoncavité” ‘où à 
là convexité ; ‘ce qui dépend ‘de H'ianière! dont 
varie là direction de da tigéhte. Quad la covbe 
est concavé Ners l'axe dés abeïsses’, elle fait-avec: 
lui un angle dé plus en plus petit à mesure qu'elle 
s'en hupolge: au contrairé; I6rsqu' elle: ést'con- 
| vexe , 1HHgté qu He fait avec Vase devient’ de 
plus en ‘plus grand en s'en ‘écartant dâvantages 
Li à ne done directement rébonttee y près 
à rues instant : ; il suffit d’ examiner si décdeMs 
ciént 15 marque Vinéfinaison” dé‘‘Ta ‘tarigenté'} 
cest_4-dire la foiiction” dérivée” 48 l’ordônnée', 
prend des valeurs croissantes où dés väleursdée | 
croissantes à mesure que l'ordonnée ‘augmenté: |: 
dans lé premier cas, Ja courbe tourne sa sn | 
vexité vers l’axe des abcisses ; dans le’ séces we 
concavité. Cdla lois Sy a infleion enfà da 
que-point, c'est-à-dire si Ta ééürburé! chap 
de sens, 1 st ar ‘qu'én ce "point: ddetilaisall ; 


# 


\ 
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de la tangente sera ‘devenue un maximum ou un 
minimum , suivant qu'il s'agira du passage de Ja 
convexité à la concavité ; ou du ‘passage inverse, 
Onfrouvera donc en quels points ce phénomène 
péut avoir dieu, à l'aide! de là théorie ordinaire 
des maxima et minima; dont Vapplication à cette 
récherche apprendra évi demmént:que, pour l’ab- 
cisse dupoint d'iriflexion , la :seconde fonction 
dérivée de lordonnée propôsée doit être nulle, 
cé qui/sufhira pour déterminer l'existence et Ja 
position de cepoint. Cette recherche peut. ainsi 
être rattachée à la théorie des tangentes, quoi- 
qu’elle soit ordinairement présentée d'après la 
thécrie duceréleoseulateur. Îlien serait de même, 
avecplus ow moins de difficulté ; relativement à 
tousiles autres points singuliers. 

Un sécond problème fondamental que présente 
l'étu de générale: des courbes , et dont la solution 
complète exigeun emploi plus étendu de l’ana- 
lyse transcendanie, est l’importante question de 
la mesure dé la courbure: des courbes au moyen 
du ‘cercle oseu lateur en chaque point, dont la 
découverte :suflirait seule pour immortaliser le 
nom du grand'Huyghens. | | 

"Le ‘cerclerétant la seule:courbe qui présente 
en tous ses points une courbure uniforme, d’au- 
tant «plus grande d’ailleurs que le rayon est plus 
petit, quandules géomètres :se:sont proposé de 


: } à Fr 
+ ÿ 
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soumettre à une estimation précise la courbure 
de toute autre courbe quelconque ; ils ont dû 
naturellement la comparer en chaque point au 
cercle qui pouvait avoir avec elle le plus intime 
contact possible, et qu ‘ils ont nommé, pour cette 
raison, cercle .osculateur , afin de le distinguer 
des cercles simplement tangens ; qui'sont en, 
nombre infini au même point de courbe , tandis 
que le cercle osculateur est évidemment unique. 
En considérant cette question sous un autre as- 
pect, on concoit que la courbure d’une courbe 
en chaque point pourrait aussi être estimée par 
l'angle plus ou moins grand de deux élémens 
‘consécutifs, qu'on appelle angle de contingence. 
Mais, il est aisé de reconnaître que ces deux me- 
sures sont nécessairement équivalentes, puisque 
le centre du cercle osculateur. sera d'autant plus = 
éloigné que cet angle de contingence sera plus f 
obtus : on voit même, sous le. point de vue ana- 
lytique, que l'expression du rayon dece cercle 
fournit immédiatement la valeur dé, cet angle. 
D’après cette conformité évidente des deux points 
de vue, les géomètres ont dû préférer habituel- 
lement la considération du cercle osculateur, 
comme plus étendue ét se prétant mieux à la dé- " 
duction des autres théories géométriques quise 
rattachent à cette conception fondamentale. 


Cela posé, la manière la plus simple.et la plus 


de 
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directe de déterminer le cercle oseulateur con- 
siste à l'envisager, d’après la méthode infinitési - 
male proprement dite, comme passant par trois 
points infiniment voisins de la courbe proposée, 
ou, en d'autres termes, comme ayantavec elle deux 
élémens consécutifs communs, ce:qui le distin- 
gue neltement de tous les cercles simplement tan- 
gens, avec lesquels la courbe n’a qu'un seul élé- 
ment commun. Î] résulte de cette notion ; en ayant 
égard à la construction nécessaire pour décrireun 
cercle passant par trois points donnés, que le cen- 
ire du cercle osculateur , ou ce qu'on appelle le 
centre de courbure de la courbe en chaque point, 
peut être resardé comme le point d’intersection 
de deux normales infiniment voisines , en sorte 
que la question se.réduit À trouver ce dernier 
point. Or, cette recherche estfacile, en formant, 
d'après l'équation générale de la tangente à une 
courbe quelconque, celle de la normale qui lui 


est perpendiculaire, et faisant ensuite varier d’une 
quantité, infiniment petite, dans cette dernière 


équation, les coordonnées du point de contact, 


afin de passer. à la normale infiniment voisine : 


la détermination de la solution commune à ces 


deux équations , qui sont du premier degré par 


rapport aux deux coordonnées du point d’inter- 


section, suffit pour faire trouver les deux for- 


mules générales qui expriment les cordonnées du 


l 
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centre dé: courbure d’une courbe en un point 
quelconque. Ces formules une fois obtenues , la 
recherché du rayon. de courbure n'offre plus au-. 
cune difficulté, puisqu'elle se réduit à calculer 
la distance de ce centre de courbure au point cor- 
respondant de la courbe. En appelant «, 6; les. 
coordonnées rectilignes du centre de courbure 
d’une courbe quelconque en un point dont les 
coordonnées sont x, y, et nommant r le rayon 


de courbe, on trouve par cette > méthode les for- 
mules connues. | | 


On conçoit: de quelle importanceest la; détér= 
mination du rayon de courbure; et combienida 
discussion idé la manière générale dont il vatiè 
aux différens points d’une courbe, doitéontribuert 
à la connaissance approfondie de cette courbe 
Cet élément a surtout ceci de très- remarquable} 
entre tous les autres sujets ordinaires de recherz 
ches dans la géométrie analytique, qu'il serap= 
porte directement, par sa nature ;àla forme 
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même de la>courbe, sans dépendre aucunemerit 
de, sa-position: On voit que; sous le rapport ana- 
Ivtique , il exige la considération simultanée des 
deux premières fonctions dérivées de l’ordonnée. 

‘La théoriedes centres de courbure ‘conduit 
naturellement à limportante notion des dévelop- 
pées,)quisont maintenant définies comme. étant 
les: lieux géométriques de tous les centres de 
courbure :de chaque. courbe en ses différens 
points , quoique , au:centraire ,: dans la concep- 
ton primitive de cette branche de la géométrie , 
Huyghens eût déduit l’idée du. cercle osculateur 
de celle de la développée, directement envisagée 
comme engendrant par son développement la 
courbe primitive, ou la développante. I] est aisé 
de reconnaître que ces deux manières de voir 
rentrent l’une dans l’autre, Cette développée pré- 
sente évidemment, par quelque mode qu’on l’ob- 
tienne, deux propriétés générales et nécessaires 
relativement à la courbe quelconque dont elle dé- 
rive : la prémiere, d’avoir pour :tangentes Îles 
normales à à celle-ci; et la seconde, c que ;. longueur 
de ses arcs Soit égale : à celle des rayons de cour- 
bure M onduns de la développante. Quant 
au moyen d'obtenir l'équation de la développée 
d'une courbe. donnée, il est clair qu'entre les 
deux formules citées ci-dessus pour exprimer les 
coordonnées du centre de,courbure, il suffit d'é- 
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x 


liminer, dans chaque cas, les coordonnées x, y; 
du point-correspondant de la courbe proposée ; à 
laide de l'équation de cette courbe : l'équation! 
en&; G qui résultera de l'élimination ; sera celle 
de la développée. demandée. On ‘pourrait  égale- 
ment entreprendre de résoudre la question in- 
verse, c’est-à-dire de trouver la développante d’a- 
près la développée. Mais il faut remarquer qu'une 
élimination analogue à la précédente ne fourni- 
rait alors , pour la courbe cherchée, qu'une équa- 
tion ‘contenant ; oulre x et y; les deux fonctions 


: dérivées æ À éz ; en sorte qu'après cette analyse 
préparatoire, la solution complète du problème 
exigerait encore l'intégration de cette équation 

différentielle du second ordre, ce qui, vu l'ex- 
trême imperfection du calcul intégral , serait le 
plus souvent impossible ; si, par là nature propre 
d’une telle recherche, la courbe demandée ne 
devait point, comme j'ai eu occasion de V indiquer 
dans la septième lecon, être représentée par la: s0= 
lution singulière ; que la simple différentiation 
peut toujours faire obtenir, l'intégrale générale 
ne désignant ici que le système de cercles oscu- 
lateurs, dont la connaissance n'est point l'objet 
de la question proposée. Il en serait de même 
toutes les fois qu’on aurait à déterminer une 
courbe d’après une propriété quelconque de son: 
rayon de courbure. Cet ordre de questions est 


- 
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exactement analogue aux problèmes plus simples 
qui constituent ce que , dans l'origine de l’ana- 
Jyse transcendante, on appelait la Méthode inverse 
des tangentes, où l'on se proposait de déterminer 
une courbe par une propriété donnée de: sa tan- 

_gente:en ‘un point quelconque. 

Par des considérations géométriques plus ou 
moins compliquées, analogues à celle qukfournit 
les développées , les géomètres ont déduit d’une 
‘même courbe primitive quelconque diversesautres 


‘ 


courbes secondaires, dont les équations peuvent 


… €tre obtenues d’après des procédés semblables, Les 


plus remar uables d’entre elles sont les caustiques 
P q 4 


par réflexion ou par réfraction, dont la première 


idée est due à Tschirnaüs quoique Jacques Ber- 
nouilli en ait seul établi la véritable théorie géné- 
» rale. Ce sont, comme on sait, des courbes formées 


“par l'intersection continuelle des rayons de lumière. 
” Ê 
infiniment voisins qu'on supposerait réfléchis ou 


réfractés par la courbe primitive. En partant de 
la loi géométrique de la réflexion ou dela réfrac- 
-uon de la lumière, consistant en ce que l'angle 
de réflexion est égal à l’angle d'incidence , ou en 
ce que le sinus de l'angle de réfraction est un 
-multiple: constant et connu du sinus de l'angle 

d'incidence, il est évident que la recherche de 
ces caustiques se réduit à une pure question de 
“Séométrie, parfaitement semblable à celle des dé- 
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veloppées, conçues comme formées par l’intersec- 
tion continuelle des normales infiniment. voisi- 
nes. Le problème se: résoudra: donc: analytique 
menten:suivant;une marche analogue; au sujet de 
laquelle touteautre indication serait icrsu perflue. 
Le calcul sera seulement plus läborieut; surtout 
si les rayonsiincidens'ne sont pas: supposés pal À 
lèles entre eux où émanés d’un même: point: 

Les développées, les: caustiques; et'toutes: dé 


autres lignes déduites d'unemême courbe princi : 


ce y l’aide de constructions analogues; sont for- 
ées par les intersections contimuelles de droites 


Re voisines soumises! X une certaine loi. 
Mais on peut aussi ; en généralisant le plus possi-Al 


blé cette considération: géométrique; concevoir : 
des: courbes ‘produites: par: l'intersection ! conti. 
nuelle de-certaines courbes: infiniment voisines!, 


assujéties à une même loi quelconque: Cette: li, 
consistel ordinairement ence que toutes ces cour. 


bes sont représentées par une équationjcommunt, 
d'ailleurs: quelconque , d’où elles dérivent: succes 
sivement en donnant diverses valeurs à à une: cet 


taine constinte arbitraire. On peut alors se pro 


poser de trouver Je’ lieu géométrique des points 
+d'intersection de és courbes consécutives, qui 
correspondent ? \ des valeurs infiniment rapprôs 
chécsideectte constante arbitraire -conèue come 
variant d'une manière continue: Leibnitz à ima- 
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n » . d 5 
gimé le premier les recherches de cette native à 
qui ont ensuite été fort étendues par Clairaut et 
surtout par Lagrange. Pour traiter le cas’le plus 
simple ; celui que je viens de caractériser exacte 


ment, il suffit évidemment de différentier l'équa- 


\ 


tion générale proposée par rapport à la constante 
° . » RES DÉS CVS 
arbitraire que l’on considère , et d'éliminer en- 
suite cette constante. entre cette équation diffé- 
rénticlle, et l'équation primitive; on. obtiendra 
ainsi, entre les deux: coordonnées. variables; une 
équation indépendante de cette constante ;; qui 


sera celle de la courbe cherchée , dont la: forme 


_ différera souvent beaucoup.de celle des courbes 


* 


à 


génératrices. Lagrange à établi, au sujet de:cette 
relation. géométrique. un. important. théorème 
général > €n Mmontrant.que ; sous de point de vue 


analytique , la courbe ainsi obtenue et lés courbes 
Mgénératrices ont nécessairement une même équa- 
tion diflérentielle, dont l'intégrale, complète re: 


présente le système des courbes génératricés, tan- 
dis que sa. solution singuliere correspond à. la 
courbe des intersections. 

Jai considérés jusqu'ici la théorie de la cour- 
bure des courbes suivant l'esprit de la méthode 
infinitésimale proprement dite, qui s'adapte. en 
effet bien plus simplement qu'aucune autre à toute 
recherche de ce genre. La conception de Lagran- 
ge, relativement à l'analyse transcendants , pré- 
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sentait surtout, par sa nature, de grandes diffi- 
cultés spéciales pour la solution directe d'une 
telle question ; comme je l'ai déjà remarqué dans 


la sixième leçon. Mais ces difficultés ont si heu- 


reusement excité le génie de Lagrange, qu’elles 


l'ont conduit à la formation de la théorie géné- . 


rale des contzcts, dont l’ancienne théorie du cer- 
cle osculateur se trouve m'être plus qu'un Cas 


particulier fort simple. Il importe au but de cet | 


ouvrage de considérer maintenant cette belle con- 
ception, qui est peut-être, sous lé rapport philo- 
| sophique ; Vobjet le plus ses à intéres- 
sant que puisse offrir j jusqu'ici la géométrie ana- 
lytique. 

ae. une courbe quelconque donnée 

— f (x) à une autre courbe variable 3 — @ (x), 
n cherchons à nous former une idée précise des, 


L 


divers degrés d'intimité qui pourront exister'en-} 


tre ces deux courbes, en un point commun, sui" 
vant les relations qu’on supposera entre la fonc- 
tion @ et la fonction f. Il suffira pour cela de 
considérer la distance verticale des deux courbes 
en un autre point de plus en plusrapproché du 
premier , afin de la rendre successivement la 
moindre possible, eu égard à la cor rélation des 
deux fonctions. Si POEUS l'accroissement 
qu'éprouve labcisse en passant à ce nouveau point, 
cette distance, qui est égale à la différence des 


Hi 
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deux ordonnées correspondantes , pourra être dé- 
veloppée , d'après la formule de Taylor, suivant 
les puissances ascendantes de }, et aura pour 
expression la série , 


p=(r ar 0) (7 es ()) = 
+ ("D — 2") + ete. 


_ En concevant, ce qui est évidemment toujours 
. possible, À tellement petit, que le premier terme 


_de cette série soit supérieur à la somme de tous 


x 


k 
* 


K- 


tique, par le nombre plus ou moins grand de 


les autres, il est clair que la courbe 3 aura avec 
da courbe y un rapprochement d'autant plus in- 
time, que la nature de la fonction variable @ per- 
mettra de supprimer un plus grand nombre de 


termesdanscedévelo ement, à partir du premier. 
P P P 


Le degré d'intimité des deux courbes sera donc 
exactement apprécié, sous le point de vue analy- 


fonctions dérivées successives de leurs ordonnées 


qui auront la même valeur au point que l’on 
considère. De LB, l'impor tante conception géné- 
rale des divers ordres de contacts plus ou moins 
parfaits , , dont la notion du cercle osculateur 
comparé aux cercles simplement tangens n'avait 
présenté jusqu'alors qu’un seul exemple particu- 
lier. Ainsi , après la simple intersection, le pre- 
mier degré de rapprochement entre deux courbes 
TOME 1. | 34 
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a lieu quand les premières dérivées de leurs or- 
données sont. égales ; c’est le contact du premier 
ordre , ou ce qu’on appelle ordinairement le 
simple contact, parce qu’il a été long-temps le 
seul connu. Le contact du second ordre exige de 
plus que les secondes dérivées des fonctions f'et 
@ soient égales: en y joignant encore l'égalité de 
leurs troisièmes dérivées, on constitue un contact 
du troisième ordre, et ainsi de suite à l’infini. 
Au delà du premier ordre, les contacts portent 
souvent le nom d’osculations du premier ordre, 
du second crdre , etc. 

Les contacts du premier et du second ordre 


peuvent être caractérisés géométriquement par. 


une observation fort simple , en ce qu'il en résulte 


évidemment que les deux courbes comparées ont 


‘au point commun, dans un cas, la même tan- 
sente, et, dans l’autre, le même cercle de cour- 


\ 


bure, puisque la tangente à chaque courbe dé- 


pend de la première dérivée de son ordonnée , et 


le cercle de courbure, des deux premières dérivées 
successives. Mais cette considération ne convien- 


drait plus au-delà du second ordre pour déter- 


miner l’idée géométrique du contact. Lagrange 
s’est borné, sous ce rapport, à assigner le carac- 
ière général qui résulte immédiatement de l'ana- 


lyse ci-dessus indiquée, et qui consiste en ce que, 
lorsque la courbe 3 est déterminée de manière à 


L: 


- 


avoir avec la courbe y un contact de l’ordre # ;" 


nes annee de 
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produit analytiquement par légalité de toutes les 
fonctions dérivées Jusqu'à celle de l'ordre » : 
aucune autre courbe 3, de méme nature que la 
précédente , mais qui ne satisferait qu’à un moin- 
dre nombre de conditions anal tiques, et qui, par 
conséquent , n'aurait avec la courbe J qu'un con- 
lact moins intime, ne pourrait passer entre les 
deux courbes , puisque l'intervalle de celles-ci à 
reçu la plus petite valeur dont il était suscepti- 
| ble d’après une telle relation des deux équations. 
| Lorsqu’on a particularisé la nature de la courbe 
& ainsi comparée à une courbe quelconque donnée 
Y ; l'ordre du contact le plus intime qu’elle peut 
avoir avec celle-ci dépend évidemment du nom- 

bre plus ou moins grand de constantes arbitraires 
que renferme son équation la plus générale, un 
contact de l’ordre 7» exigeant 2 + 1 conditions 
analytiques, qui ne sauraient être remplies qu’a- 
_vec un pareil nombre de constantes disponibles. 
Par conséquent , une ligne droite , dont l'équation 
“la plus générale contient seulement deux con- 
| stantes arbitraires , ne peut avoir avec une courbe 
quelconque qu'un contact du premier ordre: 
d'où découle la théorie ordinaire des tangentes. 
équation du cercle renfermant , €n général, 
“rois constantes arbitraires , le cercle peut avoir 
avec une courbe quelconque un contact du second 
ordre, et de là résulte, comme cas particulier , 
l'ancienne théorie du cercle osculateur. En con- 


#, 


2 
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sidérant une parabole, comme il y a quatre con- 
stantes arbitraires dans son équation la plus com- 
plète et la plus simple, elle est susceptible; 
comparée à toute autre courbe, d’une intimité 
plus profonde, qui peut aller jusqu’au contact du 
troisième ordre : de même, une ellipse compor- 
terait un contact du quatrième ordre ; etc: 

La considération précédente est propre à sug- 
gérer une interprétation géométrique de cette 


théorie générale des contacts, qui me semblé 


destinée à compléter le travail de Lagrange, en 
assignant , pour définir directement les divers , 
ordres de contacls, un caractère concret plus 
simple et plus clair que celui indiqué par La-" 
grange. En effet, ce nombre plus ou moins grand 

de constantes arbitraires contenues dans une équa= 
tion à pour signification géométrique, comme : 
nous l'avons établi en commençant cette léconss 
le nombre des points nécessairés à l'entière ‘déter”, 
mination de la courbe correspondante, lequel se 
trouve ainsi marquer le degré d'intensité dont 
cétte courbe est susceptible relativement à toute 
autre. Or, d’un autre côté, la loi analytique qui 

exprime ce contact par l'égalité d’un pareil non: 
bre de dérivées successives des deux ordonnéesy 

indique évidemment que les deux courbes ontalors 
autant de points infiniment voisins communs 

puisque , d’après la nature des différentielles, äl 
est clair que la différentielle de l’ordre » dépend 


LS 


os 
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de la comparaison de 7 + 1 ordonuées consécu- 
tives. On peut donc se faire directement une idée 
nelte des divers ordres de contacts, en disant 
qu'ils consistent dans la communauté d’un nom - 
bre plus ou moins grand de points infiniment 
voisins entre les deux courbes. En termes plus 
rigoureux , on définirait , par exemple, l'ellipse 
osculatrice au troisième ordre » En la regardant 
comme la limite vers laquelle tendraient les, ellip- 
ses passant par cinq points de la courbe proposée, 
à mesure que quatre de ces points supposés mo- 
biles se rapprocheraient indéfiniment du cin- 
quième supposé fixe, 

Cette théorie générale des contacts est évidem- 
ment propre, par sa nature, à fournir une con- 
naissance de plus en plus profonde de la cour- 


bure d’une courbe quelconque, en lui comparant 


successivement diverses courbes connues, suscep- 
übles d'un contact de plus en plus intime; ce 


“qui permettrait de rendre aussi exacte qu'on vou- 


drait la mesure de la courbure, en changeant 
convenablement le terme de comparaison. Ainsi, 
ilest clair, d’après les considérations précédentes, 
que l'assimilation de tout arc de courbe infini- 
ment pelit à un arc de parabole , en ferait con- 
naître la courbure avec plus de précision que par 
l'emploi du cercle osculateur; et la comparaison 
avec l’ellipse procurerait encore plus d’exacti- 
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tude, etc. ; en sorte qu’en destinant chaque type 
primitif à approfondir l’étude du type suivant, 
on pourrait perfectionner à l'infini la théorie des 


courbes. Mais la nécessité d’avoir une connais-” 


sance nette ét familière de la courbe ainsi adap- 
tée comme unité de courbure , detérmine les 
_géomètres à renoncer à cette haute perfection 
spéculative, pour se contenter, en réalité, de 
comparer toutes les courbes au cercle seulement, 
en vertu de l’uniformité de courbure, propriété 
caractéristique du cercle. Aucune autre courbe, 
en effet, ne peut être regardée , sous ce rapport, 
comme assez simple et assez connue pour pouvoir 


étre utilement employée, quoique l’on n’ignore 
ploy quoiq 8 ) 


plus que le cercle n’est pas l'unité de courbure 
la plus convenable abstraitement. Lagrange s'est 
donc borné définitivement à déduire de sa con- 
ception générale la théorie du cercle osculateur, 

ainsi présentée sous un point de vue purement 
analytique. Îl est même remarquable que de cette 


seule considération il ait pu conclure avec faci- 


lité les deux propriétés fondamentales ci-dessus 


indiquées pour‘ les développées, que la simple 
analyse paraissait d’abord si peu propre à établir. 

J'ai cru devoir considérer là théorie des con- 
tacts dés coùrbes dans sa plus grande ‘extension 
spéculative, afin d’en faire saisir convenablement 
le véritable caractère, Quoiqu'on doive Ja réduire 


, 
1 
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finalement à la seule,détermination effective du 
cercle osculateur , il y a sans doute ;: sous le räp- 
port philosophique , une. profonde. différence 
entre, concevoir celte dernière considération , 
pour ainsi dire, comme le dernier: terme. des 
efforts de l'esprit humain dans l'étude des cour- 
bes, ainsi qu'on le faisait avant Lagrange ; et ny 
voir, au contraire, qu'un simple cas particu- 
lier d'une th éorie générale très-étendue , à l’exa- 
men duquel on doit. habituellement se borner , 
en sachant néanmoins que d’autres comparaisons 
pourraient perfectionner ‘davantage la doctrine 
géométrique. 

Aprés avoir envisagé les principales quéstions 
de géométrie générale relatives aux propriétés des 
courbes, il me reste à signaler celles qui se rappor- 
tentaux rectifications ét aux quäadratures, dans les- 
quelles consiste proprement ; suivant Vexplication 
donnée dans la dixième leçon, le but définitif dela 
science géométrique.Mais ayant eu occasion précé- 
demment(voyezlaGmelecon) d'établir lesformules 
générales-qui expriment , à l’aide de certaines in- 
tégrales, la longueur et l'aire d’une courbe plane 
quelconque dont l'équation rectilhigne ést donnée, 
et devant d’ailleurs m'interdire ici toute applica- 
lon à aucune courbe particulière, cette partie 
iüporlante du sujet se trouve suffisamment 
traitée. Je me bornerai seulement à indiquer les 


+ 
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formules propres à déterminer Paire et le volume 
des corps produits par la révolution des courbes 
planes autour de leurs axes. 

Supposons, comme on peut évidemment tou- 
jours le faire, que l'axe de rotation soit pris pour 
axe des abcisses; et, suivant l'esprit de la mé- 
thode infinitésimale proprement dite, la seule 
bien convenable jusqu'ici aux recherches de cette 
nature , concevons que labcisse augmente d’une 
quantité infiniment petite : cet accroissement dé- 
terminera dans l'arc et dans l'aire de la courbe 
des augmentations différentielles analogues qui, 
par la révolution autour de l’axe, engendreront 
les élémens de la surface et du volume cherchés. 
ÏL est aisé de voir que, en négligeant seulement 
un infiniment petit du second ordre tout au plus, 
on pourra regarder ces élémens comme égaux à 
la surface et au volume du cylindre correspon- 
dant , ayant. pour hauteur: la différentielle de 
Vabcisse, et pour rayon de sa base lordonnée 
du point considéré. D’après cela, en appelant S 
et /7 la surface et le volume demandés, les plus 
simples propositions de la géométrie élémentaire 
fourniront immédiatement les équations diffé- 
rentielles générales 


dS arr dr. = TN dis: 


Ainsi, lorsque la relation entre y et x sera donnée 


| 
MATHÉMATIQUES. D0t) 

dans chaque cas particulier, les valeurs de S et 

dé ” seront exprimées par les deux intégrales 


S=2rfydx, V=rfjax; 


prises entre les limités convenables. Telles sont 
les formules invariables d’après lesquelles, depuis 
Leibnitz, les géomèêtres ont résolu un grand nom- 
bre de questions de ce genre, quand les progrès 
. du calcul intégral l’ont permis. 

On pourrait aussi comprendre au nombre des 
recherches de.géo métrie générale à deux dimen- 
sions, l’importante détermination des centres de 
gravite des ares ou des aires appartenant à des 
courbes quelconques, quoique ceite considira- 
tion ait son origine dans la mécanique rationnelle. 
Car, en définissant lé centre de gravité ‘comme 
étant le centre des moyennes distances, e’est-à- 
dire un point dont la distance à un plan ou à 
un axe quelconque est la moyenne arithmétique 
entre des distances de tous lès points du corps à 
ce plan ou à cet axe, ilest clair que cetle ques- 
lion devient purement géométrique , et peut être 
traitée sans aucun recours à la mécanique. Mais, 
maloré une telle considération, dont nous re- 
connaïtrons plus tard l’importance pour généra- 
liser suffisamment et avec facilit: la notion du 
centre de gravité, il est certain, d’un autre 
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côté , que la destination essentielle de celte re- 
cherche doit continuer à la faire classer plus 
convenablement parmi les questions de mécani- 
que ; quoique, par sa nature propre , et aussi par 
le caractère analytique de la méthode correspon- 
dante , ‘elle appartienne réellement à la géomé- 
trie, ce qui m'a engagé à l’indiquer ici par ant- 
cipation. 

Telles sont les principales questions fonda- 
mentales dont se compose le système actuel de 
notre géométrie générale à deux dimensions. On 
voit que, sous le rapport analytique , elles peu- 
vent être nettement distinguées en trois classes: 
la première , comprenant les recherches géomé- 
triques qui dépendent seulement de l'analyse or- 
dinaire; la seconde, celles dont la solution exige 
l'emploi du calcul différentiel ; la troisième, en- 
fin , celles qui ne peuvent être résolues qu'à l'aide 
du calcul intégral. A 

Il nous reste maintenant à considérer sous le 
même aspect , dans la leçon suivante, l’ensemble 
de la géométrie générale à trois dimensions. 
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SOMMAIRE. De la géométrie générale à trois dimensions. 


L'étude des surfaces se compose d’une suite 
de questions générales exactement analogues à 
celles indiquées dans la lecon précédente par 
rapport aux lignes. IL est inutile de considérer 
ici distinctement celles qui ne dépendent que de 
l'analyse ordinaire, car elles se résolvent par des 
méthodes ‘essentiellement semblables; soit qu'il 
s’agisse de connaître le nombre des points néces- 
sares à l'entière détermination d’une surface, 
soit qu'on s'occupe de la recherche des centres, 
Soit qu'on demande les conditions précises de la 
similitude entre deux surfaces du même genre, etc. 
Îl n’y à d'autre différence analytique que d’en- 
visager des équations à trois variables au lieu d’é- 
quations à deux variables. Je passe donc immé- 
diatement aux questions qui exigent l'emploi de 
l'analyse transeendante, en insistant seulement 

TOME 1. 39 


012 PHILOSOPHIE POSITIVE. ; 
sur les considérations nouvelles qu’elles présen- 
tent relativement aux surfaces. | 

La première théorie générale est celle des pians 
tangens. En se servant de la méthode infinitési- 
male proprement dite, on peut aisément trouver 
l'équation du plan qui touche une surface quel- 
cohque en un point donné, et qui est alors défi- 
_ni comme coïncidant avec la surface dans une 
étendue infiniment petite tout autour du point 
de contact. Il suffit, en effet, de considérer que, 
afin de remplir une telle condition, l'accroisse- 
ment infiniment petit recu par l’ordonnée verti- 
cale en résultat des accroissemens infiniment pe- 
tits des deux coordonnées horizontales , doit être 
le même pour le plan que pour la surface, et ce- 
la indépendamment d'aucune. relation détermu- 
née entre ces deux derniers accroissemens, sans 
quoi la coïncidence n'aurait pas lieu en tout sens, 
D'après cette idée, l'analyse donne immédiaté- 
ment l'équation générale : 


d2! 
ad = 5 Gal) EG 7) 


pour celle du plan tangent, x’, y°12% désignant 
les coordonnées du point de contact. La détermi- 
nation de ce plan, dans chaque cas particulier ; 
se trouve ainsi réduite À} une simple: différentia- 
tion de l'équation de la surface proposée. 
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On peut aussi obtenir cette équation générale 
du plan tangent, en faisant dépendre sa recher- 
che de la seule théorie des tangentes aux courbes 
planes. 11 faut, pour cela, considérer ce plan, 
ainsi qu'on le. fait habituellement en géométrie 
descriptive, comme déterminé par les tangentes 
à deux sections planes quelconques. de la surface 
passant au point donné. En choisissant les plans 
de ces sections parallèles à deux des plans coor- 
donnés, en parvient sur-le-champ à l'équation 
précédente. Cette manière de concevoir le plan 
tangent donne lieu. d'établir facilement un im- 
portant. théorème de géométrie générale, que 
Monge à démontré le premier , et qui consiste en 
ce que les tangentes à toutes les courbes qu'on 
peut tracer en un, même point sur une surface 
quelconque sont tou;ours comprises dans un 
même plan. | 
Enfin, il est encore possible de parvenir à l’é- 
quation, générale du plan tangent en le considé- 
rant comme perpendiculaire à la normale corres- 
pondante, et définissant celle-ci par sa propriété 
géométrique directe d'être le chemin maximum 
ou #yrimum pour aller d’un point extérieur à la 
surfaces, La méthode ordinaire des maxrimaet 
minima sufht pour former , d’après cette notion, 
les deux équations de la normale, en appliquant 
cette méthode à l’expression de la distance entre 
ar 
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deux points, l’un situé sur la surface, l'autre 
extérieur, dont lepremier conçu comme variable, 
est ensuite supposé fixe quand les conditions ana- 
lytiques ont été exprimées, tandis que le second, 
primitivement constant, est alors envisagé com- 
me mobile, et décrit la droite cherchée. Les équa- 
tions de la normale une fois obtenues, on en 
déduit aisément celle du plan tangent. Cette in- 
génieuse manière de l'établir est également due à 
Monge. 

La question fondamentale que nous venons 
d'examiner devient, comme dans le cas des cour- 
bes, la base d’un grand nombre de recherches 
relatives à la détermination du plan tangent, 
lorsqu'on remplace le point de contact donné 
par d’autres conditions équivalentes. Le! plan 
tangentne peut point évidemment être déterminé 
par un seul point donné extérieur , comme l'est 
la tangente : il faut l’assujétir à contenir une 
droite donnée; à cela près, l’analogie est parfaite, 
et les deux questions se résolvent de la même ma- 
nière. Îl en est de même si le plan tangent doit 
être parallèle à un plan donné, ce qui fixe la 
valeur des deux constantes qui assignent sa di- 
rection, et par suite détermine les coordonnées 
du point de contact , dont ces constantes sont, 
pour chaque surface désignée, des fonctions con- 
nues. Enfin on peut aussi trouver comme dans 
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les courbes, la relation analytique qui exprime 
généralement le simple: phénomène du contact 
entre un plan et une surface, sans spécifier le 
lieu de ce contact ; d’ou résulte pareïllement. la 
solution de plusieurs questions relatives aux plans 
augens, entrautres celle qui consiste à déter- 
miner un plan qui touche à la fois trois surfaces 
quelconques données, recherche analogue à celle 
dela tangente commune à deux courbes, 

La théorie générale des contacts plus ou moins 
intimes qui peuvent exister entre deux surfaces 
quelconques par suite des relations plus.ou moins 
nombreuses de leurs équations, se forme d’après 
une méthode exactement semblable à celle indi- 
quée dans la lecon précédente relativement aux 
courbes, en exprimant, à l’aide de la série de 
Taylor pour les fonctions de deux variables, la 
distance verticale des deux surfaces en un second 
point voisin de leur point d’intersection , et dont 
- les coordonnées horizontales auraient recu deux 
accroïssemens À et £ entièrement indépendans 
l’un de l’autre. La considération de cette distance, 
développée selon les puissances croissantes de 
et Æ, et dans l'expression de laquelle on suprime- 
fa Succéssivement les termes. du premièr degré 
en et £, ensuite ceux du second , etc, détermi- 
_ nera les conditions analytiques des contacts de 
différens ordres que peuvent avoir les deux QU 
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faces suivant le plus ou moins grand nombre de 
constantes arbitraires contenues dans l'équation 
générale de celle qu'on regarde comme variable. 
Mois, malgré la conformité de méthode, cette 
théorie présentera avec celle des courbes une 
différence fondamentale relativement au nombre 
de ces conditions , par suite de la nécessité où lon 
se’ trouve dans ce cas de considérer deux accroisse- M 
mens indépendans au lieu d’un seul. Ï'en ré- 
_sulte, en effet, que, afin que chaque contact ait 
lieu dans-tous les sens possibles autour du point 
commun, on doit annuler séparément tous les 
différens termes du même degré correspondant , 
et, dont le nombre augmentera d'autant plus que 
ce dégré ou l’ordre du contacl sera plus élevé: 
Ainsi, après Ja condition de l'égalité des deux or- 
données verticales z nécessaire pour la simple in- 
tersection , on trouvera:que le contact du premieh, 
ordre exige, en outre, deux relations distinctes, 
consistant dans l'égalité respective des deux fone= 
tions dérivées partielles du premier ordre propres 
à chaque ordonnée verticale. En passant au con= 
lact du second ordre, il faudra ajouter encore 
trois nouvelles conditions , à cause des trois ter= 
mes distincts du second degré en } et 4 dans 
l'expression de la distance ; et dont la suppression 
complète exigera légalité respective des trois fonc+ 
ions dérivées partielles du second ordre relatives 
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au z de chaque surface. On trouvera de la même 
manière que le contact du troisième ordre donne 
lieu en outre à quatre autres relations, et ainsi 
de suite, le nombre des dérivées partielles de 
chaque ordre restant constamment égal au nom- 
bre de termes en 2 et 4 du degré correspondant, 
Il est aisé d’en conclure, en général, que le nom- 

» bre total des conditions distinctes nécessaires au 


contact de l’ordre 2, a pour valeur (at) C4) 


A 


? 
tandis que dans les courbes, il était simplement 
égal à 72—+- 1. | 

Par suite de cette seule différence essentielle : 
la théorie des surfaces est loin d'offrir À cet égard 

» la même facilité et de comporter la même per- 

» fection que celle des courbes. Quand on se borne 
au contact du premier ordre, il ÿ a parité com- 
plète u puisque ce contact n'exige que trois con- 
ditions 6 auxquelles on peut louJours satisfairé à 
l’aide des trois constantes arbitraires que ren- 

- ferme l'équation générale d’un plan; de là ré- 
sulte, comme cas particulier , la théorie des plans 
langens, exactement analogue À celle des tan- 
gentes aux courbes , et présentant la même utilité 
pour étudier la forme d’une surface quelconque. 
Mais il n’en est plus ainsi lorsqu'on considère le 
contact du second ordre, afin de mesurer la cour- 
bure des surfaces. Il serait naturel alors de com- 
parer toutes les surfaces à la sphère, la seule qui 
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présente une courbure uniforme, comme on com- 
pare toutes les courbes au cercle. Or, le contact 
du second ordre entre deux surfaces exigeant six 
conditions, tandis que l’équation la plus générale 
d'une sphère contient seulement quatre con- 
stantes arbitraires, il n’est pas possible de trou- 
ver, en chaque point d’une surface quelconque ;, 
une sphère qui soit complétement osculatrice en 
tous sens , au lieu que nous avons vu un arc de 
courbe infiniment petit pouvoir tquiou être 
assimilé à un certain arc de cercle. D’après cette 
impossibilité de mesurer la courbure d’une sur- 
face en chaque point à l’aide d’une seule sphère , 
les géomètres ont déterminé les coordonnées du 
centre et le rayon d’une sphère qui, au lieu d’être 


osculatrice en tout sens indistinctement, le serait 
seulement dans une certaine direction particuliè- 


re, correspondante à un rapport donné entre les M 


ie äcctoissemens À et £: Il suffit alors, enef 
fet, pour établir ce contact du second ordre re- 
latif, d'ajouter, aux trois conditions ordinaires 
du contact du premier ordre , la condition uni- 
que qui résulte de la suppression totale des ter- 
mes du second degré en h et k envisagés collecti- 


vement, sans qu'il soit nécessaire de les annuler. 


chacun séparément; le nombre des relations se 
trouve par là seulement égal à celui des con- 


stantes disponibles renfermées dans l'équation gé- 
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nérale de la sphère, qui est ainsi déterminée. 
Ce procédé se réduit proprement à étudier la 
courbure d’une surface en chaque point par celle 
des différentes courbes que tracerait sur cette sur- 
face une suite de plans menés par la normale 
correspondante. | 

D'après la formule générale qui exprime le 
rayon de courbure de chacune de ces sections nor- 
males en fonction de sa direction, Euler, auquel est 
essentiellement due toute cette théorie, a décou- 
vert plusieurs théorèmes importans relatifs à une 
surface quelconque. Il a d’abord aisément établi 
que, parmi toutes les sections normales d’une sur- 
face en un même point , on en pouvait distinguer 
deux principales, dont la courbure, comparée 
à celle de toutes les autres, était un minimum 
pour la prémière, etun maximum pour la seconde, 
et dont les plans présentent cette circonstance 
remarquable d'être constamment perpendiculaires 
entre eux. Îl à fait voir ensuite que, quelle que 
pût être la surface proposée, et sans qu'il fût 
même nécessaire de la définir, la courbure de ces 
deux sections principales suffisait seule pour déter- 
miner complétement celle d’une autre section nor- 
male quelconque, à l’aide d’une formule inva- 
riable et très-simple, d’après linclinaison du 
plan de cette section sur celui de la section 
de plus grande. ou de plus petite courbure. 


LA 
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En considérant cette formule comme l'équation 
polaire d’une certaine courbe plane, il en a dé- 
duit une ingénieuse construction , éminemment 
remarquable par sa généralité et par sa simplicité. 
Elle consiste en ce que, si l’on construitune el- 
lipse telle que les distances d’un de ses foyers aux 
deux extrémités du grand axe soient égales aux 
deux rayons de courbure maximum et minimum , 
le rayon de courbure de toute autre section nor- 
male sera égal à celui des rayons vecteurs de l’el- 
lipse qui fera avec l'axe un angle double*de lin- 
clinaison du plan de cette section sur celui d’une 
des sections principales. Cette ellipse se change 
en une hyperbole construite de la même manière, 
quand les deux sections principales ne tournent 
pas leur concavité dans le même sens : enfin 
elle devient une parabole, lorsque la surface est 
du genre de celles qui peuvent être engendrées 
par une ligne droite, ou qu’elle présente une ##- 
Jlexion au point que l’on considère. De cette belle 
propriélé fondamentale, on à conclu plus tard 


un grand nombre de théorèmes secondaires plus 


ou moins intéressans, que ce n’est pas ici le lieu 
d'indiquer, Je dois seulement signaler le théorème 


essentiel par lequel Meunier a complété le travail 


d'Euler, en rattachant la courbure de toutes les 
courbes quelconques qui peuvent être tracées sur 
une surface en un même point, à celle des sections 


*: 


L 
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normalés ; les seules qu'Euler eût considérées. Ce 
théorème consiste en ce que le centre de cour- 
bure de toute section oblique peut être envisagé 
comme la projection sur le plan de cette section , 
du centre de courbure correspondant à Ja section 
normale qui passerait par la même tangente : 
d’où Meunier a déduit une construction fort sim- 
ple, d’après laquellé, par l'emploi d'un. cercle 
analogue à Fellipse d'Euler , on détermine la 
courbure des sections obliques, connaissant celle 
des sections normales; en sorte que ; par la com- 
binaison des deux théorèmes , la seule courbure 
des deux sections normales principales suffit pour 
obtenir celle de toutes les autres courhes qu'on 
peut tracer sur une surface d’une manière quel- 
conque en chaque point considéré, | 

La théorie précédente permet d'étudier com- 
plétement, point par point, la courbure d'une 
surface quelconque. Afin de lier plus aisément 


entre elles les considérations relatives aux divers 


points d’une même surface , les géomètres ont 
cherchéà déterminer ce qu’ils appellent les lignes 
de courbure d’une surface, c’est-à-dire, celles 
qui jouissent de la propriété que les normales 
consécutives à la surface peuvent y étre regardées 
comme comprises dansun même plan. En cha- 
que point d’une surface quelconque, il existe 
deux de ces lignes, qui se trouvent être con- 
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stamment perpendiculaires entre elles, et dont les 
directions coïncident à leur origine avec celles des 
deux sections normales principales considérées ci- 
dessus, ce qui peut dispenser d'envisager distinc- 
tement ces dernières. La détermination de ces li- 
gnesde courbure s effectue très-simplement sur les 
surfaces les plus usuelles, telles que les surfaces cy- 
lindriques, coniques, et de révolution. Cette 
nouvelle considération fondamentale est d’ailleurs 
devenue le point de départ de plusieurs autres re- 
cherches générales moins importantes, comme 
celle des surfaces de courbure , qui sont les lieux 
géométriques des centres de courbure des diver- 
ses sections principales ; celle des surfaces déve- 
loppables formées par les normales à la surface 
menées aux différens points de chaque ligne de 
courbure , ete. 

Pour terminer l’examen de la théorie de la 
courbure , il me reste à indiquer sommairement 
ce qui se rapporte aux courbes a double courbure, 
c'est-à-dire, à celles qui ne peuvent être conte- 
nues dans un plan. 

Quant à la détermination de fébs tangentes , 
elle n'offre évidemment aucune difficulté. Si la 
courbe est donnée analytiquement par les équa- 
tions de ses projections sur deux des plans coor- 
données, les équations de sa tangente seront sim- 
plement celles des tangentes à ces deux projec- 


MATHÉMATIQUES. | 523 


tions, ce qui fait rentrer la question dans le cas 
des courbes planes. Si , sous un point de vue plus 
général, la définition analytique de la courbe 
consiste ; ainsi que l'indique la douzième lecon, 
dans le système des équations des deux surfaces 
quelconques dont elle serait l'intersection , on 
regardera la tangente comme étant l'intersection : 
des plans tangens à ces deux surfaces ét le pro- 
blème sera ramené à celui du plan tangent, ré- 
solu ci-dessus. 

La courbure des courbes de cette nature 
donne lieu à l'établissement d’une notion nouvelle 
fort importante. En effet, dans une courbe plane, 
la courbure se trouve être suffisamment appréciée 
en mesurant l’inflexion plus ou moins grande des 
élémens consécutifs les uns sur les autres, qui 
est estimée indirectement par le rayon du cercle 
osculateur. Mais il n’en est nullement ainsi dans 
une courbe qui n’est point plane. Les élémens 
consécutifs n'étant plus alors contenus dans un 
même plan ; où ne peut avoir une idée exacte de 
la courbure qu'en considérant distinctement les 
angles qu'ils forment entre eux et aussi les incli- 
naisons mutuelles des plans qui les comprennent. 
Il faut donc, avant tout, commencer par fixer 
ce qu'on «loit entendre à chaque instant par /e 
Plan de ia courbe, c’est-à-dire , celui que déter- 
minent trois points infiniment voisins , et qu'on 
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appelle, pour cetle. raison ;: le plan osculaieur, 


quichange continuellement d’un point à un aulré: 
La position de ce plan une fois oblenue, la me- 
sure de la courbure ordinaire, à l’aide du. cercle 
osculateur, ne présente plus évidemment aucune 
difficulté nouvelle: Quantà la seconde courbure, 
elle.est estimée par l'angle plus ou moins grand 
que forment entre eux deux plans osculateurs 
‘consécutifs, et dont il estaisé de trouver généra- 
lement l’expression analytique. Pour établir plus 
d’analogie entre la théorie de cette courbure et 
celle de la première, on.pourrait également la 


regarder comme, mesurée indirectement. d’après 


le rayon. de la.sphère osculatrice qui, passerait 
par quatre points infiniment voisins de la courbe 
proposée, et. dont l'équation se formerait de la 
même manière que, celle du plan osculateur. On 
l'apprécie ordinairement ; par la courbure maxis 


mumque-présenté, au point considéré; la surz 


face développable. qui. est, le lieu géométrique de 
toutes les tangentes à la courbe proposée. 


_ 


Nous devons passer maintenant, à indication 


des questions de géométrie générale à trois di- 
mensiqns qui dépendent du.calcul intégral; elles 
comprennent la quadrature des surfaces courbes; 
et la cubature des volumes correspondans: 


Relativement à la quadrature dessurfaces cours 


bes, il faut, pour établir l'équation différentielle 


D 
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énérale, concevoir la surface partagée en élémens 
… 8 infinimens petits dans tous les sens, par 
quatre ‘plans perpendiculaires deux à deux aux 
axes des'coordonntes æet Y+ Chacun de ces élé- 
mens ; situé dans le plan tangent correspondant ; 
aurait évidemment pour projection horizontale , 
le rectangle. formé par lés différentielles des deux 
coordonnées ‘horizontales, et dont l'aire serait 
dxdy. Geite aire donnera celle de l'élément lui- 
même , d'après un théorème élémentaire fort sim- 
ple, en la divisant par le cosinus de l'angle que 
fait le plan tangent avec le plan des x, 7. On 
: irouvéra ainsi que l'expression de cet élément est 
généralement : 


Se ST ee 
Ge An d'A EE dus 


Cest done par la double intégration de eatte for- 
mule différentielle à deux variables qu'on connai- 
tra, dans chaque cas particuliér, l'aire de la sur- 
face propo:ée, autant que, pourra le, permettre 
l’imperfection actuelle. du caleul intégral. Les 
limites de chaque intégrale successive seront. dé- 
terminées par la nature des surfaces dont l'inter- 
section avec celle que l’on considère devra circon- 
scrire l'étendue À mesurer, eh sorte que, dans 
l'application de cette méthode générale; il faudra 
apporter un soin particulier à la manière de fixer 
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les constantes arbitraires ou les fonctions ar bite 
res introduites par l'intégration. LL. 

Relativement à la cubature des volumes termi- 
nés par les surfaces courbes, le système de plans 
à l’aide duquel nous venons de différentier l'aire, 
| peut aussi servir immédiatement à décomposer le 
volume en élémens polyèdres. Il est clair; en effet, 
que l’espace infiniment petit du second ordre com- 
pris entre ces quatre plans, doit étre envisagé ;* 
suivant lesprit de la méthode infini tésumale , 
comme égal au parallélipipède rectangle ayant 
pour hauteur l’ordonnée verticale z du point que 
l'on considère et pour base le rectangle dxdy, 
puisque leur difrérence est évidemmentun infini- 
ment petit du troisième ordre, moindre que 
dzsdydz. D'après cela, un des plus simples théo- 
rèmes de la géométrie élémentaire fournira direc- 
tement, pour l'expression différentielle duvolume 
cherché, l'équation générale 4 

d'V = 2dx dy; « 

d’où l’on déduira, par une double intégration , dans 
chaque cas particulier, la valeur effective de ce vo- 
lume, en ayant le même égard que précédemment 
à la détermination des limites de chaque intégrale, 
conformément à la nature des surfaces qui devront 
circonscrire latéralement le volume proposé. 

Sans entrer ici dans aucun détail relatif à la so- 
lution définitive de l’une ou de l'autre de ces 
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mn questions fondamentales, il peut étre utile 
x 2 A 4 J Q ’ « 

c remarquer d'après les équations différentielles 
précédentes , une avalogie générale et singulière 
qui exisie nécessairement entre elles, et qu! per- 
mettrailude*transformer toute recherche relative 

"à la quadraiure en une recherche correspondante 
relative ® la cubature. On voit, en eflet, que les 


P .… . . » . e 
deux équations différentielles ne différent que par 
_ Li ‘ \ 


le changement de zen wo LS à es + 1 CN pas- 
7 


TES 
sant de la seconde à la première. Ainsi l'aire d’une 
surface courbe quelconque peut étre regardie 
comme numériquement égale au voiume d’un 
» Corps terminé par une surface dont l’ordonnée 
vériicale aurait à chaque insi4:t pour valeur la 
sécante de l'angle que fait avee 1: plan horizontal 
le plan tangent correspondant à la surface primi- 
tive, les limites étant d’ailleurs supposées respec- 
üvement les mêmes. " 
» Pour terminer l'examen philosophique de Ja 
géométrie gén rale à trois dimensions, il me reste 
à considérer sommairement la belle conception 
fondamentale établie par Monge relativement à la 
classification analytique des surfaces en familles 
naturelles , qui doit étre regardée comme le per- 
fectionnement le plus important qu'ait reçu la 
science géométrique depuis Descartes et Leib- 
nitz. | 
« TOME I, 36 


£ x 
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Quand on se propose d'étudier, Sous un point des 
vue général , les propriétés spéciales des diverses 
surfaces, la première difficulté qui sé présente 
consiste dans l'absence d’une bonne classification, 
déterminée par les caractères géométriques Îles 

“plus'essentiels, et d’ailleurs sûffisatment simples 
Dès la fondation de la géométrie analytique , les 
géomètres ont été involontairement conduits à 

classer les surfaces, comme les courbes, par la 
forme et le degré de leurs équations, seule con- 
sidération qui soffrît d'elle-même à l'esprit pour 
servir de base à une distinction dont l'importance 
n'avait d'abord été nullement sentie. Mais il est 
aisé de voir que ce principe de classification, con- 
venablement applicable aux équations du premier 
et du second degré, ne remplit aucune des condi- 
tions principales auxquels doit satisfaire un tel 
travail. En effet, on sait que Newton, en discu- 
tant l'équation générale du troisième degré à deux 
variables, pour se borner à la simple énumération 
des diverses courbes planes qu’elle peut représen- 

‘ter’, a reconnu que , bien quelles fussent toutes 
nécessairement indéfinies en tout sens, on devait 
en distinguer 74 espèces particulières, aussi diffé- 
rentes les unes des autres que le sont entre elles 
les trois courbes du second degré. Quoique per- 
sonne n’ait analysé sous le même point de vue l'é- 
quation générale du quatrième degré à deux va- 
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iables, il n’esttpas douteux qu’elle ne dût faire 
naître un nombre beaucoup plus considérable en- 
core de courbes distinctes ; et ce nombre devrait 
évidemment augmenter avec une prodigieuse r'api- 
dité d après le degré de l'équation. Si maintenant 
Ad on passe aux équations à trois variables, dE ; 
vu leur plus grande complication , présentent né- 
cessairement bien plus de variété, il est incontes- 
table que le nombre des surfaces vraiment distine- 
tes quelles peuvent exprimer doit étre encore 
plus multiplié, et croître beaucoup plus rapide- 
ment MABESS le degré. Cette multiplicité devient 
telle, qu’on s’est toujours borné à analyser ainsi les 
équations des deux premiers degrés , aucun géo- 
mêtre n paul tenté pour les sur de ii troisième 
degré ce qu’a exécuté Newton pour les courbes 
correspondantes. [1 suit donc de cette considéra- 
tion évidente que, quand même l’imperfection 
de Palgèbre ne s’opposerait pas à l'emploi indé- 
fini d'un procédé semblable , la classification gé- 
nérale des surfaces par le degré et la forme de 
leurs équations serait entièrement impraticable. 
Mais ce motif n’est pas le seul spi doive faire re- 
Jeter une telle classification ; il n’est point méme 
le plus important. En effet, cette manière de dis- 
poser les surfaces, outre l'impossibilité de la 
suivre, se trouve directement contraire à la prin- 
cipale destination de toute bonne classification 


+ 


| 
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quelconque , consistant à rapprocher le plus les, 
uns des autres les Se Loge qui offrent les relations 
les plus importantes, et à éloigner ceux dont les 
analogies ont peu de valeur. Liderètéé ‘du degré 
defleurs équations est, pour Îles surfaces , un en- 
ractère d’une valeur ns très-médiocre + 
qui n'indique pas même exactement le nombre 
des points nécessaires à l’entière détermination de 
chacune. La propriété commune la plus impor- 
tante à considérer entre des surfaces consiste évi- 
demment dans leur mode de génération; toutes 
celles qui sont engendrées de la même manière de- 
vant offrir nécessairement une grande analogie 
géométrique , tandis qu’elles ne sauraient avoir 
que de très-faibles ressemblances si elles sont en- 
gendrées d’après des modes essentiellement diffé- 
rens. Ainsi, par exemple, toutes les surfaces cy- 


lindriques, quelle que soit Ja forme de leur base, 


constituent une même famille naturelle , dont les 
divers individus présentent un grand nombre de 
propriétés communes de première importance il 
en est de même pour toules les surfaces coniques; 
et aussi pour toutes les surfaces de révolution, etc: 
Or, cet ordre naturel se trouve complétement dé- 
truit par la classification fondée sur le degré des 
équations. Car des surfaces assujéties À un même 
mode de génération , les surfaces cylindriques ; 
par exemple, peuvent fournir des équations de 
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tous les degrés imaginables, à raison de la seule 
différence secondaire de leurs basés ; tandis , que 
d’un autre côté , des équations d’un même degré 
quelconque expriment souvent des surfaces de 
nature géométrique opposée, les unes cylindri- 
ques ; les autres coniques, ou de révolution » etc. 
Une telle classification analytique ést donc radi- 
calement vicieuse, comme séparant ce qui doit 
être réuni, et rapprochant ce qui doit être distin- 
gué. Cependant, la géométrie générale étant en- 
tiérement. fondée sur l'emploi des considérations 
et des méthodes analytiques , il est indispensable 
que la classification puisse prendre aussi un carac- 
tère analytique. | 

Tel était donc l’état précis de la difficulté 
fondamentale, si heureusement vaincue par Monge: 
les familles naturelles entre les surfaces étant 
clairement établies sous le point de vue géomé- 
trique d’après le mode de génération, il fallait dé- 
couvrir un genre de relations analytiques destiné 
à présenter constamment uné interprétation abs- 
traite de ce caractère concret. Cette découverte 
capitale était rigoureusement indispensable pour 
achever de constituer la théorie générale des 
surfaces. 11: . 

La considération , que Monge à employée pour 
Y Parvenir, consiste dans cette observation géné- 
rale, aussi simple que directe : les surfaces assu- 
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jéties à un même mode de génération sont né- 
cessairement caractérisées-par une certaine pro+ 
priété commune de leur plan. tangent en un 
point quelconque; en sorte qn’en exprimant 
anal ytiquement.cette propriété d’après l’équation 
générale du plan tangent à une surface quelcon- 
que, on formera une équation différentielle re- 
présentant à la fois toutes les surfaces de cette 
famille. 

Ainsi, par exemple, toute surface cylindrique 
présente ce caractère exclusif : que le plan 
langent en un point quelconque de la surface est 
constamment parallèle à la droite fixe qui indi- 
que la direction des génératrices. D’après cela, 


il est aisé de ‘voir que les équations de cette 
droite étant supposées être. 


D ST Te UE 


l'équation générale du plan tangent établie ci- 
dessus, donnera, pour l'équation différentielle 
commune à toutes les surfaces cylindriques, 


Demême, relativement aux surfaces coniques, 
elles sont toutes caractérisées sous ce point de 
vue par la propriété nécessaire que leur plat 
langent en un point quelconque passe constam- 
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ment par le sommet du cône. Si donc x, 6, », 


désignent les coordonnées de ce sommet, on trou- 
vera immédiatement 


dz pe 
Rene) faites 


pour l’équation différentielle représentant la fa- 
mille entière des surfaces coniques. 

Dans les surfaces de révolution, le plan tan- 
gent en un point quelconque est toujours perpen- 
diculaire au plan méridien, c’est-à-dire à celui 
qui passe par ce point etpar l’axe de la surface. 
Afin d'exprimer analytiquement cette propriété 
d'une manière plus simple, supposons que l’axe 
de révolution soit pris pour celui des z : i'équa- 
tion différentielle commune à toute cette famille 
de surfaces, sera 

LA ee a dy == 0, 

 I'serait superflu de citer ici: un ‘plus grand 
nombre d'exemples pour établir clairement, en 
général, que, quel que soitle mode de génération, 
toutes les surfaces d’une même famille naturelle 
sont susceptibles d’être représentées analytique- 
ment par une même équation aux différences par- 
tielles contenant des constantes arbitraires, d’après 
une propriété commune de leur plan tangent. 

Afin de compléter cette correspondance fon- 


- 
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damentale et nécessaire entre le point de vue 
géométrique et le point de vue analytique; Monge 
à considéré en outre les équations finies qui sont 
les intégrales de ces équations différentielles, et 
qu'on peut d’ailleurs presque toujours facilement 
obtenir aussi par des recherches directes. Cha- 
cune de ces équations finies doit, comme on Île 
sait par la théorie générale de l'intégration, con- 
tenir une fonction arbitraire, si l’équation diffé- 
rentielle est seulement du premier ordre; ce qui 
n'empêche pas que de telles équations , quoique 
beaucoup plus générales que celles dont on s’oc- 
cupe ordinairement, ne présentent un sens nette- 
ment déterminé, soit sous le rapport géométrique, 
soit sous le simple rapport analytique. Cette fonc- 
tion arbitraire correspond à ce quil y à d'in- 
déterminé dans la génération des surfaces pro- 
posées , à la base , par exemple ; si les surfaces sont 
cylindriques ou coniques, A la courbe méridienne, 
si ellessont de révolution, etc.!(1).Dans.certains 
cas même , l'équation finie d'une famille de sur- 


{1} On trouve, par exemple, soit d’après les considérations di- . 
rectes de géométrie analytique, soit en résultat des méthodes 
d'intégration , que les surfaces cylindriques et Îles surfaces coni- 


ques ont pour équations finies 


x— 0 — 6 
by çné 


3 —} 3, «— 7} 


g— ar =,p TP): 


# désignant une fonction entièrement arbitraire. 


- 
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faces contient à la fois deux fonctions arbitraires, 
affectées à des combinaisons distincies des coor- 
données variables; c'est ce qui a lieu lorsque l’é- 
quation différentielle correspondante doit être du 
second ordre; sous le point de vue géométrique, 
cette indétermination plus grande indique une 
famille plus générale, et néanmoins caractérisée. 
Telle est, par exemple, la famille des surfaces 
développables, qui comprend, comme subdivi- 
sions, toutes les surfaces cylindriques, toutes 
les surfaces coniques, et une infinité d’autres 


familles analogues, et qui peut cependant être. 


nettement définie, dans sa plus grande généralité, 
comme étant l'enveloppe de l’espace parcouru 
par un plan qui se meut en reslant toujours 
tangent à deux surfaces fixes quelconques, ou 
comme le lieu géométrique de toutes lestangentes 
 } une méme courbe quelconque à double cour- 
bure. Ce grouppe naturel de surfaces a, pour 
équation différentielle invariable, cette équation 
très-simple, découverte par Euler, entre lestrois 
_ dérivées partieiles du second ordre, 


d°z 2 d’zd'z 
dx #8 _ dx* dÿ° 


L’équation finie contient donc nécessairement 
deux fonctions ashitraires distinctes, qu! corres- 
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pondent géométriquement aux deux surfaces in- 
déterminées sur lesquelles doit glisser le plan gé- 
nérateur , ou aux deux équations quelconques de: 
la courbe directrice. 

Quoiqu'il soit utile de considérer les équations 
finies des familles naturelles de surfaces , on con- 
coit néanmoins que l’indétermination des fonc- 
tions arbitraires qu’elles renferment inévitable- 
ment , doit les rendre peu propres à des travaux : 
analytiques soutenus, pour lesquels il est bien 
HO able d'employer les équations différentielles, 
où il n'entre que de simples constantes arbitrai- 
res, malgré leur nature indirecte. C’est par là 
que l'étude générale et régulière des propriétés 
des diverses surfaces est récilement devenue pos- 
sible, le point de vue commun ayant pu ainsi être 
saisi et séparé par l'analyse. On conçoit qu'unetelle 
conception ait permis de découvrir des résultats 
d'un degré de généralité et d'intérêt infiniment su- 
périeurs à ceux qu'on pouvait obtenir auparavant. 
Pour ne citer qu’un seul exemple très-simple; 
qui est fort loin d’être le plus remarquable, c'est | 
par une semblable méthode de géométrie analy- 
tique qu’on a pu reconnaître cette singulière pro- 
priété de toute équation homogène à trois varia- 
bles, de représenter nécessairement une surface 
conique dont le sommet est situé à l’origine des 
coordonnées ; de même, parmi les recherches plus 
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difficiles, il a été possible de déterminer, à l’aide 
du calcul des variations, le plus court chemin 
d’un point à un autre sur une surface dévelop- 
pable quelconque , sans qu'il fût nécessaire de la 
particulariser, etc. 

J'ai cru devoir ici accorder quelque dévelop- 
pement à l'exposition philosophique de cette belle 
conception de Monge, qui constitue, sans con- 
tredit , son ‘premier titre à la gloire, et dont la 
haute importance ne me semble point avoir ent 
core été dignement sentie, excepté par Lagrange, 
si Juste appréciateur de tous ses émules. Je re-* 
gretté même d'être réduit, par les Jimites na- 
turelles de cet ouvrage , à une indication aussi 
-imparfaïle, où je n'ai pu seulement signaler l’heu- 
reuse réaction nécessaire de cette nouvelle géomé- 
trie sur le perfectionnement de l'analyse, quant à 
* la théorie générale des équations différentielles à 
plusieurs variables. 

En méditant sur cette classification philoso- 
phique des surfaces, essentiellément analogue 
- aux méthodes naturelles que les physiologistes ont 
tenté d'établir en zoologie et en botanique, on est 
conduit à se demander si les courbes elles-mêmes 
ne comportent pas'une opération semblable. Vu 
la variété infiniment moindre qui existe entre 
elles, un tel travail est à la fois moins important 
et plus difficile, les caractères qui pourraient ser- 
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vir de base n'étant point alors à beaucoup près 
aussi tranchés. Il a donc été naturel que l'esprit 
humain s’occupât d’abord de classer les surfaces. 
Mais on doit sans doule espérer que cel ordre de 
considérations s'étendra plus tard jusqu'aux cour- 
bes. On pent même apercevoir déjà entre elles 
quelques familles vraiment naturelles, comme 
celle des paraboles quelconques, el celle des hyÿ- 
perboles quelconques , etc. Néanmoins, il n'a élé 
encore produit aucune conception générale di- 
rectement propre à déterminer une toile classifi- 
cation. 

Ayant ainsi exposé aussi neitement qu'il m'a 
été possible , dans celte leçon et dans l’ensemble 
des quatre précédentes, le véritable: caractère phi* 
losophique de la section Ja plus générale et la 
plus simple de la mathématique concrète , je dois 
maintenant entreprendre le même travail relative- 
ment à la science immense et plus compliquée de 
la mécanique rationnelle. Ce sera l’objet des quatre 
leçons suivantes. 


+. 
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QUINZIÈME LECON. 


SOMMAIRE. Considérations philosophiques sur les principes 
fondamentaux de la mécanique rationnelle. 


Les phénomènes mécaniques sont, par leur 
nature, comme nous l'avons dé Jà remarqué, à la 
fois plus particuliers, plus compliqués et plus 


| concrets queles phénomènes géomélriques. Aussi, 


conformément à l’ordre encyclopédique établi 
dans cet ouvrage , plaçons-nous la mécanique ra- 
tionnelle après la géométrie dans cette exposition 
philosophique dela mathématique concrète, 
comme étant nécessairement d’une étude plus 


difficile, et par suite moins perfectionnée. Les 


questions géométriques sont toujours compléie- 
ment indépendantes de toute considération mé- 
canique , tandis que les questions mécaniques se 
compliquent constamment des considérations 


géométriques, la forme des corps devant influer 


inévitablement sur les phénomènes du mou- 
TOME I. 97 


ÿ 


dde | 


540 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


vement ou de l'équilibre. Cette coMplication est 
souvent telle, que le plus simple changement 
dans la forme d'un corps suffit seul pour aug- » 
menter extrêmement les difficultés du problème 
de mécanique dont il est le sujet, comme on peut 
s’en faire une idée en considérant, par exemple, 
l’importante détermination de la gravitation mu- 
tuelle de deux corps en résultat de celle de tou- 
tes leurs molécules, question qui n’est encore 
complétement résolue qu'en supposant à ces 
corps une forme sphérique, et où, par consé- 
quent, le principal obstacle vient évidemment des 
circonstances géométriques. le 
Puisque nous avons reconnu dans les leçons 
précédentes que le caractère philosophique de la 
science géométrique élait encore altéré à un cer- 
tain degré par un reste d'influence très-sensible, 
de l'esprit métaphysique, on doit s'attendre natu- 


: 


rellement, vu cette plus grande complication né- 
cessaire dela mécanique rationnelle, À l'en troûver 
bien plus profondément affectée. C'est ce qui 
n’est, en effet} que trop facile à constatér. Le … 
caractère de science naturelle, encore*plus évis M 
demment inhérent à la mécanique qu'à la géo- 
métrie, est aujourd’hui complétement déguisé. 
dans presque tous les esprits, par l'emploi des 
considérations ontologiques. On remarque, dans 
toutes les notions fondamentales de cette science, 


a. | 
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une confusion profonde et continuelle entre le 
point de vue abstrait et le point de vue concret, 
qui empêche de distinguer nettement ce qui est 
réellement physique de ce qui est purement lo- 
gique, et de séparer avec exactitude les concep- 
tions artificielles uniquement destinées À faciliter 
Vétablissement des lois générales de l'équilibre 
ou du mouvement, des faits naturels fournis par 
lobservation effective du monde ‘extérieur, qui 
constituent les bases réelles de la science. On peut 
même reconnaître que l’immense perfectionne- 
ment de lamécanique rationnelle depuis un siècle, 
Soit sous le rapport de l'extension de ses théories, 
soit quant À leur coordination , a fait en quel- 
quesorte rétrograder sous ce rapport la conception 
philosophique de la science, qui est communé- 
mentexposée aujourd’hui d’unemanière beaucoup 
moins nette que Newton ne l'avait présentée..Ce 
développement ayant été, en effet, essentiellement 
obtenu par l'usage de plus en plus exclusif de l'a- 
nalyse mathématique, l'importance prépondérante 
de cet admirable instrument a fait graduellement 
contracter l’habitude de ne voir dans la méca- 
nique rationnelle que de simples questions d’ana- 
lyse; et, par une extension abusive, quoique 
très-naturelle, d’une telle manière de procéder, 
on a tenté d'établir, 4 priori, d'après des con- 
Sidérations purement anal yliques, jusqu'aux 


37. 
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principes fondamentaux de la science, que New- 
ton s'était sagement borné à présenter comme des 
résultats de la seule observation. C'est ainsi, par 
exemple, que Daniel Bernouilli, d’Alembert, 
et, de nos jours, Laplace, oni essayé de prouver 
la règle élémentaire de la composition des forces 
par des démonstrations uniquement analytiques, 
dont Lagrange seul a bien aperçu l'insuffisance 
radicale et nécessaire. Tel est, maintenant en- 
core, l'esprit qui domine plus ou moins chez tous 
les géomètres. Il est néanmoins évident en thèse 
générale, comme nous l'avons plusieurs fois 
remarqué, que l'analyse mathématique , quelle 
que soit son extrême importance , dont j'ai 
tâché de donner une juste idée, ne saurait.être, 
par sa nature, qu'un puissant moyen de dé- 
duction, qui, lorsqu'il est applicable, permet 
de perfectionner une science au degré le plus émi- 
nent, après que les fondemens en ont été posés , 
mais qui ne peut jamais suffire à établir. ces 
bases “elles-mêmes. S'il était possible de consti- 
tuer'entièrement la science de la mécanique d'a= 
près de simples conceptions analytiques, on. me 
pourrait se représenter comment une telle science 
deviendrait jamais vraiment applicable à l'étude 
effective de la nature. Ge qui établit la réalité de 
la mécanique rationnelle, c’est précisément, aus 
contraire, d'être fondée sur quelques faits géné- 
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raux, immédiatement fournis par l'observation , 
et que tout philosophe vraiment positif doit en- 
. visager, ce me semble , comme n'étant suscepti- 
… bles d'aucune explication quelconque. Il est done 
certain qu'on a abusé en mécanique de l'esprit 
analytique, beaucoup plus encore qu’en géomé- 
tie. L'ubjet spécial de cetteleçon est d'indiquer 
comment, dans l’état actuel de lascience , on peut 
établir nèttement son véritable caractère philoso- 
Phique, et la dégager définitivement de toute 
influence métaphysique, endistinguant constam- 
ment le point de vue abstrait du point de vuecon- 
cret, et en effectuant une séparation exacte entre 
la partie simplement expérimentale de la science, 
et la partie purement rationnelle, D’après le but de 
- cetouvrage, un tel travail doit nécessairement pré- 
» céder les considérations générales sur la composi- 
- tion effective de cette science, qui seront succes- 
sivément exposées dans les trois lecons suivantes. 
Commençons par indiquer avee précision l’ob- 

. jet général de la science. 
On a l’habitude de remarquer d’abord, et avec 
* beaucoup de raison, que la mécanique ne consi- 
dère point, non-seulement les causes premières 
des mouvemens, qui sont en dehors de toute 
“philosophie positive, mais même les circon- 
. stances de leur production, lesquelles, quoique 
# Éonstituant réellement un sujet. intéressant de 


L 
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recherches positives dans les diverses parties de la 

physique, ne sont nullement du ressort de la 

mécanique, qui se borne à envisager le mouve- 

ment en lui-même, sans s’enquérir de quelle ma- 

nière il a été déterminé. Ainsi les forces ne 
sont autre chose, en mécanique, que les mouve- 
mens produits ou tendant à se produire; et deux 
forces qui impriment à un même corps la même: 
vitesse dans la même direction sont regardées 
comme identiques, quelque diverse que puisse 
être leur origine, soit que le mouvement pror 
vienne des contractions musculaires d’un animal, 

ou de la pesanteur vers un centre attractif, ou 
du choc d’un corps quelconque, ou de la dilata- 
tion d’un fluide élastique, etc. Mais, quoique 
cette manière de voir soit heureusement devenue 
aujourd’hui tout-à-fait familière, il reste encore 
aux géomètres à opérer, sinon dans la concep- 
tion même, du moins dans Île langage habituel , 
une réforme essentielle pour écarter entièrement 
l’ancienne notion métaphysique des forces, el 
indiquer plus netiement qu'on ne le fait encore 
le véritable point de vue de la mécanique (1). 


(1) Il importe de remarquer aussi que le nom même de la 


science est extrêmement vicieux, en ce qu’il rappelle seulement 


une de ses applications les plus secondaires , ce qui devient habi- 
tucllement une source de confusion, qui oblige à ajouter fré- 


quemment l'adjectif rationnelle, dont la répétition ; quoiqu'insi 


&: 
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. Cela posé, on peut caractériser d’üne manière 
tmès-précise le problème général de la mécanique 
rationnelle. Il consiste à déterminer leffet que 
produiront sur un corps donné différentes forces 
quelconques agissant simultanément, lorsqu'on 
connaît Île mouvement simple qui résulterait 
de l’action isolée de chacune d’elles; ou , en pre- 
nant la question en sens inverse , à détérminér les 
mouvemens simples dont la combinaison donne- 
rail lieu à un mouvement composé connu. Get 
énoncé montre exactement quelles sont néces- 
sairement les données et les inconnues de toute 
question mécanique. On voit que l'étude dé l’ac- 
üon d'une force unique n'est jamais, à proprement 
parler, du domaine de la mécanique rationnelle, 
où elle est toujours supposée connue, car le 
second problème général n’est susceptible d’être 
résolu que comme étant l'inverse du premier. 
Toute la mécanique porte donc essentiellement 
sur la combinaison des forces, soit que de leur 
‘concours il résulte un mouvement dont il faut 


étudier les diverses circonstances, 8oit que par 


leur neutralisation mutuelle le corps sé trouve 


& 
dispensable , est fastidieuse. Les philosophes ailemands, poux 
éviter cet inconvénient, ont créé la dénomination beaucoup plus 
philosophique de phoronomie | employée dans le traité d'Hér- 
mann , et dont l’adoption générale serait très-désirable. * 


à 
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dans un état d'équilibre dont il s’agit de fixer les 
conditions caractéristiques. 

Les deux problèmes généraux, l’un direct, 
l’autre inverse, dans la solution desquels consiste 
la science de la mécanique, ont, sous le rapport 
des applications, une importance égale; car, tan- 
tôt les mouvemens simples peuvent être immédia- 
tement étudiés par l’observation, tandis que Îa 
connaissance du mouvement qui résultera de leur 
combinaison ne saurait être obtenue que par la 
théorie; et tantôt, au contraire, le mouvement 
composé peut. seul être effectivement observé, 
tandis que les .mouvemens simples , dont on le 
regardera comme le produit, ne sont susceptibles 
d’être déterminés que rationnellement. Ainsi, par 
exemple, dans le cas de la chute oblique. des . 
corps pesans à la surface de la terre, on connaît 
les deux mouyemens simples que prendrait le 
corps par l’actionsisolée de chacune. des forces 
dont ilest animé, savoir, la direction et la vitesse 
du mouvement uniforme que produirait la seule 
“impulsion , etla loi d'accélération du mouvement 
vertical varié, qui résulierait de la seule pesan- 
teur ; dès-lors, on se propose de découvrir les 
diverses circonstances du mouvement composé. 
produit par l’action combinée de ces deux forces, 
c’est-à-dire de déterminer la trajectoire que 
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décrira le mobile, sa direction et sa vitesse 
acquise à chaque instant, le temps qu'il emploiera 
à parvenir à une certaine position, etc.; on pourra, 
pour plus de généralité, joindre aux deux forces 
données la résistance du milieu ambiant, pourvu 
que la loi-en soit également connue. La mécani- 
que céleste présente un exemple capital. de Ja 
question inverse, dans la détermination des for- 
ces qui produisent le mouvement des planètes 


autour du soleil, ou des satellites autour des pla- 


nètes. On ne peut alors connaître immédiatement 
que le mouvement composé, et c’est d’après les 
circonstances caractéristiques de ce mouvement, 
telles que Îles lois de Képler les ont résumées, 
qu'il faut remonïer aux forces élémentaires dont 
les astres doivent être conçus animés pour corres- 
pondre aux inouvemens effectifs; ces forces une 
fois connues, les géomètres peuvent ‘utilement 
reprendre la question sous le point de vueopposé, 
qu'il eût été impossible de suivre primitivement. 

La véritable destination générale de la mécani- 
querationnelle étant ainsi nettemént conçue, con- 
sidérons maintenant les principes fondamentaux 
sur lesquelselle repose, et d’abord'examinons un 
artifice philosophique de la plus haute importance 
relativement à la manière dont les corps doivent 
être envisagés en mécanique. Cette conception 
mérite d'autant plus notre attention qu'elle est 
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encore habituellement entourée d’un épais nuage 
métaphysique , qui en fait méconnaître la vraie 
nature. 

IL serait entièrement impossible d'établir’ au- 


cune proposition générale sur les lois abstraites 


de l'équilibre ou du mouvement, si on ne com- 
mencçait par regarder les corps comme absolument 
inertes, c'est-à-dire comme tout-à-fait incapa- 
bles de modifier spontanément l’action des for- 
ces qui leur sont appliquées. Mais la manière 


dont cette conception fondamentale est ordinai- 


rement présentée me semble radicalement vi- 
cieuse. D'abord cette notion abstraite, qui n’est 
qu'un simple artifice logique imaginé par l'es- 
prit humain pour faciliter la formation de la mé- 
canique rationnelle ; ou plutôt pour la rendre 
possible ,*est souvent confondue avec ce qu'on 
appelle fort improprement la lor d'inerüe, qui 
doit être regardée, ainsi que nous le verrons plus 
bas, comme un résultat général de l’observation: 
En second lieu, le caractère de ceite idée est 
d'ordinaire tellement indécis, qu’on ne sait point 
exactement si cel état passif des corps est pure- 
ment hypothétique, ou s’il représente la réalité des 
phénomènes naturels. Enfin, il résulte fréquem- 
ment de cette indétermination, que lesprit est 
involontairement porté à regarder les lois généra- 
les de la mécanique rationnelle comme étant par 
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elles-mêmes exclusivement applicables à ce que 


nous appelons les corps bruts, tandis qu’elles se 
vérifient nécessairement, au contraire, tout aussi 


bien dans les corps organisés, quoique leur appli- 
_ cation précise y rencontre de bien: plus grandes 


difficultés. Il importe beaucoup derectifier sous 


ces divers rapports les 1 notions häbituelles. 


: Nous devons nettement reconnaître avant tout 
que cet état passif des corps est une pure abstrac- 
tion , directement contraire à leur véritable con- 
stitution. | | 

Dans la manière de philosopher primitivement: 
employée par l'esprit humain, on concevait, en 
effet , la matière comme étant réellement par sa 
nature essentiellement inerte ou passive, toute 
activité lui venant nécessairement du dehors, 
sous l'influence de certains êtres surnaturels ou de 
certaines entités métaphysiques. Mais depuis que 
la philosophie positive a commencé à prévaloir , 
et que l'esprit humain s’est borné à ‘étudier le 
véritable état des choses, sans s’enquérir des cau- 
ses premières et génératrices, il est devenu évi- 


À «dent pour tout observateur que les divers corps 
naturels nous manifestent tous une activité spon- 


tanée plus ou moins étendue. Îl n’y a sous ce rap- 
port, entre les corps bruts et ceux que nous nom- 
imons par excellence animés, que de simpl es” 

différences de degrés. D'abord, les progrès de la 


ve 
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philosophie naturelle ont pleinement démontré, 
comme nous le constaterons spécialement plus 
tard, qu’il n’existe point de matière vivante pro- 
prement dite sui generis, puisqu'on retrouve 
dans les corps animés des élémens exactement 
identiques à ceux que présentent les corps ina- 
snés M plus, il est . de reconnaître dans 
ces derniers une activité spontanée exactement 
analogue à celle des corps vivans, mais seulement 
moins variée. N°y eût-il dans toutes les molécules 
matérielles d'autre propriété que la pesanteur, 
cela suffirait pour interdire à tout physicien de 
les regarder comme essentiellement passives. Ge 
serait vainement qu'on voudrait présenter les 
corps sous un point de vue entièrement inerte 


dans Vacte de la pesanteur, en disant qu'ils ne 
font alors qu'obéir à l'attraction du globe terrestre. 


Cette considération füt-elle exacte, on n'aurait 


fait évidemment que déplacer la difhiculté, en! 


transportant à la masse totale de la terre l’activité 
refusée aux molécules:isolées. Mais, de plus, on 
voit clairement que, dans sa chute vers le cenire 


de notre globe, un corps pesant est: tout aussi 


actif que la terre elle-même, puisqu'il est prouvé. 
que chaque molécule de ee corps attire une par- 


RUES ? 

tie équivalente de la terre tout autant qu elle en 

est attirée, quoique cette dernière attraction pro- 
- . | . \ . »° 

duise seule un effet sensible , à raison de l'immense 


Er 
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inégalité des deux masses. Enfin, dans une foule 
d’autres phénomènes évalement universels, ther- 
mologiques, électriques, ou chimiques, la ma- 
tière nous présente évidemment une activité 
spontanée très-variée, dont nous ne saurions 
plus la concevoir entièrement privée. Les corps 
vivans ne nous offrent réellement à cet égard 
d'autre caractère particulier que de manifester, 
outre tous ces divers genres d'activité , quelques- 
uns qui leur sont propres, et que les Beysolés 
gistes tendent CHENE 2er plus en plus à envi- 


sager comme une simple modification des précé-. 


dens. Quoi qu len soit, il est incontestable que 
l'état purement passif, dans lequel les corps sont 
considérés en mécanique rationnelle, présente, 
sous le point de vue physique, 1 une véritable ab- 
_ surdité. | 
Examinons maintenant comment til est possible 
- qu'une telle supposition soit employée sans aucun 
inconvénient dans l'établissement des lois ab- 
Straites de l'équilibre et du mouvement, qui n’en 
Iseront pas moins susceptibles ensuite d’être con- 
venablement appliquées aux corps réels. Il suffit , 
pour cela, d’avoir égard à l’importante remarque 
préliminaire rappelée ci-dessus, que les mouve- 
mens sont simplement considérés en eux-mêmes 
dans la mécanique rationnelle , sans aucun égard 
au mode quelconque de leur production. De là 
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résulte évidemment , pour me conformer au lân- 
gage adopté, la faculté de remplacer à volonté 
toute force par une autre d’une nature quelcon- 
que, pourvu qu’elle soit capable d'imprimer au 
corps exactement le même mouvement. D’après . 
cette considération évidente, on conçoit qu'il est 
possible de faire abstraction des diverses forces 
qui sont réellement inhérentes aux corps , et de 
regarder ceux-ci comme seulement sollicités par 
des forces extérieures, puisqu'on pourra substi- 
tuer à ces forces intérieures des forces extérieures 
mécaniquement équivalentes. Aïnsi, parexemple, 
quoique tout corps soit nécessairement pesant, 
et que nous ne puissions même concevoir réelle- 
ment un corps qui ne le serait pas, les géomètres 
considèrent, dans la mécanique abstraite, les 
corps comme étant d’abord entièrement dépouil- 
lés de cette propriété, qui -est implicitement 
comprise au nombre des forces extérieures, si 
Von a envisagé, comme il convient , un système 
de forces tout-à-fait quelconque. Que le corps, 
dans sa chute, soit mü par une attraction in> 


“ 


terne, ou qu'il obéisse à une simple impulsion | 
extérieure, cela est indifférent pour la mécaui 
que rationnelle; silemouvement effectif se trouve 
être exactementidentique, et l’on pourra par con; 
séquent adopter de préférence la dernière concep- 
tion. Il en est nécessairement ainsi relativement 
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à Moute autre propriété naturelle » qu'il séra 
L1 . , y . 
toujours possible de remplacer par la SUpposition 

21 #. . É . 1 = 
d’une action externe, construite de maniêre à pro- 


. ; A ” 
duire le méme mouvement, ce qui permettra de 


se représenter le corps comme purement passif; 


seulement, à mesure que observation ou l'ex- 
périence feront connaître avec plus de précision 
les lois de ces forces intérieures , il faudra tou- 
Jours modifier en conséquence le système des 
forces extérieures qu’on leur substitue hypothé- 
tiquement, ce qui conduira souvent à une très- 
grande complication. Ainsi, par exemple, l’ob- 


servation ayant appris que le mouvement vertical 


d'un corps en vertu de sa pesanteur n’est point 
uniforme, mais continuellement accéléré, on ne 
pourra point l’assimiler à celui qu'imprimerait au 
Corps une impulsion unique dont l’action ne se 
renouvellerait plus, puisqu'il en résulterait évi- 
demment une vitesse constante: on sera donc 
obligé de concevoir le corps comme ayant reçu 


successivement, à des intervalles de temps infini- 


ment pelits, une série infinie de chocs infiniment 


petits, tels que, la vitesse produite par chacun 


s'ajoutant d’une: manière continue à celle qui 
résulte de l’ensemble des précédens, le mouve- 
ment effecüif soit indéfiniment varié; et si l’expé- 
rience prouve que l'accélération du mouvement 
est uniforme*, on supposera tous ces chocs suc- 


LA 
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cessifs-constamment égaux entre eux : dans tout 
autre cas, il faudra leur supposer, soit pour la 
direction, soit pour l'intensité, une relation 
exactement conforme à la loi réelle de la varia- 
tion du mouvement; mais, à ces conditions , il 
est clair que la substitution sera toujours pos- 


sible. 


Il serait inutile d’insister beaucoup pour faire 


sentir l'indispensable : nécessité de supposer les 
corps dans cet état complétement passif, où l’on 
n’a plus à considérer que les forces extérieures 


qui leur sont appliquées, afin d'établir les lois | 


abstraites de équilibre et du mouvement. On 
conçoit que s’il fallait d’abord tenir compte de la 
modification quelconque que le corps peut impri- 
mer, en vertu de ses forces naturelles, à l’action 
de chacune de ces puissances extérieures, on ne 
pourrait établir, en mécanique rationnelle, Ja 
moindre proposition générale , d'autant plus que 
cette modificatiori est loin, dansla plupart des cas, 
d’étre exactement connue. Cen’est donc qu'en 


commençant par en faire totalement,abstraction ;! 


5 « 


pour ne penser qu'à la réaction des forces les unes 


sur les autres, quil devient possible de fonder” 


une mécanique abstraite, de laquelle on passera 
ensuite à la mécanique concrète, en restituant 4ux 
corps leurs. propriétés actives naturelles, primis 
livement écartées. Cette restitution éonstitue, en 
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effet, la principale difficulté qu'on éprouve pour 
opérer la trañsition de l’abstrait au concret en 
mécanique, difficulté qui limite singulièrement 
dans la réalité les applications importantes de 
celte science, dont le domaine théorique est, en 
lui-même, nécessairement indéfini. Afin de don- 
ner une idée de la portée de cet obstacle fonda- 
mental, on peut dire que, dans l'état actuel de 
lascience mathématique, iln’y a vraiment qu’une 
seule propriété naturelle et générale des corps 
dontinous sachions tenir compte d’une manicre 
convenable, c’est la pesanteur, soit terrestre , soit 
universelle; et encore faut-il supposer, dans ce 
dernier cas, que la forme des corps est suffisam- 
ment simple. Mais si cette propriété se complique 
de quelques autres circonstances physiques, 
comme la résistance des milieux » les frotte- 
mens, etc., si même les corps sont seulement sup- 
posés à l’état fluide, ce n’est encore que fort im- 
parfaitement qu'on est parvenu jusqu'ici à en 
apprécier l'influence dans les phénomènes méca- 
niques. À plus forte raison nous est-il impossible 
de prendre en considération les propriétés. élec- 
iriques ouschimiques , et, bien moins encore, les 
| propriétés physiologiques. Aussi les grandes ap- 
plications de la mécanique rationnelle sont-elles 
réellement bornées jusqu'ici aux seuls phénomé:- 
nes célestes, et même à ceux de notre système 
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solaire, où il suffit d’avoir uniquement égard à 
une gravitation générale, dont la loï est simple et 
bien déterminée, et qui présente néanmoins 
des difficultés qu’on ne sait point encore sur- 
monter complétement, lorsqu'on veut tenirun 
compteexact de toutes les relations secondaires 
susceptibles d'effets appréciables. On conçoit par 
là à quel degré les questions doivent se com- 
pliquer quand on passe à la mécanique terrestre, 
dont la plupart des phénomènes , même les plus 
simples, ne comporteront probablement jamais, 
vu la faiblesse de nos moyens réels, une étude 
purement rationnelle et pourtant exacte d’après 
les lois générales de la mécanique abstraite, quoi- 
que la connaissance de ces lois, d'ailleurs évi- 
demment indispensable #puisse souvent conduire 
x des indications importantes. ALL 

Après avoir expliqué la véritable nature de la 
conception fondamentale relative à l'état dans 
lequel les corps doivent être supposés en méca- 
nique rationnelle ; il nous reste à considérer les 
faits généraux ou les lois physiques du mouvement 
qui peuvent fournir une base réelle aux théories 
dont la science se compose. Cette importante ex- 
position est d'autant plus indispensable , que; 
comme je l'ai indiqué ci-dessus , depuis qu'on 
s’est écarté de la route suivie par Newton, on a 
complétement méconnu le vrai caractère de ces 
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lois , dont la notion ordinaire est encore essentiel- 
iement métaphysique. 

Les lois fondamentales du mouvement me sem- 
blent pouvoir être réduites à trois » Qui doivent 
être envisagées comme de Fa résultats de 
l'observation, dont il estabsurde de vouloirétablir 
a priort la réalité, bien qu'on l’ait tenté fréquem- 
ment. 

La premiére loi est celle qu’on n désigne fort mal 
à propos sous le nom de Loi d'inertie. Elle a été 
découverte par Kébpler.- Elle consiste propre- 
ment en ce que tout mouvement est naturelle- 
ment rectiligne et uniforme , c’est-à-dire que tout 
corps soumis à l'action d’une force unique quel- 
conque , qui agit sur lui instantanément, se meut 
constamment en ligne droite et avec une vitesse in- 
variable. L'influence de l'esprit éhahysique se 
manifeste particulièrement dans la manière dont 
cette loi est communément présentée. Au lieu de 
se borner à la regarder comme un fait observé, on 
a prétendu la démontrer abstraitement, par une 
application du principe de la raison suffisante , 
qui n'a pasla moindre solidité. En effet, pour ex- 
pliquer , par exemple, la nécessité du mouvement 
rectiligne , on dit que le corps devait suivre la 
ligne droite , parce qu'il n "y a pas de raison pour 
qu'il s’écarte d’un côté plutôt que d’un autre de 
sa direction primitive. Il est aisé de constater l’in- 
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validité radicale et même l’insignifiance complète 
d’une telle argumentation. D'abord, comment 
pourrions-nous être assurés qu'iln’y a pas de rar- 
son pour que le corps se dévie ? que pouvons-nous 
savoir à cet égard, autrementque par l'expérience? 
Les considérations a priori fondées sur la nature 
des choses ne nous sont-elles pas complétement 
et nécessairement interdites en philosophie posi- 
iive ? D'ailleurs un tel principe, même quand on 
Jadmettrait, ne comporte par lui-même qu'une 
application vague et arbitraire. Car, à l’origine 
du mouvement, c’est-à-dire à l'instant même où 
Pargument devrait être employé, il est clair que 
là trajectoire du corps n'a point encore de carac- 
tère géométrique déterminé , et que c’est seule- 
ment après que le corps a parcouru un certain 
espace qu’on peut constater quelle ligne il décrit. 
Il est évident, par la géométrie, que le mouve- 
ment initial, au lieu d’être regardé comme rec- 
tiligne, pourrait être indifféremment supposé 
circulaire, parabolique, ou suivant toute autre 
ligne tangente à la trajectoire effective, en sorte 
que la même argumentation répétée pour cha- 
eune de ces lignes, ce qui serait tout aussi légi- 
time, conduirait à une conclusion absolument 
indétérminée, Pour peu qu'on réfléchisse sur un 
tel raisônnement, on ne lardera pas à reconnaître 
que, comme toutes les prétendues explications 
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métaphysiques , il se réduit réellement à répéter 
en termes abstraits le fait lui-même, et à dire 
que les corps ont une tendance naturelle à se 
mouvoir en ligne droite, ce qui était précisément 
la proposition à établir, L’insignifiance de ces 
considérations vagues et arbitraires finira par de- 
 vemr palpable “si l’on remarque que, par suite 
de semblables argumens, les philosophes de l'an: 


» tiquité, et particulièrement Aristote, avaient , 


au contraire, regardé le mouvement circulaire 
comme naturel aux astres , en ce qu'il estle plus 
parfait de tous, conception qui n’est également 
que l’énonciation abstraite d’un phénomène mal 
analysé. 

Je me suis borné à indiquer la critique des 
ralsonnemens ordinaires relativement à la pre- 
mière partie de la loi d'inertie. On peut faire des 
remarques parfaitement analogues au sujet de la 
seconde partie, qui concerne l’invariabilité de Ja 
vitesse , et qu'on prétend aussi pouvoir démon- 
irer abstraitement , en se bornant à dire qu’il n’y 
a pas de raison pour que le corps se meuve jamais 

plus lenjéement ou plus rapidement qu’à l’origine 
du mouvement. 

Ce n’est donc point sur de telles considérations 
quon peut solidement établir une loi aussi im- 

… Portante, qui est un des fondemens nécessaires 
de toute la mécanique rationnelle. Elle nesaurait 
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avoir de réalité qu'autant qu’on la conçoit comme 
basée sûr l'observation. Mais, sous ce point de 
vue, l'exactitude en est évidente d’après lesfaitsles 
plus communs. Nous avons continuellement oc- 
casion de reconnaître qu’un corps animé d'une 
force unique se meut constamment en ligne droite; 
et , s'il se dévie, nous pouvons aisément consta- 
ter que cette modification tient à l’action simul- 
tanée de quelque autre force, active ou passive : 
enfin les mouvemens curvilignes eux-mêmes nous 
montrent clairement , par les phénomènes variés 
dus à ce qu’on appelle la force centrifuge, que 
les corps conservent constamment leur tendance 
naturelle à se mouvoir en ligne droite. I n'y a 
pour ainsi dire aucun phénomène dans la nature 
qui ne puisse nous fournir une vérification sensible 
de cette loi, sur laquelle est en"partie fondée toute 
l'économie de l'univers. Il en est de même relat- 
vement à l’uniformité du mouvement. Tous les 
faits nous prouvent que, si le mouvement primi- 
tivement imprimé se ralentit toujours graduelle- 
ment et finit par s’éteindre entièrement, cela pro- 
vient des résistances que les corps rencontrent 
sans cesse , et sans lesquelles l'expérience nous 


porte à penser que la vitesse demeurerait indéfi- 


niment constante, puisque nous voyons ausmenr 
ter sensiblement la durée de ce mouvement à 


mesure que nous diminuons l'intensité de ces obs- 
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tacles. On sait que le simple mouvement d’un 
pendule écarté de la verticale, qui, dans les cir- 
constances ordinaires, se maintient à peine pen- 
dant quelques minutes, a pu se prolonger ; jus- 
qu'à plus de trente heures, en diminuant autant 
que possible le frottement au point de la suspen - 
sion; et faisant osciller le corps dans un vide très- 
approché, lors des expériences de Borda à 

l'Observatoire de Paris pour déterminer la lon- 
gueur du pendule à secondes par rapport au mètre. 
Les géomètres citent aussiavec beaucoup de raison; 
comme une preuve manifeste de la tendance na- 
turelle des corps à conserver indéfiniment leur 
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vitesse acquise, l’invariabilité rigoureuse qu'on 


remarque si clairement dans les mouvemens cé- 
lestes, qui, s’exécutant dansun milieu d’unerareté 
extrême » Se trouvent dans les circonstances les 
plus favorables à une parfaite observation de là 

“oi d'inertie , et qui, en effet, depuis vingt siè= 
cles qu'on les étudie avec quelque exactitude, ne 
nous présentent point encore la moindre altéra- 
tion certaine , quant à la durée des rotations, ou 
à celledes révolutions, quoique la suite des temps 
et le perfectionnement de nosmoyens d’apprécia- 
tion doivent probablement nous dévoiler un jour 

_ quelques variations encore inconnues. 


Nous devons donc regarder comme une grande 


ioi de la nature cette tendance spontanée de tous 
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les corps à se mouvoir en ligne droite et avec une 
vitesse constante. Vu la confusion extrême des 
idées communes relativement à ce premier prin- 
cipe fondamental, il peut être utile de remarquer 
expressément ici que cette loi naturellesest tout … 
aussi applicable aux corps vivans qu'aux corps 
inertes pour lesquels on la croit souvent exclusive- 
ment établie, Quelle que soit l’origine deel'im- 
pulsion qu’il a reçue, un corps vivant tend-à per-s 
sister, comme un corps inerte, dans la direction 
de son mouvement , et à conserver sa vitesse ac- 
quise :.seulement il peut se développemen luides 
forces susceptibles de modifier ou de supprimer 
ce mouvement, tandis que, pour les autres corps; 
ces modifications sont exclusivement dues à des. 
agens extérieurs. Maïs, dans ce cas même , nous 
pouvons acquérir une preuve directe et person- 
nelle de l’universalité de Ja loi d'inertie en con- 
sidérant l'effort très-sensible que nous sommes 
obligés*de faire pour changer la direction oula 
vitesse de notre mouvement effectif, à tel 
point, que lorsque ce mouvement est très-rapide, 
il nous est impossible de le modifier ou de le 
suspendre à l'instant précis où nous le désire- 
rions. | 
La seconde loi fondamentale du mouvement 
est due à Newton. Elle consiste dans le principe 


de l'égalité constante et nécessaire entre l’aétion 
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et la réaction; c’est-à-dire, que toutes les fois 
qu'un corps est mû par un autre d’une manière 
quelconque, il exerce sur lui, en sens inverse, 
unéréaclion telle, que le second perd, en raisondes 
masses , unie quantité de mouvement exactement 
égale à celle que le premier a reçue. On a essayé 
quelquefois d'établir aussi & priori , ce théorème 
général de philosophie naturelle, qui n’en est pas 
plus susceptible que le précédent. Mais ila été 
beaucoup moins le sujet de considérations so- 
phistiques ; ét presque tous les géomètres s’accor- 
dent maintenant à le regarder d’après Newton 
comme un simple résultat de l'observation ;, 
ce qui me: dispense:ici destoute discussion ana-: 
logue à celle de la loi d'inertie. Cette égalité 
dans l’action réciproque des corps se manifeste 
dans tous les phénomènes naturels, soit que les 
corps agissent les uns sur les autres par impulsion, 
soil qu'ilsagissent par attraction ; il serait superflu 
d'en citer ici des exemples: Nous avons même 
tellement occasion de constater cette mutualité 
dans nos observations les plus communes, que 
nous ne saurions plus concevoir un corps agissant 
sur un autre, Sans que celui-ci réagisse sur lui. 

Jescrois devoir seulement indiquer, dèsce mo- 
ment, au sujet de cette seconde loi du mouve- 
ment , une remarque qui me semble importante, 
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et qui d’ailleurs sera convenablement développée 
dans la dix-septième leçon. Elle consiste en ce que 
le célèbre principe de d’Alembert , d'après lequel 
on parvient à transformer si heureusement toutes 
les questions de dynamique en simples questions 
de statique, m'est vraimentautre chose que la gé- 
néralisation complète de la loi de Newton, éten- 
due à un système quelconque de forces. Ce prin- 
cipe en effet coïncide évidemment avec celui 
de l'égalité entre l'action et la réaction, lorsqu'on 
ne considère que deux forces. Une telle corréla- 
tion permet de concevoir désormais la proposi- 
tion générale de d’Alembert comme ayant une 
base expérimentale, tandis qu’elle n’est commu- 
nément établie jusqu'ici que sur des considéra- 
tions abstraites peu satisfaisantes. 

La troisième loi fondamentale du mouvement 
me paraît consister dans ce que je propose d’ap- 
peler le principe de: l'indépendance où de la 
coexistence des mouvemens, qui conduit immé- 
diatement à ce qu’on appelle vulgairement la com: 
position des forces. Galilée est, à proprement par: 
ler, le véritable inventeur de cette loi, quoiqu'il 
ne l'ait point conçue précisément sous la forme 
que je crois devoir préférer ici. Considéréessous 
le point de vue le plus simple, elle se réduit à ce 
fait général, que tout mouvement exactement 
commun à tous les corps d’un système quelcon= 
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que n’altère point les mouvemens particuliers de 
ces  différens corps les uns à l'égard des autres, 
mouvemens qui continuent à s’exécuter comme 
si l'ensemble du système était immobile. Pour 
énoncer cet important principe avec une préci- 
sion rigoureuse, qui n'exige plus aucune restric- 
tion , 1l faut concevoir que tous les points du sys- 
tème décrivent à la fois des droites parallèles et 
égales, et considérer que ce mouvement général, 
avec quelque vitesse et dans quelque direction 
qu'il puisse avoir lieu, n’affectera nullement les 
mouvemens relatifs. 
Ce serait vainement qu’on tenterait d'établir 
par aucune idée à priori cette grande loi fonda- 
mentale, qui n’en est pas plus susceptible que 
les deux précédentes. On pourrait, tout au plus, 
concevoir que si les corps du système sont entre 
eux à l’état de repos, ce déplacement commun, qui 
ne change évidemment ni leurs distances ni leurs 
situations respectives, ne saurait altérer cette 1m- 
mobilité relative : encore même, l’ignorance abso- 
Jue où nous sommes nécessairement de la nature 
intime des corps et des phénomènes, ne nous 
permet point d'affirmer rationnellement, avecune 
sécurité parfaite, que l'introduction de cette cir- 
constance nouvelle ne modificra pas d’une ma- 
nière inconnue les conditions primitives du sys- 
tème.Mais l'insuffisance d’une telleargumentation 
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devient surtout sensible quand on essaie de 
l'appliquer au cas le plus étendu et le plus impor- 
tant, à celui où les différens corps du’ système 
sont en mouvement les uns à l’égard des autres. 
En s’attachant à faire abstraction, aussi complé- 
tement que possible ;, des observationssi connues 
ct si variées qui nous font reconnaître .alors 
l'exactitude physique de ce principe, il sera facile 
de constater qu'aucune considération rationnelle 
ne nous donne le droit de conclure & prior que 
le mouvement général ne fera naître aucun chan- 
gement dans les mouvemens particuliers. Gela:est 
tellement vrai, que lorsque Galilée a exposé pour 
la première fois cette grande loi dela nature, ül 
s’est élevé de toutes parts une foule d’objections 
a priori tendant à prouver limpossibilité ra- 
tionnelle d’une telle proposition, qui n’a été una- 
nimement admise , que lorsqu'on a abandonné de 
point de vue logique pour se placer au point de 
vue physique. [its 
C’est donc seulement comme un simple résultat 
général de l'observation et de l'expérience que 
cette loi peut être en effet solidement établie. 
Mais, ainsi considérée, il est évident qu'aucune 
proposition de philosophie naturelle n’est fondée 
sur des:observations aussi simples , aussi diverses, 
aussi multipliées, aussi faciles à vérifier. Îl ne 
s'opère point dans le monde réel un seul phéno- 
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mène dynamique qui n’en puisse offrir une preuve 
sensible; et toute l’économie de l'univers serait 
évidemment bouleversée de fond en comble, si 
on Supposait que cette loi n’existât plus. C’est 
ainsi, par exemple, que dans le mouvement gé- 
néral d’un vaisseau, quelque rapide qu'il puisse 
être et suivant quelque direction qu’il ait lieu, 
les mouvemens relatifs continuent à s’exécuüter, 
sauf les altérations provenant du roulis et du tan- 
gage; exactement comme si le vaisseau était im- 
mobile , en se composant avecle mouvement total 
pour un observateur qui n’y participerait pas. De 
‘même , nous voyons continuellement le déplace- 
ment général d’un foyer chimique, ou d’un corps 
vivant, n'affecter en aucune manière les mouve- 
mens internes qui s’y exécutent. C’est ainsi sur- 
tout, pour citer l'exemple le plus important, que 
le mouvement du globé terrestre ne trouble nul- 
lement les phénomènes mécaniques qui s’opèrent 
à sa surface ou dans son intérieur. On sait que 
ignorance de cette troisième loi du mouvement 
a été précisément le principal obstacle scientifique 
qui s’est opposé pendant si long-temps à l’établis- 
sement dela théorie de Copernic, contre laquelle 
une telle considération présentait alors, en effet, 
des, objections insurmontables, dont les coper- 
niciens n'avaient essayé de se dégager que par de 
Yaines subtilités métaphysiques avant la décou- 
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verte de Galilée. Mais, depuis que le mouvement 
de la terre a été universellement reconnu, les 
géomètres l'ont présenté, avec raison, Comme of- 
frant lui-même une confirmation essentielle de 
la réalité de cette loi. Laplace a proposé à ce sujet 
une considération indirecte fort ingénieuse , que 
je crois utile d'indiquer ici, parce qu'elle nous 
montre le principe de l’indépendance des mou- 
vemens sous la vérification d’une expérience con- 
tinuelle et trés-sensible. Elle consiste à remar- 
quer que, si le mouvement général de la terre 
pouvait altérer en aucune manière lesmouvemens 
particuliers qui s'exécutent à sa surface, cette 
altération ne saurait évidemment être la même 
pour tous ces mouvemens quelle que fût leur di- 
rection, et qu'ils en seraient nécessairement 
diversement affectés suivant l'angle plus ou moins 
grand que ferait cette direction avec celle du 
mouvement du globe. Ainsi, par exemple, le mou- 
vement oscillatoire d’un pendule devrait alors 
nous présenter des différences très-considérables 
selon l’azimuth du plan vertical dans lequel il 
s’exécuie, et qui lui donne une direction tantôt 
conforme, tantôt contraire ,+ et fort inégalement 
contraire , à celle du mouvement de la terre; 
tandis que l'expérience ne nous manifeste jamais, 
à cet égard, la moindre variation, même en me- 
surant le phénomène avec l'extrême précision que 
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comporte, sous ce rapport, l’état actuel de nos 
moyens d'observation. 

Afin de prévenir toute interprétation inexacte 
et toute application vicieuse de la troisième loi 
du mouvement , il importe de remarquer que , 
per sa nature , elle n’est relative qu'aux mouve- 
mens de translation, et qu'on ne doit jamais l’é- 
tendre à aucun mouvement de rotation. Les mou- 
vemens de translation sont évidemment , en ef- 
fet, les seuls qui puissent étre rigoureusement 
communs, pour Île degré aussi bien que pour la 
direction, à toutés les diverses parties d’un Sys- 
tème quelconque. Cette exacte parité ne saurait 
jamais avoir lieu quand il s’agit d’un mouve- 
ment de rotation , qui présente toujours néces- 
sairement des inégalités entre les diverses parties 
du système, suivant qu’elles sont plus ou moins 
éloignées du centre de la rotation. C’est pour- 
quoi tout mouvement de ce genre tend constam- 
ment à altérer l’état du système, et l'altère en 
effet si les conditions de liaison entre les diverses 
parties ne constituent pas une résistance suffi- 
sante. Ainsi, par exemple, dans le cas d’un vais- 
seau; ce n’est pas le mouvement général de 
progression qui peut troubler les mouvemens 
particuliers ; le dérangement n'est dû qu’aux.ef- 
{ets secondaires du roulis et du tangage , qui sont 
des mouvemens de rotation. Qu’une montre soit 
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simplement transportée dans une direction quel- 
conque avec autant de rapidité qu'on voudra, 
mais sans tourner nullement , elle n'en sera ja- 
mais affectée ; tandis qu’un médiocre mouvement 
de rotation suffira seul pour déranger prompte- 
ment sa marche. La différenceentre ces deuxeffets 
deviendrait surtout sensible, en répétant l'expé- 
rience sur un corps vivant. Enfin , c'est par suite 
d’une telle distinction, que nous ne saurions avoir 
aucun moyen de constater, par des phénomènes 
purement terrestres , la réalité du mouvement de 
translation de la terre, qui n’a pu étre décou- 
vert que par des observations célestes ; tandis que, L 
relativement à son mouvement de rotation, il dé-. 
termine nécessairement à la surface de la terre, 
vu l'inégalité de force centrifuge entre les diffé- 
rens points du globe, des phénomènes très-sen- 
sibles, quoique peu considérables ; dont l'analyse 
pourrait suffire pour démontrer, indépen- 
damment de toute considération astronomique; 
l'existence de cette rotation. 

Le principe de l'indépendance ou de la coexis- 
tence dés mouvemens étant une fois établi , il. 
est facile de concevoir qu'il conduit immédiate 
ment à la règle élémentaire ordinairement usitée 
pour ce qu’on appelle la composition des forces, 
qui nest vraiment autre chose qu'une nouvelle 
manière de considérer et d’énoncer la troisième 
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loi du mouvement. En effet, la proposition du pa- 
rallélogramme des forces, envisagée sous le point 
de vue le plus positif, consiste proprement en ce 
que, lorsqu'un corps est'animé à la fois de deux 
mouvemens uniformes dans des directions quel- 
conques, 1] décrit , en vertu de leur combinaison, 
la diagonale du parallélogramme dont il eût dans 
le même temps décrit séparément les côtés en 
verlu de chaque mouvernent isolé. Or n’est-ce 
pas là évidemment une simpie application directe 
du principe de l'indépendance des mouvemens : 
d'après lequel le mouvement particulier du Corps 
lé long d’une certaine droite n’est nullement trou- 
blé par le mouvement général qui entraîne paral- 
lèlement à elle-même la totalité de cette droite 
le. long d’une autre droite quelconque? Gette con- 
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géométrique énoncée par la règle du parallélo- 
gramme des forces. C’est ainsi que ce théorème 
fondamental de la mécanique rationnelle me pa- 
raît être présenté directement comme une loi na- 
turelle, ou du moins comme une application 
immédiate d’une des plus grandes lois de la na- 
ture. Telle est, à mon gré, la seule manière 
vraiment philosophique d'établir solidement cette 
importante proposition, pour écarter définitive- 
ment tous les nuages métaphysiques dont elle est 
TOME I. | 39 
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encore environnée et la mettre complétement à 
l'abri de. toute, objection réelle. Foutes.les pré 
tendues démonstrations analytiques.qu'on à suc+ 
cessivement essayé d’ent donner d’après.des con- 
sidérations purement. abstraites, outre qu'elles 
reposent ordinairement sur une interprétation Vi- 
cieuse et sur une fausse application du principe 
analytique de l’homogénéité ; supposent d ailleurs 
que la proposition est. évidente par. elle-même 
dans certains cas. particuliers, quand, les deux 
forces, par exemple, agissent suivant,une même 
droite , évidence qui, ne peut résulter alors.que de 
l'observation effective de la loi naturelletde lin- 
dépendance des mouvemens , dont indispensabi- 
lité se trouve ainsi irrécusablement manifestée. Il 
serait étrange , en effet, pour quiconque envisage 
directement Ja question sous un point de vuephi- 
losophique, que, par de simples combinaisons lo= 
giques, l'esprit humain püt ainsi découvrir une loi 
réelle de la nature, sans consulter aucunement, le 
monde extérieur. 

Cette notion étant de Ja plus La ‘ao tel 
quant à Ja manière de concevoir la mécanique ras" 
tionnelle , et s’écartant beaucoup de la marche 
habituellement adoptée aujourd’hui, je erois de- 
voir la présenter encore sous un dernier,point de” 
vue quiachèvera de léclaircir, en montrant.que, 
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malgré tous les efforts des géomètres pour éluder 
à cet égard l'emploi des considérations expérimen- 
tales , la loi physique de l'indépendance des mou 
vemens reste implicitement, même de leur aveu 
unanime, une des bases essentielles de la méca- 
nique , quoique présentée sous uue forme diffé. 
rente et à une autre époque de l'exposition. 

Il suffit, pour cela, de reconnaître que cette 
loi, au lieu d’être exposée directement dans l’é- 
tude des prolégomènes de la science » Se retrouve 
plus tard admise par tous les géomèêtres, comme 
établissant le principe de la p'oportionnalité des 
vitesses aux forces, base nécessaire de Ja dyna- 
mique ordinaire. | 

Afin de saisir convenablement le vrai caractère 
de cette question , il faut remarquer que les rap- 
ports des forces peuvent être déterminés de deux 
manières différentes , soit par le procédé statique, 
soit par le procédé dynamique. En effet, nous ne 
Jugeons pas toujours du rapport de deux forces 
d'après l'intensité plus ou moins grande des mou- 
vemens quelles peuvent imprimer à un même 
. corps. Nous l’apprécions fréquemment aussi d’a- 
près de simples considérations d'équilibre mu- 
tuel, en regardant comme égales les forces qui , 
appliquées en sens contraire, suivant une même 
droite , se détruisent réciproquement , et ensuite 
comme double, triple, etc. d’une autre , la force 
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qui ferait équilibre à deux, trois, etc. , forces 
égales à celle-ci, et toutes directement opposées 
\ la seconde. Ce nouvéau moyen de mesure est , 
en réalité, tout aussi usité que le précédent. Cela 
posé , la question consiste essentiellement à savoir 
si les deux moyens sont toujours et nécessaire 
ment équivalens , c’est-a-dire si, les rapports des 
forces étant d’abord seujement définis par la con- 
sidération statique , ils’ensuivra , sous le pointde À 
vue dynamique, qu'elles imprimeront à une même 
masse des vitesses qui leur soient exactement pro- 
portionnelles. Cette corrélation m'est nullement 
évidente par elle-même ; tout au plus peut-on con- 
cevoir 4 priori que les plus grandes forces doivent 
nécessairement donner les plus grandes vitesses. 
Mais l'observation seule peut décider si c'est à #4 
première puissancedela force ou à toute autrefonc- 
tion croissante que la vitesse est proportionnelle. 

C’est pour déterminer quelle est, à cet égard, 
Ja véritable loi dela nature, que, de l’aveu de tous 
les géomètres et particuliérement de Laplace , il 
faut considérer le fait général de l'indépendance 
ou de la coexistence des mouvemens. Il est facile | 
de voir, d’après le raisonnement de Laplace, que 
la théorie de la proportionnalité des vitesses aux 
forces est une conséquence nécessaire et immé- 
diate de ce fait général, appliqué à deux forces 
qui agissent dans la même direction. Car, si un 
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corps , en verlu d’une certaine force, a parcouru 
un SRPACE déterminé suivant une certaine droite, 
et qu'on vienne à ajouter, selon la même direc- 
lion, une seconde force égale À la première; d’a- 
près la loi de l'indépendance des mouyemens , 
cette nouvelle force ne fera que déplacer la tota- 
lité de la droite d’ application d’une égale quantité 
dans le même temps, sans altérer le mouvement 
du corps le long de cette droite, en sorte que. 
par la composition des deux mouvemens , ce Corps 
aura effectivement parcouru un espace double de 
celui qui correspondait à la force primitive. Telle 
est la seule manière dont on puisse réellement 
constater la proportionnalité générale des vitesses 
aux forces, que je dois ainsi me dispenser de re- 
garder comme une quatrième loi fondamentale 
du mouvement, puisqu'elle rentre dans la troi- 
sième. 

Îl est donc évident que , quand on a cru pou- 
voir se dispenser en mécanique du: fait géné- 
ral de indépendance des mouvemens pour établir 
Ja loi fondamentale de la composition des forces, 
la nécessité de regarder cette proposition de phi- 
losophie naturelle comme une desbases indispen- 
sables de la science s'estreproduite inévitablement 
pour démontrer la loi non moins importante des 
forces proportionnelles aux vitesses, ce qui met 
. cette nécessité hors de toute contestation. Ainsi 
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quel a été le résultat réel de tous les efforts intel- 
lectuels qui ont été tentés pour éviter d'introduire 
directement, dans les prolésomènes de la méca- 
nique, cette observation fondamentale? seulement 
de paraître s'en dispenser en statique, et de ne 
la prendre évidemment en considération qu'aussi- 
tôt qu’on passe à la dynamique. Tout se réduit 
donc effectivement à une simple transposition. Îl 
est clair qu'un résultat aussi peu important n'est 
nullement proportionné à la complication des pro- 
cédés indirects qui ont été employés pour y par- 
venir , quand même ces procédés seraient logi- 
quement irréprochables , et nous avons expressé- 
ment reconnu Le contraire. Îl est donc , sous tous 
les rapports, beaucoup plus satisfaisant de se 
conformer franchement et directement à la néces- 
sité philosophique de la science, et , puisqu'elle M 
ne saurait se passer d’une base expérimentale, de 
reconnaître nettement éétte base dès l’origine. 
Aucune autre marche ne peut rendre compléte- 
ment positive une science qui , sans de tels fonde-. 
mens , conserverait encore un certain caractère 
métaphysique. 

Telles sont donc les trois lois physiques du mou 
vement qui fournissent à la mécanique rationnelle 
une base expérimentale suffisante, sur laquelle 
l'esprit humain , par de simples opérations logi=" 
ques , et sans consulter davantage le monde exté- 


st 
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rieur , peut solidement établir l'édifice sysléma- 
‘tique de la science. Quoique cés trois lois me 
semblent pouvoir suffire , je ne’vois 4 priori au- 

. Cuné raison de n'en point augmenter le nombre , 
si on parvenait éffectivement à constater qu'elles 
ne sont pas strictement complètes. Cette auginen- 
lation me paraîtrait un fort léger inconvénient 
pour la perfection rationnelle de la science, puis- 
que ces lois ne sauraient jamais évidemment être 
très-multipliées ; je regarderais comme préféra- 
ble ; en thèse générale , d’en établir une où deux 
de plus, si, pour l’éviter , il fallait recourir à des 
considérations trop détournées , qui fussent de 
nature à altérer le caractère positif de la science. 
Mais l’ensemble des trois lois ci-dessus exposées 
remplit convenablement , à mes yeux , toutes les 
conditions essentielles réellement imposées par la 
nature des théories de la mécanique rationnelle. 
En effet, la première, celle de Képler, dé- 
termine complétement l'effet produit par une 
force unique agissant instantanément : la seconde, 
celle de Newton, établit la règle fondamentale 
pour la communication du mouvement par lac 
“ion des corps les uns sur les autres ; enfin la troi- 
“ième , celle de Galilée, conduit immédiatement 
au théorème général relatif à la composition des 
mouvemens. On conçoit, d’après cela , que toute 
la mécanique des mouvemens uniformes ou des 
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forces instantanées peut être entièrement traitée 
comme une conséquence directe de la combinai-- 
son de ces trois lois, qui, étant de leur nature ex- 
trémement précises, sont évidemment susceptibles 
d'être aussitôt exprimées par des équations analy- 
tiques faciles à obtenir. Quant à la partie la plus 
étendue et la plus importante de la mécanique, 
celle qui en constitue essentiellement la difficulté, 
c’est-à-dire la mécanique des mouvemens variés 
ou des forces continues, on peut concevoir, d’une 
manière générale , la possibilité de la ramener à 
la mécanique élémentaire ‘dont nous venons d’in- 
diquer le caractère, par l'application de la mé- 
thodé infinitésimale, qui permettra de substituer, 
pour chaque instant infiniment petit , un mouye- 
ment uniforme au mouvement varié , d’où résul- 
terontimmédiatement les équations différentielles 
relatives à cette dernière espèce de mouvemens. 
Il sera sans doute fort important d'établir directe- 
ment et avec précision, dans les lecons suivantes, 
la manière générale d'employer une telle méthode 
vour résoudre les deux problèmes essentiels de la 
mécaniquerationnelle, et de considérer soigneuse- 
ment les principaux résultats que les géomètres 
ontainsiobtenus relativement aux lois abstraites de 
l'équilibre et lu mouvement. Mais il est, dès ce 
moment, évitent que la science se trouve réelle- 
ment fondée par l’ensemble des trois lois physi- 
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ques établies ci-dessus , et que tout le travail de- 
vient désormais purement rationnel , devant 
consister seulement dans l'usage À faire de 
ces lois pour-la solution des différentes ques- 
tions générales. En un mot, la séparation entre 
la partie nécessairement physique et la partie 

simplement logique de la science me semble 
pouvoir, être ainsi nettement effectuée d’une ma- 
nière exacte et définitive. 

: Pour terminer cet aperçu général du carac- 
ière philosophique de la mécanique rationnelle, il 
ne nous.reste plus maintenant qu'à considérer 
sommairement les divisions principales de cette 
science , les divisions secondaires devant être en- 
visagées dans les lecons suivantes. 

La première et la plus importante division na- 
turelle de la mécanique consiste à distinguer 
. deux ordres de questions, suivant qu’on se pro- 
pose la recherche des conditions de l’équilibre, 
ou l'étude des lois du mouvement, d’où la sta- 
dique, et la dynamique. 1} suffit d'indiquer une 
telle division, pour en faire comprendre directe- 
ment la nécessité générale. Outre la différence 
effective qui existe évidemment entre ces deux 
classes fondamentales de problèmes, il est aisé de 
concevoir & priori que les questions de statique 
doivent être, en général, par leur nature, bien 
plus faciles à traiter que les questions de dyna- 
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mique. Cela résulte essentiellement de ce que; 
dansles premières, on fait, comme on l’a dit avec 
raison, abstraction du temps ; c'est-à-dire que, 
le phénomène à étudier étant nécessairement 
instantané, on n’a pas besoin d’avoir égard aux 
variations que les forces du système peuvent 
éprouver dans les divers instans successifs. Cette 
considération qu'il faut, au contraire, introduire 
dans toute question de dynamique, ÿ constitue 
un élément fondamental de plus, qui en fait la. 
principale diffculté. Il suit, en thèse générale, : 
de cette différence radicale, que la statique 
tout entière, quand on la traite comme un cas 
particulier de la dynamique, correspond seule- 
ment à la partie de beaucoup la plus simple de la 
‘dynamique, à celle qui concerne la théorie des 
mouvemens uniformes , comme nous l’établirons 
spécialement dans la leçon suivante. 

- L'importance de cette division est bien elaire- 
ment vérifiée par l'histoire générale du dévelop- 
pement effectif de l'esprit humain. Nous voyons, 
en effet, que les anciens avaient acquis quelques 
connaissances fondamentales très-essentielles ré- 
lativement à l’équilibre, soit des solides, soit des 
fluides, comme on le voit surtout par les belles 
recherches d’Archimède , quoiqu'ils fussent. 
encore fort éloignés de posséder ‘une statique 
rationnelle vraiment complète. Au contraire, ils 
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ignoraient entièrement la dynamique, même la 
plus élémentaire; la première création de cette 
. Science toute moderne est due à Galilée 

Après cette division fondamentale, la distinc- 
tion la plus importante à établir en mécanique 
consiste à séparer, soit dans la statique, soit dans 
la dynamique, l'étude des solides et celle dès 
fluides. Quelque essentielle que soit cette di- 
vision , je ne la place qu'en seconde ligne, et su- 
bordonnée à la précédente, suivant la méthode 
établie par Lagrange, car c’est, ce me sem- 
ble, s'exagérer son influence que de la constituer 
division principale, comme on le fait encore 
dans les traités ordinaires de mécanique. Les 
principes essentiels de statique ou de dynamique 
sont, en effet, nécessairement les mêmes pour les 
fluides que pour les solides ; seulement les fluides 

exigent d'ajouter aux conditions caractéristiques 
“du système une considération de plus, celle re- 
lative à la variabilité de forme, qui définit géné- 
ralement leur constitution mécanique propre. 
Mais, tout en pl açant cette distinction au rang 
convenable , il est facile de concevoir à priori son 
extrême importance, et de sentir, en général, 
combien elle doit augmenter la difficulté fonda- 
mentale des questions, soit dans la statique, soit 
surtout dans Ja à ob bé Car cette parfaite 
indépendance réciproque des molécules, qui 
caractérise les fluides, oblige de considérer sépa- 
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rément chaque molécule, et, par conséquent, 
d'envisager toujours, même dans le cas le plus 
simple, un système composé d'une infinité de . 
forces distinctes. Il en résulte, pour la statique, 
. l'introduction d’un nouvel ordre de recherches, 
relativement à la figure du système dans l’état 
d'équilibre, question très-difficile par sa nature, 
et. dont lasolulion générale est encore peu avancée, 
même pour le seul cas de la pesanteur univer- 
selle. Mais la difhiculté est encore plus sensible 
dans la dynamique. En effet, obligation où l'on 
se.trouve alors strictement de considérer à part le 
mouvement propre de chaque molécule, pour 
faire une étude vraiment complète du phénomène, 
introduit dans la question, envisagée sous le. 
point de vue analytique , une complication jusqu'à. 
présent inextricable en général, et qu'on n’est. 
encoré parvenu à surmonter, même dans le cas 
très-simple d’un fluide uniquement müû par sa, 
pesanteur terrestre, qu'à l’aide d’hypothèses fort 
précaires, comme celle de Daniel Bernouilli sur! 
le parallélisme des tranches, qui altèrent d’une 
manière notable la réalité des phénomènes. On 
conçoit donc, en thèse générale, la plus grande 
difficulté nécessaire di l'hydrostnitiés et sur- 
tout de Hhyérodymemiues par rapport à la 
statique et à la dynamique proprement dites, 
qui sont en effet bien plus avancées. | 
Il faut ajouter à ce qui précède, pour se faire 
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une juste idée générale de cette différence fonda-s 
mentale , que la définition caractéristique par la- 
quelle les géomètres distinguent les solides et les 
fluides en mécanique rationnelle, n’est véritable 
ment, à l'égard des uns comme à l'égard des au- 
tres, qu'une représentation exagérée, et, par 
conséquent, strictement infidèle de la réalité. En 
effet, quant aux fluides principalement, il est 

. clair que leurs molécules ne sont point réellement 
dans cet état rigoureux d'indépendance mutuelle 
où nous sommes obligés de les supposer en mé- 
canique , en les assujétissant seulement À con- 
server entre elles un volume constant sil s'agit 

d'un liquide, ou, sil s'agit d’un gaz, un vo- 
lume variable suivant une fonction donnée de 
la pression, par exemple, en raison inverse de 
cette pression, d'aprés la loi de Mariotte, Un grand 

-nombre de phénomènes naturels sont, au con- 
traire, essentiellement dus à l’adhérence mu- 
tuelle des molécules d’un fluide, liaison qui est 
seulement beaucoup moindre que dans les solides. 
Ceite adhésion, dont on fait abstraction pour 
les fluides mathématiques, et qu'il semble , en 
effet, presqu'impossible de prendre convenable- 
ment en considération, détermine, comme on 
sait, des différences très-sensibles entre les phéno- 
mènes effectifs et ceux qui résultent de la théo- 
rie, soit pour la statique, soit surtout, pour la 
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edynamique , par exemple relativement à l'écoule- 
ment. d’un liquide pesant par un orifice déter- 
miné, où l'observation s’écarte notablement de : 
la théorie quant à la dépense de liquide en un 
temps donné. 

Quoique la définition mathématique des solides 
se trouve représentér beaucoup plus exactement 
leur état réel, on a cependant, plusieurs occasions 
de reconnaître la nécessité de. tenir compte en 
certains. cas de la possibilité de séparation mu- 
tuelle qui existe toujours entre les molécules 
d’un solide, si les forces qui leur sont appliquées, 
acquièrent. une intensité suffisante , et dont on 
fait complétement abstraction en mécanique ra= « 
tionnelle. C’est ce qu’on peut aisément constater 
surtout dans la théorie de la rupiure des solides ; « 
qui, à peine ébauchée par Galilée, par Huyghens, 4 
et par Leïbnitz, se, trouve aujourd'hui dans un « 
état fort imparfait et même très-précaire, mal- 
gré les travaux de plusieurs autres séomètres, et 
qui néanmoins serait importante pour éclairer. 
plusieurs questions de mécanique terrestre, prin= 
cipalement de mécanique industrielle. On:doit 
pourtantremarquer, à ce sujet, que cette imperss 
fection est à la fois beaucoup moins sensible et 
bien moins importante que celle ci-dessus notée ; 
relativement à la mécanique des fluides. Car-elles 
se trouve ne pouvoir nullement influer sur les ! 

:| 
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questions de mécanique célesté, qui. constituent 
réellement, comme nous avons eu plusieurs occa- 
sions de le reconnaître, la principaleapplication , 
el probablement la seule qui puisse étre jamais 
vraiment complète, de la mécanique rationnelle. 
Enfin! nous. devons: encore signaler, en: thèse 
générale,, dans la mécanique actuelle, une: az 
cune , secondaire ik.est vrai, mais qi n'est pas 
sans importance, relativement à la théorie d’une 
classe, de corps; qui sont dans un état intermé- 
- diaire entre la solidité et la fluidité rigoureuses, 
etqu'on pourraitappeler semi-fluides:, ou semi 
solides: tels sont. par exemple, d’une: part;:les 
sables, et, d’une. autre: part, les fluides à Fétat 
gélatiñeux. Il à été présenté quelques :considéra- 
Uons raticnnelles au sujet de ces corps, sous le 
nom de fluides imparfaits, surtout relativement 
à leurs surfaces d'équilibre. Mais leur théorie 
Propre n'a jamais été réellement établie d’une 
. manière générale et directe. . 

Tels sont les principaux aperçus généraux que 
Jai cru devoir indiquer sommairement pour 
faire apprécier le caractère philosophique qui 
distingue la mécanique rationnelle , envisagée 
dans son ensemble. Il s’agit maintenant, en consi- 
dérant sous le même point de vue philosophique 
la composition effective de la science, d'apprécier 
comment, par les inportans travaux successifs 
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des plus grands géomètres, cette seconde seclion 
générale si étendue, si essentielle, et si difficile 
de la mathématique concrète, a pu être élevée à 
cet éminent degré de perfection théorique qu'elle 
a atteint de nos jours dans l’admirable traité de 
Lagrange, et qui nous présente toutes les ques- 
tions abstraites qu’elle est susceptible d'offrir, ra- 
menées, d’après un principe unique, à ne plus 
dépendre que de recherches purement analyti- 
ques, comme nous l'avons déjà reconnu pour les 
problèmes géométriques. Ce sera l’objet des trois 
lecons suivantes; la première consacrée à la sta- 
A la seconde à la dynamique, et la troi- 
sième, à l'examen des théorèmes généraux de la 
mécanique rationnelle. dé 
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SEIZIÈME LECON. 


SOMMAIRE. Vue générale de la statique. 


L'ensemble de la mécanique rationnelle peut 
être traité d’après deux méthodes générales es- 
sentiellement distinctes et inégalement parfaites , 
suivant que la statique est conçue d’une manière 
directe, ou qu’elle cest considérée comme un cas 
particulier de la dynamique. Par la première 
méthode, on s'occupe immédiatement de décou- 
vrir un principe d'équilibre suffisamment géné- 
ral, qu'on applique ensuite à la détermination des 
conditions d'équilibre de tous les systèmes de for- 
ces possibles. Par la seconde, au contraire, on 
cherche d’abord quel serait le mouvement résul- 
tant de l’action simultanée des diverses forces 
quelconques proposées , et on en déduit les rela- 

tions qui doivent exister entre ces forces pour que 
| ce mouvement soit nul. 
TOME 1. 4o 
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La statique étant nécessairement d'une nature 
plus simple que la dynamique , la première mé- 
thode a pu seule être employée à l’origine de la 
mécanique rationnelle. C'est, en effet, la seule 
qui fût connue des anciens , entièrement étran- 
gers à toute idée de dynamique, même la plus 
élémentaire. Archimède, vrai fondateur de la 
statique, et auquel sont dues toutes les notions 
essentielles que l’antiquité possédait à cet égard , 
commence à établir la condition d'équilibre de 
deux poids suspendus aux deux extrémités d’un 
levier droit, c’est-à-dire la nécessité que ces poids 
soient en raison inverse de leurs distances au point 
d'appui du lévier ; et il s'efforce ensuite de rame- 
ner autant que possible à ce principe unique 
la recherche des relations d'équilibre propres à 
d’autres systèmes de forces. Pareillement, quant 
à la statique des fluides , il pose d’abord son cé- 
lèbre principe , consistant en ce que tout corps 
plongé dans un fluide perd une partie de son poids 
égaleau poids du fluide déplacé ; et ensuite il en 
déduit , dans un grand nombre de cas, la théorie 


de la stabilité des corps flottans. Mais le principe 


du levier m'avait point par lui-même une assez 
grande généralité pour qu'il fût possible de l’ap- 
pliquer réellement à la détermination des condi- 
tions d'équilibre de tous les systèmes de forces: 
Par quelques ingénieux artifices qu’on ait succes- 
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sivement essayé d'en étendre l'usage, on n'a pu” 
effectivement ÿ ramener que les systèmes com- 
posés de forces parallèles. Quant aux forces dont 
les directions concourent, on a d’abord essayé 
de suivre une marche analogue, en imaginant 
de nouveaux principes directs d'équilibre spécia- 
lement propres à ce cas plus général, et parmi 
lesquels il faut surtout remarquer l'heureuse idée 
de Stévin, relative À l'équilibre du système de 
deux poids posés sur deux plans inclinés adossés. 
Cette nouvelle idée-mère eût peut-être suffi 
strictement pour combler la lacune que laissait 
dans la statique le principe d'Archimède, puisque 
Stévin était parvenu À en déduire les rapports 
d'équilibre entre trois forces appliquées en un 
même point, dans le cas du moins où deux de ces 
forces sont à angles droits ; et il avait méme re- 
Marqué que les trois forces sont alors entre elles 
comme Îles trois côtés d’un triangle dont les an- 
gles seraient égaux à ceux formés par ces trois 
forces. Mais, la dynamique ayant été fondée dans 
le même temps par Galilée, les géomètires cessè- 
rent de suivre l’ancienne marche statique directe, 
préférant procéder à la recherche des conditions 
d'équilibre d’après les lois dès lors connues de 
la composition des forces. C’est par cette dernière 
méthode que Varignon découvrit la véritable 
théorie générale de l'équilibre d’un système de 
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* forces appliquées en un même point, et que plus 
tard d’Alembert établit enfin, pour la première 
fois, les équations d'équilibre d'un système quel- 
conque de forces appliquées aux différens points 
d’un corps solide de forme invariable. Gette mé- 
thode est encore aujourd'hui la plus universelle- 
nent employée. .. jp 

Au premier abord, elle semble peu ration- 
nelle, puisque, la dynamique étant plus com- 
pliquée que la statique, il ne parait nullement 
convenable de faire dépendre celle-ci de l'autre. 
Il serait, en effet, plus philosophique de rame- 
ner au contraire, s’il est possible, la dynamique 
à la statique, comme on y est parvenu depuis. 
Mais on deit néanmoins reconnaître que, pour 
traiter complétement la statique comme un cas 
particulier de la dynamique, il suffit d’avoir formé 
seulement la partie la plus élémentaire de celle-' 
ci, la théorie des mouvemens uniformes , sans 
avoir aucun besoin de la théorie des mouvemens 
variés. Il importe d'expliquer avec précision cette 
distinction fondamentale. 

À cet effet, observons d’abord qu'il existe, en 
général, deux sortes de forces : 1° les forces que 
j'appelle instantanées, comme les impulsions , 
qui n’agissent sur un corps qu'à l'origine du mou- 
vement, en l’abandonnant à lui-même aussitôt 
qu'il esten marche; 2° les forces qu'on appelle ” 
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assez improprement accélératrices, et que je pré- 
fère nommer continues, comme les attractions , 
qui agissent sans cesse sur le mobile pendant 
toute la durée du mouvement. Cette distinction 
équivaut évidemment À celle des mouvemens u4n£- 
formes et des mouvemens variés ; car il est clair, 
en vertu de la première des trois lois fondamen- 
tales du mouvement exposées dans la lecon pré- 
cédente, que toute force instantanée doit néces- 
sairement produire un mouvement uniforme , 
tandis que toute force continue doit, au con- 
traire, par sa nature, imprimer au mobile un 
mouvement indéfiniment varié. Cela posé, on 
conçoit fort aisément, 4 priori, comme je lai 
déjà indiqué plusieurs fois, que la partie de la 
dynamique relative aux forces instantanées ou aux 
mouvemens uniformes doit être, sans aucune 
comparaison , infiniment plus simple que celle 
qui concerne les forces continues ou les mouve- 
mens variés , et dans laquelle consiste essentielle- 
ment toute la difficulté de la dynamique. La 
première partie présente une telle facilité, qu'elle 
peut être traitée dans son ensemble comme une 
Conséquence immédiate des trois lois fondamen- 
tales du mouvement , ainsi que je l’ai expressé- 
ment remarqué à la fin de la lecon précédente. 
Or il est maintenant aisé de concevoir , en thèse 
générale, que c'est seulement de cette première 
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partie de la dynamique qu’on a besoin pour con- 
stituer la statique comme un cas particulier de 
la dynamique. 

En effet, le phénomène d'équilibre, dont il 
s’agit alors de découvrir les lois, est évidemment, 
par sa nature, un phénomène instantané ; qui 
doit être étudié sans aucun égard au temps. La 
considération du temps ne s’introduit que dans 
les recherches relatives à ce qu’on appelle la s/a- 
bilité de l'équilibre ; mais ces recherches ne font 
plus, à proprement parler, parte de la statique, 
et rentrent essentiellement dans la dynamique, 
En un mot, suivant l’aphorisme ordinaire déjà 
cité, on fait toujours, en statique, abstraction du 
temps. Il en résulte qu'on y peut regarder comme : 
instantanées toutes les forces que l’on considère , 
sans que les théories cessent pour cela d'avoir 
toute Ja généralité nécessaires Gar , à chaque 
époque de son action, une force continue peut 
toujours évidemment être remplacée par une 
force instantanée mécaniquement équivalente : 
c’est-à-dire susceptible d'imprimer au mobile une 
vitesse égale à celle que lui donne effectivement 
en cet instant la force proposée. À la vérité, il 
faudra , dans le moment infiniment petit suivant, 
substituer à cette force instantanée une nouvelle 
force de même nature, pour représenter le chan 
gement effectif de la vitesse , de telle sorte que, 
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en dynamique, où l’on doit considérer l’état du 
mobile dans les divers instans successifs , On re- 

_Wouvera nécessairement par la variation de ces 
forces instantanées la difficulté fondamentale 
inhérente à la nature des forces continues, et 
qui n'aura fait que changer de forme. Mais, en 
statique , où il ne s’agit d'envisager les forces que 
dans un instant unique, on n'aura point à tenir. 
comple de ces variations, et les lois générales de 
l'équilibre, ainsi établies en considérant toutes 
les forces comme instantanées, n’en seront pas 
moins applicables à des forces continues , pourvu 
qu'on ait soin , dans cette application , de sub- 
stituer à chaque force continue la force instan- 
tanée qui lui correspond en ce moment. 

On conçoit donc nettement par là comment la 
statique abstraite peut être traitée avec facilité. 
comme une simple application de la partie la plus. 
élémentaire de la dynamique, celle qui se rap-. 
porte aux mouvemens uniformes. La manière la 
plus convenable d'effectuer cette application con- 
siste à remarquer que, lorsque des forces quel- 
conques sont en équilibre, chacune d’entreelles, 
considérée isolément , peut être regardée comme 
détruisant l'effet de l’ensemble de toutes les au- 
tres Ainsi la recherche des conditions de. l’é- 
quilibre se réduit, en général, à exprimer que 

+ l’une quelconque des forces du système, est égale 


14 


594 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


et directement opposée à la résultante de toutes 
les autres. La difficulté ne consiste donc , dans 
celte méthode ; qu'à déterminer cette résultante, 
c'est-à-dire à composer entre elles les forces pro- 
posées. Cette composition s'effectue immédiate- 
ment pour le cas de deux forces d’après la troi- 
sième loi fondamentale du mouvement , et l’on 
en déduit ensuite la composition d’un nombre 
quelconque de forces. La question élémentaire 
présente, comme on sait, deux cas essentielle- 
ment distincts, suivant que les deux forces à 
composer agissent dans des directions cunver- 
gentes ou dans des directions parallèles. Chacun 
de ces deux cas peut être traité comme dérivant 
de l’autre, d’où résulte parmi les géomètres une 
certaine divergence dans la manière d'établir les 
lois élémentaires de la composition des forces, 
suivant le cas que l’on choisit pour point de dé: 
part. Mais, sans contester la possibilité rigou- 
reuse de procéder autrement , il me semble plus 
rationnel , plus philosophique et plus strictement 
conforme à l'esprit de cette manière de traiter la 
siatique, de commencer par la composition des 
forces qui concourent , d’où l’on déduit naturel- 
lement celle des forces parallèles comme cas 
particulier ; tandis que la déduction inverse ne 
peut se faire qu'à l’aide de considérations indi- 
rectes, qui, quelque ingénieuses qu’elles puissent 


LC 
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êlre, présentent nécessairement quelque chose de 


forcé. 

Après avoir établi les lois élémentaires de la 
composition des forces, les géomètres , avant de 
les appliquer à la recherche des conditions de 


l'équilibre, leur font éprouver ordinairement 


une importante transformation , qui, sans être 
complétement indispensable, présente néanmoins, 


“sous le rapport analytique , la plus haute utilité 5 


par l'extrême simplification qu’elle introduit dans 
l'expression algébrique des conditions d’ SE Leds 
Cette transformation consiste dans ce qu'on ap- 
pelle la théorie des momens, dont là propriété 
essentielle est de réduire analytiquement toutes 
les lois de la composition des forces à de simples 
additions et soustractions. La dénomination de 
momens , entièrement détournée aujourd’hui de 
sa Signification première, ne désigne plus mainte- 


_mant que la considération abstraite du produit 


d'une force par une distance. Il faut distinguer , 
Comme on sait , deux sortes de momens, les mo- 
mens par rapport à un point, qui indiquent le 


produit d’une force par la perpendiculaire abais- 


sée de ce point sur sa direction, et les momens 
par rapport à un plan, qui désignent le produit 
de la force par la distance de son point d’appli- 
cation à ce plan. Les premiers ne dépendent évi- ‘ 
demment que de Ja direction de la force, et nul- 


596 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


lement de son point d'application; ils sont 
spécialement appropriés par leur nature à la 
théorie des forces non parallèles : les seconds au 
contraire, ne dépendent que du point d’applica- 
tion de la force , et nullément de sa direction ; 
ils sont donc essentiellement destinés à la théorie 
des forces parallèles. Nous aurons occasion d’ins 
diquer plus bas par quelle heureuse idée fon- 
damentale M. Poinsot est parvenu à attribuer gé= 
néralement, et de la manière la plus naturelle , 
une signification concrète directe à l’un et à 
l’autre genre de momens, qui n'avaient réelle, 
ment avant lui qu’une valeur abstraite. 

La notion des momens une fois établie, leur: 
théorie élémentaire consiste essentiellement dans! 
ces deux propriétés générales très-remarquables ;: 
qu’on déduitaisément de la composition des forces: 
19 si l’on considère un système de forces toutes: 
situées dans un même plan, et disposées d’ailleurs 
d’une manière quelconque, le moment de leur 
résultante, par rapport à un point quelconque des 
ce plan, est égal à la somme algébrique des most 
mens de toutes les composantes par rapport à ce 
même point, en attribuant à ces divers momens 
le signe convenable, d’après le sens suivant les 
quel .chaque force tendrait à faire tourner son 
bras de lévier autour de l’origine des momens 
supposée fixe; 2° en considérant un système de 
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forces parallèles disposées d’une manière quel- 
. conque dans l’espace, le moment de leur résul- 
tante par rapport à un plan quelconque est égal 
à la somme algébrique des momens de toutes les 
composantes par rapport à ce même plan , le signe 
de chaque moment étant alors naturellement dé- 
terminé, conformément aux règles ordinaires , 
d’après le signe propre à chacun des facteurs 
dont il se compose. Le premier de ces deux théo- 
rèmes fondamentaux a été découvert par un géo- 
mètre auquel la mécanique rationnelle doit beau- 
coup, et dont la mémoire a été dignement relevée 
par Lagrange d’un injuste oubli, Varignon. La 
. manière dont Varignon établit ce théorème dans 
le cas de deux composantes , d’où résulte immé- 
diatement le cas général, est même spécialement 
remarquable. En effet, regardant le moment de 
chaque force par rapport à un point comme évi- 
demment proportionnel à l'aire du triangle qui 
aurait ce point pour sommet et pour base la 
droite qui représente la force, Varignon, d’après 
la loi du parallélogramme des forces, présente 
d’abord le théorème des momens sous une forme 
géométrique très-simple, en démontrant que si, 
dans le plan d’un parallélogramme , on prend un 
point quelconque, et que l’on considère les trois 
triangles ayant ce point pour sommet commun, . 
et pour bases les deux côtés contigus du parallé- 
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# 
logramme et la diagonale correspondante, le trian- 


gle construit sur la diagonale sera constamment 
équivalent à la somme où à la différence des trian- 
gles construits sur les deux côtés; ce qui est en 


soi, comme l’observe avec raison Lagrange, un 


beau théorème de géométrie, indépendamment de 
son utilité en mécanique. 


À l’aide de cette théorie des momens , On par- 


vient à exprimer aisément les relations analytiques 


qui doivent exister entre les forces dans l’état 


d'équilibre, en considérant d’abord, pour plus 
de facilité, les deux cas particuliers d’un sys- 


_tème de forces toutes situées d’une manière auel- 
q 


conque dans un même plan, et d’un système 
quelconque de forces parallèles. Chacun de ces 
deux systèmes exige, en général, trois équations 
d'équilibre, qui consistent : 19 pour le premier , 
en ce que la somme algébrique des produits de 
chaque force, soit par le cosinus, soit par le si- 


nus de l’angle qu’elle fait avec une droite fixe prise 


arbitrairement dans le plan soit séparément nulle, 
ainsi que la somme algébrique des momens de 
toutes les forces par rapport à un point quel- 


conque de ce plan ; 2° pour le second, en ce que. 


la somme algébrique de toutes les forces propo- 
sées soit nulle , ainsi que la somme algébrique de 


leurs momens pris séparément par rapport à deux 


plans différens parallèles À la direction com- 
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mune de ces forces. Après avoir traité ces deux 
cas préliminaires , il est facile d'en déduire celui 
d’un système de forces tout-à-fait quelconque. I] 
suffit, pour cela, de concevoir chaque force du 
système décomposée en deux, l’une située dans 
un plan fixe quelconque , l’autre perpendiculaire 


à ce plan. Le sytème proposé se trouvera dés lors 


remplacé par l’ensemble de deux systèmes secon- 
daires plus simples, l’un composé de forces diri- 
P P'Es ; P 
, A , Û 
gécs toutes dans un même plan, l’autre de forces 
toutes perpendiculaires à ce plan et conséquem- 
ment parallèles entre elles, Comme ces deux systè- 
mes partiels ne sauraientévidemment sefaire équi- 


bre lun à l’autre, il faudra donc, pour que 


l'équilibre puisse avoir lieu dans le système gé- 


néral primitif , qu'il existe dans chacun d’eux en 


particulier, ce qui ramène la question aux deux 


questions préliminaires déjà traitées. Telle est du 


moins la manière la plus simple de concevoir , 
en traitant la statique par la méthode dynamique, 
la recherche générale des conditions analytiques 
de l'équilibre pour un système quelconque de 
forces; quoiqu'il fût d'ailleurs possible évidem- 


ment, en compliquant la solution, de résoudre 


directement le problème dans son entière géné- 
ralité, de facon à y faire rentrer au contraire, 


Comme une simple application, les deux cas 


préliminaires. Quelque marche qu’on juge à pro- 


id. 
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pos d'adopter, on trouve pour l'équilibre d’un 


suivantes : 


SPcosx—0, SPcosé—=o, SPcosy —=o, 


\ 


à!  . , . 
système quelconque de forces, les six équations. 


| 


| 
| 
| 


S P(y cos ax cos 6)=0, S P (z cos a—% C0Sy)—=0, | 


SP(ycosy—2cos é) = 0; 


en désignant par P l'intensité de l'une quel-* 
conque des forces du système, par &, C,>.les 


angles que forme sa direction avec trois axes fixes 
rectangulaires choisis arbitrairement, et par %; 
y, 3, les coordonnées de son point d'application 
relativement à ces trois axes. J’emploie ici la ca= 
ractéristique S pour désigner la somme des pro- 


duits semblables, propres à toutes les forces du 


système P, P, P"', etc. 
Tellé est , en substance, la manière de procés 
der à la détermination des conditions générales 


de l'équilibre, en concevant la statique comme 
un cas particulier de la dynamique élémentaire. 
Mais, quelque simple que soit en effet cette mé= 
thode, il serait évidemment plus rationnel et plus 
satisfaisant de revenir, s’il est possible, à la més 


thode des anciens, en dégageant la statique de 
toute considération dynamique, pour procéder 
directement à la recherche des lois de l'équilibre 
envisagé en lui-même, à l'aide d'un principe d'é- 


_ 
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--quilibre suffisamment général , établi immédiate- 
ment. (est effectivement ce que les géomètres 
ont tenté, quand une fois les équations générales 
. de l'équilibre ont été découvertes par la méthode 
dynamique. Mais ils ont surtout été déterminés à 
établir une méthode statique directe, par un mo- 
.üf philosophique d’un ordre plus élevé et en 
même temps plus pressant que le besoin de pré- 
n senter la staiique sous un point de vue logique 
plus parfait. C’est maintenant ce qu’il nous im- 
porte éminemment d'expliquer, puisque telle est 
“la marche qui a conduit Lagrange à imprimer à 
l'ensemble de la mécanique rationnelle cette haute 
perfection philosophique qui la caractérise dé- 
sormais. 
Ce motif fondamental résulte de la nécessité 
où l’on se trouve pour traiter, en général, les 
questions les plus difficiles et les plus importantes 
de la dynamique, de les faire rentrer dans de 
simples questions de statique. Nous examinerons 
spécialement, dans la lecon suivante, le célèbre 
“principe général de dynamique découvert par 
d'Alembert, et à l’aide duquel toute recherche 
relative au mouvement d'un corps ou d’un système 
quelconque , peut être convertie immédiatement 
enun problème d'équilibre. Ce principe, qui, sous 
le point de vue philosophique, n’est vraiment, 
commeje l'ai déjà indiqué dans la lecon précé- 
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dente, que la plus grande généralisation possibles 
de la seconde loi fondamentale du mouvement, «= 
sert depuis près d’un siècle de base permanente à, 
la solution de tous lesgrands problèmes de dyna- 
mique, et doit évidemment désormais recevoir 
de plus en-plus une telle destination, vu l'admi= 
rable simplification qu’il apporte dans les rechers 
ches les plus difficiles. Or il est clair qu'une 
semblable manière de procéder oblige nécessai= 4 
rement à traiter à son tour la statique par une 
méthode directe, sans la déduire de la dynamu- 
que, qui ainsi est, au contraire, entièrement 
fondée sur elle, Ce n’est pas qu'il y ait, à pro- 
prement parler, aucun véritable cercle vicieux 
à persister encore dans la marche ordinaire 
exposée ci-dessus, puisque la partie élémen- 
taire de la dynamique, sur laquelle seule on 
a fait reposer la statique, se trouve, en réalité; 
être complétement distincte de: celle qu'on ne 
peut traiter qu'en la réduisant à Ja statique. 
Mais il n’en est pas moins évident que l’ensemble 
de la mécanique rationnelle ne présente alors, 
en procédant ainsi, qu'un caractère philosophi- 
que peu satisfaisant, à cause de l’alternative fré- 
quente entre le point de vue statique et le point | 
de vue dynamique. En un mot, la science, mal 
coordonnée, se trouve, par là, manquer essen- | 
tiellement d'unité. 


LL 
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L'adoption définitive et l'usage ‘universel du 
principe de d’Alembert rendaient donc indispen- 
sablè aux progrès futurs de l'esprit humain une 
refonte radicale du système entier de la mécani- 
que rationnelle, où, la statique étant traitée di- 
rectement d'après une loi primitive d'équilibre 
suffisamment générale , et Ja dynamique rappelée à 
la statique, l’ensemble de la science püt acquérir 
un caractère d'unité désormais irrévocable. Telle 
est la révolution éminemment philosophique exé- 
cutée par Lagrange dans son admirable. traité 
de mécanique analytique, dont la conception 
fondamentale servira toujours de base À tous les 
travaux ultérieurs des géomètres sur les lois de 
l'équilibre et du mouvement, comme nous avons 
vu la grande idée mère de Descartes devoir diriger 
indéfinnnent toutes les spéculations géométriques. 

En examinant les recherches des géomètres 
antérieurs sur les propriétés de l'équilibre , pour 
y-puiser un principe direct de siatique qui pût 
offrir toute la généralité nécessaire , Lagrange s’est 
arrété à choisir le principe des vitesses virtuelles, 
devenu désormais si célèbre par l'usage immense 
et capital qu'il en a fait. Ce principe, découvert 
Primitivement par Galilée dans le cas de deux 
forces, comme une propriété générale que ma- 
nifestait l'équilibre de toutes les machines , avait 
été, plus tard, étendu par Jean Bernouilli à 

TOME I. Aa 
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un nombre quelconque de forces , constituant un 
système quelebuque: et. Varignon avait en ite 
remarqué. expressément lemploi universel Qu'il 
était possible, d'en faire en statique. La combi- 
naison:de ce: principe avec celui de d’Alembert'a 
conduit Lagrange à concévoir et à traiter la méca- 
nique rationnelle tout entière comme déduite d’un 
seul théorème:fondaméntal , ét à lui donner ainsi 
le plus haut degré de perfection qu'uneseience 
puisse acquérir: sous: le rapport philosophique , 
une rigoureuse unité: x 

Pour concevoir nettement avec plus de facilité 
le principé général des vitesses virtuelles, 1lest'ert- 
coreutile dele considérer d’abord danslesimplecas 
de .denx forces, comme l'avait fait Galilée: [con 
sisie alors en-de que, deux forcesse faisant équilibre 
: l’aide d'une-machine quelconque, elles sont 
entre-elles en!raison inverse des espaces:que par- 
couraient dans le sens dedleurs directions” leurs 
points d'application, si on supposait ‘que le sys- 
tème_vint.à prendre un: mouvement: hifiniment 
petit: cessespaces portent le nom de-wifesses)vir- 
tuelles \afin-de les distinguer des vitesses réelles 
quiauraiénteffectivement.lieu sil équilibre n'exis- 
tait, pass Dans cet: état primitif, ce principe; 
qu'on-peuttrès-aisément vérifier relativement" à 
toutes. les: machines connues, présente Uéjàlane 
grande utilité pratique; vu! Pextrême facilité avec’ 


$ 


Fu LA 
laquelle ïl permet d'obtenir effectivement la con- 
dition mathématique d’équilibre d’une machine 
quelconque, dont la constitution serait même én- 
tièrement inconnue. En appelant moment virtuel 
ou simplement moment, suivant l’acception primi- 
tive de ce terme parmi les géomètres, le produit de 
chaque forcepar sa vitesse virtuelle, produit qui, 
en effet, mesure alors l'effort de la force pour mou- 
voir la machine, on peut simplifier beaucoup l’é- 
noncé du principe en se bornant à dire que, dans ce 
cas, les momens des deux forces doivent étre égaux 
et de signe contraire pour qu'il y ait équilibre; le 
signe positif ou négatif de chaque moment est 
_ déterminé d’après celui de la vitesse virtuelle, 


qu'onestimera, conformément à Pesprit ordi- 
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-naire”de la théorie inathénratique des signes, 
positive. ou négative selon que, par le mouve- 
ment fictif que lon imagine, là projection du 
point d'application se trouverait tomber sur la 
direction même de la forcé où sur son prolonge- 
ment. Ceute expression abrégée du principe des 
vitesses virtuelles ést surtout utile pour énoncer 
ce principe d'une manière générale, relativément 
à un système de forces tout-à-fait quelconque. Il 
con$iste alors en'ce que la somme algébrique des 
momens virtuels dé toutes les forces , estimés sui- 
vant la règle précédente, doit être nulle pour 
qu'il y ait équilibre ; et cette condition doit avoir 
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“ 


lieu distinctement par rapport à tous'les mouye- 
mens élémentaires que le système pourrait pren- 
dre en vertu des forces dont:il est animés En ap- 
pelant P, P', P",etc., les forces proposées, et, 
suivant la notation ordinaire de Lagrange, 4», 
Sp, Sp, etc., les vitesses virtuelles correspon- 
dantes, ceprincipe se trouve immédiatemen texpri- 
mé par l'équation Rd | 


PP LP") l +etc. = 0, 


ou , plus brièvement, 


fP3 2==,9;, 
ec 


dans laquelle, par les travaux de Lagrange, la 
mécanique rationnelle tout entière peut être re-. 
gardée comme implicitement renfermée. Quant 
à la statique, la difficulté fondamentale de dé- 
velopper convenablement cette équation générale 
se réduira essentiellement, lorsque toutes les 
forces dont il faut tenir compte seront bien ‘con- 
nues, à une Gifhculté purement analytique, qui 
consistera à rapporter, dans chaque cas , d’après 
les conditions de liaison caractéristiques du 
système considéré, toutes les variations infini- 
ment peutes à p, d p', etc., au plus petit nombre 
possible de variations réellement indépéndantes, 
afin d'annuler séparément les divers groupes de 
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termes relatifs à chacune de ces dernières va- 
riations, ce qui fournit, pour l'équilibre, autant 
d'équations distinctes qu'il pourrait exister de 
mouvemens élémentaires vraiment diflérens par 
la nature du système proposé. En supposant que 
les forces soient entièrement quelconques, et 
qu'elles soient appliquées aux divers points d’un 
corps solide, qui ne soit d’ailleurs assujetti à 
aucune condition particulière, on parvient aussi 
immédiatement et de la manière la plus simple 
AUX six équations générales de l'équilibre rap- 
portées ci-dessus d’après la méthode dynamique. 
Si le solide , au lieu d’être complétement libre , 
doit être plus ou moins géné, il suffit d'introduire 
au nombre des forces du système les résistances 
qui en résultent après les avoir convenablement 
défimiés, ce qui ne fera qu’ajouter quelques nou- 
veaux termes à l'équation fondamentale. Il en est 
de même quand la forme du solide n’est point 
supposée rigoureusement invariable, et qu'on 
vient, par exemple, à considérer son élasticité. 
De semblables modifications n’ont d'autre effet, 
sous le point de vue logique, que de compliquer 
plus ou moins l'équation des vitesses virtuelles, 
qui ne cesse point pour cela de conserver né- 
cessairement son entière généralité , quoique 
ces conditions secondaires puissent quelquefois 
rendre presqu'inextricables les difficultés pure- 
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ment analytiques que présente la solution effective 
de la question propos 

Tant que le théorème des vitesses virtuelles 
n’avait été conçu que comme une propriété géné- 
rale de l'équilibre, on avait pu se borner à le vé- 
rifier par sa conformité constante avec les lois 
ordinaires de l'équilibre déjà obtenues autrement, 
et dont il présentait ainsi un résumé très -utile 
par sa simplicité et son uniformité. Mais, pour 
faire de ce théorème fondamental la base effec- 
tive de toute la mécanique rationnelle, en un 
mot, pour la convertir en un véritable principe, 
il était indispensable de l’établir directement sans 
le déduire d'aucun autre, où du moins en ne 
* supposant que des propositions préliminaires sus- 
ceptibles par léur extrême simplicité d’être pré- 
sentées comme immédiates. C’est ce qu'a si heu- 
reusement exécuté Lagrange par son ingénieuse 
démonstration fondée sur le principe des moufiles 
et dans laquelle il parvient à prouver générale- 
ment le théorème des vitesses virtuelles avec tune 
extrême facilité , en imaginant un poids unique, 
qui, à l’aide de moufles convenablement con- 
struites, se trouve remplacersimultanémenttoutes 
les forces du système. On a successivement pro- 
posé depuis quelques autres démonstrations direc- 
tes et générales du principe des vitesses virtuelles, 
mais qui, beaucoup plus compliquées que celle 
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de Lagrange, ne lui sont , en réalité, nullement 
supérieures quant à Ja rigueur logique. Pour nous, 
sous le point de vue philosophique, nous devons 
regarder ce théorème général comme une consé- 
quence nécessaire des lois fondamentales du mou- 
vement, d’où elle peut être déduite de diverses 
manières, et qui devient ensuite de point de 
départ'effectif de la mécanique rationnelle tout 
entière. 

L'emploi d'un tel principe ramenant l’ensem- 
ble de la science à une parfaite unité, il de- 
vient évidemment fort peu intéressant désormais 
de connaître d’autres principes plus généraux en- 
core, en supposant qu'on puisse en obtenir. On 
peut donc regarder comme essentiellement oi- 
seuses par leur nature les tentatives qui pourraïent 
_ être proïelées pour substituer quelque nouveau 
principe à celui des vitesses virtuelles, Un tel tra- 
vail ne saurait plus perfectionner nullement le 
caractère philosophique fondamental de la méca- 
nique rationnelle, qui, dans le traité de Lagrange, 
est aussi fortement coordonnée qu'elle puisse ja- 
mais l'être. On n’y pourrait réellement avoir en 
vue d'autre utilité effective que de simplifier 
considérablement les recherches analytiques 
auxquelles la science est maintenant réduite , ce 
qui doit paraître presque impossible quand on en- 
visage avec quelle admirable facilité le principe 
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des vitesses virtuelles a été adapté par Lagrange à 
l'application uniforme de l'analyse mathématique. 

Telle est donc la manière incomparablement 
la plus parfaite de concevoir et de traiter la sta- 
tique, et par suite l’ensemble de la mécanique 
rationnelle. Dans un ouvrage tel que celui-ci 
surtout, nous ne pouvions hésiter un seul mo- 
ment à accorder à cette méthode une préférenee 
éclatante sur tout autre, puisque son prineipal 
avantage caractéristique est de perfectionner au 
plus haut degré la philosophie de cette science. 
Cette MS doit avoir à nos yeux bien 
plus d'importance que nous ne pouvons en attri- 
buer en sens inverse aux difficultés propres 
qu'elle présente encore fréquemment dans les 
applications, et qui consistent essentiellement dans 
l'extrême contention intellectuelle qu’elle exige 
souvent, ce qui peut être regardé comme étant 
jusqu’à un certain point inhérent à toute méthode 
trés-générale où les questions quelconques sont 
constamment ramenées à un principe unique. 
Néanmoins ces difficultés sont assez grandes 
jusqu'ici pour qu'on ne puisse point encore re- 
garder la méthode de Lagrange comme vraiment 
élémentaire, de manière à pouvoir dispenser en- 
tièrement d'en considérer aucune autre dans un 
enseignement dogmatique. C’est ce qui n'a déter- 
mine à caractériser d’abord avec quelques déve- 
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loppemens la méthode dynamique proprement 
dite, la seule encore généralement usitée, Mais ces 
considérations ne peuvent être évidemment que 
provisoires ; les principaux embarras qu’occasione 
l'emploi de la conception de Lagrange n’ayantréel- 
lement d'autre causc essentielle que sa nouveauté. 
Une telle méthode n’est point indéfiniment des- 
tinée sans doute à l'usage exclusif d’un très - petit 
nombre de géomètres, qui en ont seuls encore 
une connaissance assez familière pour utiliser 
convenablement les admirables propriétés qui la 
caractérisent : elle doit certainemént devenir 
plus tard aussi populaire dans le monde mathé- 
matique que la grande conception géométrique 
de Descartes, et ce progrès général serait vraisem- 
blablement déjà presqu'effectué si les notions 
fondamentales de l'analyse transcendante étaient 
plus universellement répandues. 

Je ne croirais pas avoir convenablement carac- 
térisé toutesles notions philosophiques essentielles 
relatives à la statique rationnelle, si je ne faisais 
maintenant une mention distincte d’une nou- 
velle conception fort importante, introduite dans 
la science par M. Poinsot, et que je regarde 
comme le plus grand perfectionnement qu'ait 
éprouvé , sous le point de vue philosophique , le 
système général de la mécanique, depuis la régé- 
hération opérée par Lagrange, quoiqu'elle ne soit 
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pas exactement dans la même direction. [I s'agit, 
comme on voit, de l’ingénieuse et lumineuse 
théorie des couples , que M. Poinsot a si heureu- 
sement créée pour perfectionner directement dans 
ses conceptions fondamentales la mécanique ra- 
tionnelle , et dont la portée ne me paraît point 
avoir été encore suffisamment appréciée par la 
plupart des géomètres. On sait que ces couples, 
ou systèmes de forces parallèles égales et con- 
traires, avaient à peine élé remarqués avant 
M. Poinsot comme une sorte de paradoxe en sta- 
tique , et qu'il s’est emparé de cette notion isolée 
pour en faire imméliatement le sujet d’une théorie 
fort étendue et entièrement originale relative à la 
transformation , à la composition et à l'usage de 
ces groupes singuliers , qu'il a montrés doués de 
propriétés si remarquables par leur généralité et 
leur simplicité. Ces propriétés fondamentales 
consistent essentiellement : 1° sous le rapport 
de la direction, en ce que l'effet d’un couple 
dépend seulement de la direction de son plan 
ou de son axe, et nullement de la position 
de ce plan, ni de celle du couplé dans le plan; 
2° quant à l'intensité, en ce que l'effet d’un 
couple ne dépend proprement ni de la valeur de 
chacune des forces égales qui le composent, ni 
du bras de lévier sur lequel elles agissent, mais 
uniquement du produit de cette force par cette 
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distance, auquel M. Poinsot a donné avec raison 
le nom de moment du couple. 

En adoptant la méthode dynamique propre- 
ment dite pour procéder à la recherche des con- 
ditions générales de l'équilibre, M. Poinsot l’a 
présentée sous un point de vue complétement 
neuf à Jaide de sa conception des couples, qui 
l’a considérablement simplifiée et éclaircie. Pour 
caractériser ici sommairement cette variété de la 
méthode dynamique , il suffira de concevoir que, 
en ajoutant en un point quelconque du système 
deux forces égales à chacune de celles que l’on 
considère et qui agissent, en sens contraire l’une 
de l’autre, suivant. une droite parallèle à sa direc- 
tion, on pourra ainsi, sans jamais altérer évidem- 
ment l’état du système proposé, leregarder comme 
remplacé : 1° par un système de forces égales aux 
forces primitives transportées toutes paralièlement 
à leurs directions au point unique que l'on aura 
choisi, et qui , en conséquence , seront générale- 
ment réductibles en une seule; 2° par un sys- 
ième de couples ayant pour mesure de leur inten- 
sité les moment des forces proposées relativement 
_ à cemême point, et dont les plans, passant tous 
en ce même point, les rendront aussi réducti- 
bles généralement à un couple unique. On voit, 
d’après cela , avec quelle facilité on pourra pro- 
céder ainsi à la détermination des relations 
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d'équilibre, puisqu'il suffira de trouver, par les 
lois connues de la composition des forces conver- | 
gentes, cette résultante unique, afin d'exprimer 
qu'elle est nulle; et ensuite, par les lois que 
M. Poinsot a établies pour la composition des 
couples, obtenir également ce couple résultant, 
et l'annuler aussi séparément; car il est clair 
que, la force et le couple ne pouvant se détruire 
mutuellement , l'équilibre ne saurait exister 
qu'en les supposant individuellement nuls. 

Il faut, sans doute, reconnaître que cette nou- 
velle manière de procéder n’est point indispen- 
sable pour appliquer la méthode dynamique à læ 
détermination des conditions générales de l’équi- 
libre. Mais, outre l'extrême simplification qu’elle 
introduit dans une telle recherche, nous devons 
suriout apprécier, quant aux progrès généraux 
de la science, la clarté inattendue qu'elle y ap- 
porte, c'est-à-dire l'aspect éminemment lucide 
sous lequel elle présente une partie essentielle de 
ces conditions d'équilibre, toutes celles qui sont 
relatives aux momens des forces proposées, et. 
qui constituent la plus importante moitié des 
équations statiques. Ces momens, qui n'indi- 
quaient jusqu'alors qu'une considération pure- 
ment abstraite, artificiellement introduite dans 
la statique pour faciliter l'expression algébrique 
des lois de l'équilibre, ont pris désormais unc 
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_ signification concrète parfaitement distincte, et 
_ Sont entrés aussi naturellement que les forces 
elles-mêmes dans les spéculations statiques , 
comme étant la mesure directe des couples aux- 
quels ces forces donnent immédiatement nais- 
sance. On conçoit aisément & Priort quelle faci- 
_ lité cette interprétation générale et élémentaire 
doit nécessairement procurer pour la combinai- 
_ son de toutes les idées relatives à la théorie des 
momens, Comme onen voit déjà d’ailleursla preuve 
effective dans l'extension et le perfectionnement 
de, cetie importante théorie, par les travaux de 
M. -Poinsot lui-même. 
_… Quelles que soient , en réalité, les qualités fon- 
damentales de la Conception de M: Poinsot par 
rapport à la statique, on doit néanmoins recon- 
_ naître, ce me semble , que c’est surtout au per- 
fectionnement de là dynamique qu'elle se trouve, 
par sa nature, essentiellement destinée; et Je crois 
Pouvoir assurer, à cet égard, que cette concep- 
tion n'a point encore exercé Jusqu'ici son in- 
fluence la plus capitale. Il faut la regarder, en 
effet. s comme directement propre à perfectionner 
SOUS Un rapport trés-imporlant les élémens mêmes 
de la dynamique générale, en rendant la notion 
des mouvemens de rotation aussi naturelle , aussi 
familière , et Presqu’aussi simple que celle des 
Mmouvemens de translation. Car le couple peut 
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être envisagé comme l'élément naturel du mou- 
vement de rotation, aussi bien que-la force l’est 
du mouvemeut de translation. Ce n’est, pas ici le 
lieu d'indiquer plus distinctement cette considé- 


ration , qui sera convenablement reproduite dans | 


les lecons suivantes. Nous devons seulement con- 
cevoir; en thèse générale, qu'un usage bien en- 


tendu de la théorie des couples établit la possi- 


bilité de rendre l'étude des inouvemens de rota- 
tion, qui constitue jusqu'ici la partie la plus 
compliquée et la plus obscure de la dynamique, 


aussi élémentaire :et aussi nette que l’étude des 
q | 


mouvemens de translation. Nous aurons occasion 
de constater effectivement plus tard: à quel degré 
de simplicité et de clarté M: Poinsot est parvenu 
À réduire ainsi divérses propositions essentielles ; 
relatives aux mouvémens de rotation: et: qui n'é- 


taient établies avant lui que de la manière la plus 


pénible et. la plus indirecte , principalement en 
ce qui concerne les propriétés des aires, dont il 
a même sensiblement augmenté l’étendue et ré 


- ? 3 . e. : L3 s Lu : ®, . r : Î 
gularisé l'application sous divers rapports impor: 


tans; surtout, en dernier lieu, quant à la détermi- 
nation de ce qu’on appelle le plan invariable. 
Pour compléter ces considérations philoséphi- 


ques sur l’ensemble de la statique, je crois devoir. 
ajouter ici l’indication sommaire d’üne dernière. 


notion générale, qu’il me paraît utile d'introduire 
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dans la théorie de l'équilibre » de quelque manière 
qu'on ait d’ailleurs jugé convenable de l'établir. 

_ Quand on veut se faire une Juste -idée de la 
nature des diverses équations qui expriment les 
conditions de l’équilibre d’un Système. quelcon- 
que de forces, il est, ce me semble, insuffisant-de 
se borner à constater que l’ensemble de ces équa- 
tions est indispensable pour l'équilibre, et l'éta- 
blit inévitablement. Il faut, de plus, pouvoir 
assigner nettement la signification statique dis- 
tinctement propre à chacune de ces équations 
envisagée isolément , c’est-à-dire déterminer avec 
précision en quoi chacune contribue séparément 
à la production de léquilibre, analyse à laquelle 
onne s'attache point ordinairement, quoiqu'elle 
soit, sans doute, importante. Par quelque mé- 
thode qu’on procède À l'établissement des équa- 
tions statiques , il est clair à priori que l'équilibre 
ne peut résulter que de la destruction de tous:les 
mouyemens élémentaires que le Corps. pourrait 
prendre en vertu des forces dont il est animé, si 
ces forces n’ayaient point, entr’elles les relations 
nécessaires pour se .contrebalancer exactement. 
Ainsi ‘chaque équation prise à part: doit néces- 


Sairement anéantir un de ces: mouvemens, en 


sorte que l’ensemble de. ces équations produise 
< 6 n 1.7 - 4 + » F \ k 
l'équilibre, par l'impossibilité. où se trouve: dès- 

| y? ÿ ARE 
lors le Corps de se mouvoir d'aucune maniere! 
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Examinons maintenantsommairement le principe 
général d'après lequel une telle analyse me semble 
pouvoir s’opérer dans un cas quelconque. 

En considérant le mouvement sous le point de 
vue le plus positif, comme le simple transport d’un 
corps d’un lieu dans un autre, indépendamment 
du mode quelconque suivant lequel il peut être 
produit, il est évident que tout mouvement doit 
être envisagé, dans le cas le plus général, comme 
nécessairement composé à la fois de translation et 
de rotation. Ce n’est pas, sans doute, qu'il ne 
puisse réellement exister de translation sans ro- 
tation , ou de rotation sans translation ; mais on 
doit regarder l’un et l'autre cas comme étants 
d'exception, le cas normal consistant en effet 
dans la coexistence de ces deux sortes de mouve- 
mens, qui s’accompagnent constamment à moins 
de conditions particulières très-précises, et par 
suite fortrares, relativement aux circonstances du 
phénomène. Cela est tellement vrai, que la seule 
vérification de l’un de ces mouvemens est habi- 
tuellement regardée avec raison par les géomètres, 
qui connaissent toute la portée de cette observa- 
tion élémentaire, comme un puissant motif, non 
d'affirmer , mais de présumer très-vraisemblable- 
ment l'existence de l’autre. Ainsi, par exemple, 
la seule connaissance du mouvement de rotation 
du soleil sur son axe, parfaitement constaté de- 
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puis Galilée, serait à priori pour un géomètre 
une preuve presque certaine d’un mouvement de 
translation de cet astre accompagné de toutes ses 

L planètes, quand même les astronomes n’auraient 
point commencé déjà à reconnaître effectivement, . 
par des observations directes, la réalité de ce 
transport, dans un sens encore peu déterminé. 
Pareillement, c’est d’après une semblable consi- 
dération qu’on admet communément , avec rai- 
son, outre le motif d’analogie, l'existence d’un 
D de rotation dans les planètes même 

à l'égard desquelles on n’a point encore pu le 
constater directement, par cela seul qu’elles ont 
un mouvement de translation bien connu autour 
du soleil. 
Îl résulte de cette premiére analyse “Us les 
équations qui expriment les conditions d’é équi-- 

Libre d’un corps, sollicité par des forces quelcon- 
ques, doivent avoir pour objet, les unes de dé- 
truire tout mouvement de translation , les autres 
d’anéantir tout mouvement de er Voyons 
maintenant, d’après le même point de vue, afin 
de compléter cet aperçu général, quel doit être 
a bros le nombre des équations de chaque es- 
D | 

Quant à la translation, il suffit de considérer 

que, pour empêcher un corps de marcher dans 
TOME I. A2 
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un'sens quelconque , il faut évidemment l’en em- 
pécher selon trois axes principaux situés dans des 
plans différens, et qu'on suppose d'ordinaire per- 


pendiculaires entr'eux. En effet, quelle progres- 


sion serait possible, par exemple, dans un corps 


e . . W 
qui ne pourrait avancer nl de l’est à l’ouest ou de 


l’ouest à l'est, ni du nord au sud ou du sud au 
nord, ni enfin du haut en bas ou du bas en 
haut? Toute progression dans un autré sens quel- 
conique, pouvant évidemment se concevoir comme 
composée de progressions partielles correspon- 
dantes dans ces trois sens principaux, serait dès 


lors devenue nécessairement impossible. D'unau- « 


tre côté, il est clair qu'on ne doit pas considérer” 
moins de trois mouvemens élémentaires indépen- 
dans, car le corps pourrait se mouvoir dans le 
sens d'un des axes, sans avoir aucune translation 


dans le sens d'aucun des deux autres. On conçoit ë 


ainsi que, en généfal, trois équations de condi- 
tion seront nécessaires et suffisantes pour établir, 
dans un système quelconque, l'équilibre de trans- 
lation; et chacune d'elles sera ‘spécialement des- 
Linée à détruire un des trois mouvemens de trans- 


lation élémentaires que le Corps pourrait prendrez 


On peut présenter une considération exacte- 
ment analogue relativement à la rotation : il n’y 
a de nouvelle difficulté que celle d’apercevoir 
distinetement une image mécanique plus compli- 


/ 
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quée. La rotation d’un corps dans un plan ou au- 
tour d’un axe quelconque, pouvant toujours se 
concevoir décomposée en trois rotations élémen- 
aires dansles trois plans coordonnés ou autour des 
trois axes , il est clair que, pour empêcher toute 


“rotation dans un corps, il faut aussi l'empêcher de 


one séparément par ‘rapport À à chacun de-ces 
trois plans ou de ces trois axes. Trois équations 


sont donc , pareillement nécessaires et suffisantes 
pourétablir l l'équilibre derotation; et l'on aperçoit, 


avec la même facilité que dans le cas précédent, 
la destination mécanique propre à chacune d'elles. 
En spphiquagt, l'analyse précédente à l’ensem- 
ble des six équations générales rapportées au com- 
mencement de cette lecon, pour l'équilibre d’un 
corps solide animé de forces quelconques, il est 


aisé de reconnaître que les trois premières sont 


LATE à l'équilibre de translation, et les trois | 
autres à l'équilibre de rotation. Dans le premier 
groupe, la première équation empêche la trans- 
lation suivant l’axe des x, la seconde suivani l’axe 
des y ; et la troisième suivant l'axe des 3. Dans le 
second groupe, la première équation empêche 
le corps de tourner suivant le plan des x, y ; la 
seconde suivant le plan des x, 3, et la troisième 


suivant le plan des y, 3. On conçoit nettement 
‘par là comment la coexistence de toutes ces 


P CES ’ . ? Le Â 25 sie 
équations établit nécessairement l'équilibre. 
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Cette décomposition serait encore utile pour 
réduire , dans chaque cas, les équations d’équi- 
libre au nombre strictement nécessaire, quand & 
on vient à particulariser plus ou moins le Sa 
tème de forces considéré, au lieu de le supposer. - 
entièrement quelconque. Sans entrer ici dansau- 
cun détail spécial à ce sujet, il'suffira de dire, 
conformément au point de vue précédent, que, 
la particularisation du système ‘proposé restrei- 
gnant plus ou moins les mouvemens possibles, 
soit quant à la translation, soit quant à la rota- 
tion, aprés avoir d’abord exactement déterminé 
dans chaque cas, ce qui sera toujours facile, en 
quoi consiste cette restriction, il faudra suppri- 
mer, comme superflues , les équations d'équilibre 
relatives aux translations ou aux rotations qui ne 
peuvent avoir lieu, et conserver seulement celles 
qui se rapportent aux mouvemens restés possibles. 
C’est ainsi que, suivant la limitation plus ou 
moins grande du système de forces particulier 
que l’on considère, il peut, au lieu de six GE 
tions nécessaires en général pour FAURE n’en 

plus subsister que trois, ou deux, ou même une 
men qu'il sera par là facile d'obtenir dans cha- 
que cas. L 

On doit faire des remarques parfaitement ana- 
logues quant aux restrictions de mouvemens qui 
résulteraient, non de la constitution spéciale du 


MATHÉMATIQUES... 623 


système des forces, mais des gênes plus ou moins 


étroites auxquelles le corps pourrait être assu- 


* jetti dans certains cas, et qui produiraient des 
effets semblables. Il suffirait également alors.de 
voir neltement quels mouvemens sont rendus im- 


possibles par la nature des conditions imposées , et 
de supprimer les équations d'équilibre qui s’y 
rapportent, en conservant celles relatives aux 
mouvemens restés libres, C’est ainsi, parexemple, 
que, dans le cas d’un système quelconque de for- 
ces, on trouverait que les trois dernières équa- 
tions sufhisent pour l’équilibre, si le corps est 
retenu par un point fixe autour duquel il peut 
tourner librement en tout sens , tout mouve- 
ment de translation étant alors devenu impossible; 
de même on verrait les équations d'équilibre 
être au nombre de deux, ou même se réduire à 
une seule, si} y avait à la fois deux points fixes, 
suivant que le corps pourrait ou non. glisser le 
long de l'axe qui les joint; et enfin on arriverait 
à reconnaître que l'équilibre existenécessairement 
sans aucunecondition , quelles quesoientlesforces 
du système, si le corps solide présente trois points 
fixes non en ligne droite. Enfin on pourrait en- 


_ core employer le même ordre de considérations 


lorsque les points, au lieu d’être rigoureusement 
fixes, seraient seulement astreints à demeurer sur 
des courbes ou des surfaces données. 
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L'esprit de l'analyse que je viens d'esquisser 
est, comme on le voit, entièrement indépendant 
de la méthode qnelconque d’après laquelle au- 
ront été obtenues les opérations de l'équilibre: 
Mais les diverses méthodes générales sont loin 
cependant de se prêter avec la même facilité à 
l'application de cette règle. Celle qui s’y adaptele 
| mieux, c’est incontestablement la méthode stati- 
que proprement dite, fondée, comme nous l'avons 
vu, sur le principe des vitesses virtuelles. On doit 
mettre, en effet, au nombre des propriétés carac- 
iéristiques de ce principe, la netteté parfaite avec 
laquelle il analyse naturellement le phénomène 
de l'équilibre , en considérant distinctement cha- 
- cn des mouvemens élémentaires que permettent 
les forces du système, et fournissant aussitôt une 
équation d'équilibre spécialement relative à ce 
mouvement. La méthode dynamique ne présente 
point cet avantage D Il faut reconnaître 
toutefois que, dans la manière dont M. Poinsot Pa 
conçue, selle se trouve à cet égard considérable- 
ment nélisr éd puisque la seule distinction des 
conditions d'équilibre relatives aux forces et de 
celles qui concernent les couples, distinction qui: 

s'établit ‘alors nécessairement, réalise par elle- 
même là détérmination séparée entre l'équilibre 
de translation et l'équilibre de rotation: Mais la 
méthode dyñamique ordinaire; exclusivement 


| 
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usitée en statique avant la réforme de M. Poinsot, 
et que J'ai caractérisée dans son ensemble au com- 
mencement de cette lecon , ne remplit nullement 
cette condition essentielle, sans laquelle néan: 
moins il me paraît impossible de concevoir net-- 
tement l'expression analytique des lois générales 
de l'équilibre. 
… Aprés avoir considéré les diverses manières 
principales de parvenir aux lois exactes de l’équi- 
libre abstrait pour un système quelconque des 
_ forces, en supposant les corps dans cet état com- 
plétement passif quenous avions d’abord reconnu, 
“quoique purement hypothétique, être stricte- 
ment indispensable à l'établissement des principes 
fondamentaux de la mécanique rationnelle; nous 
devons maintenant examiner comment les Déo- 
mètres ont pu tenir compte des propriétés géné- 
rales naturelles aux corps réels , et auxquelles il 
faut nécessairement avoir égard dans toute appli: 
cation effective de la mécanique abstraite. La 
seule que l’on sache jusqu'ici prendre en Consi: : 
dération d’une manière vraiment complète, c'est 
la pesanteur terrestre.« Voyons Comment on a pu 
lintroduire, en effet, dans les équations statiques. 
Get important examen constitue, sans doute, 
daus l’ordre strictement logique de uos études 
philosophiques, une anticipation vicieuse sur la 
partie de ce cours relative à la physique propre- 


« 
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ment dite, où nous envisagerons spécialement 
la science de la pesanteur. Maïs la théorie des 
centres de gravité, à laquelle se réduit essentiel- 
lement cette étude statique de la pesanteur ‘ter- 
restre , joue un rôle trop étendu et trop im- 
portant dans toutes les parties de la mécani- 
que rationnelle, pour que nous puissions nous 
dispenser de l'indiquer ici , à l'exemple de 
tous les géomètres, quoique ce ne soit pas stric- 
tement régulier. Du reste , je dois faire observer 
à ce sujet qu’on éviterait presqu'entièrement tout 
ce qu'il y a vraiment d'irrationnel dans cette 
disposition scientifique, sans se priver néanmoins 
des avantages capitaux que présente la résolution 
préalable d’une telle question, si on contractait 
l'habitude de classer la théorie des centres de gra- 
vité parmi les recherches de pure géométrie , 
comme je l’ai proposé à la fin de la treizième leçon. 

Pour tenir compte de la pesanteur terrestre, 
dans les questions statiques, il suffit, comme on 
sait, de se représenter, sous ce rapport, Chaque 
. corps homogène comme un système de forces pa- 
rallèles et égales, appliquées à toutes les molécules 
du corps, et dont il faut déterminer compléte- 
ment la résultante, qu'on introduira dès lors 
sans aucune difficulté parmi les forces exlérieures 
primitives. En réalité, ce parallélisme et cette 
égalité des pesanteurs moléculaires ne sont effec- 


L 


I 
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tivement que des approximations, puisque, de 
fait, toutes ces forces concourraient au centre de 
la terre si cette planète était rigoureusement sphé- 
rique, et que leur intensité absolue, indépendam- 
ment des inégalités qui tiennent à la force centri- 
fuge produite par le mouvement de rotation de 
la terre, varie en raison inverse des carrés des 
distances des molécules correspondantes au cen- 
tre de notre globe. Mais, quand il ne s'agit que 
des masses terrestres à notre disposition, aux- 
quelles sont ordinairement destinées ces appli- 
cations de la statique, les dimensions n’en sont 
jamais assez grandes pour que le défaut de paral- 
lélisme et d'égalité entre les pesanteurs des di- 
verses molécules de chaque masse, doive être 
réellement pris en considération. On suppose 
donc alors, avec raison, toutes ces forces rigou- 
reusement parallèles et égales, ce qui simplifie 
extrêmement la question de leur composition. 
En effet, leur résultante est, dès ce moment, 
égale à leur somme , et agit suivant une droite 
parallèle à leur direction commune, en sorte que 
son intensité et sa direction sont immédiatement 
connues. loute la difficulté se réduit donc à trou- 
ver son point d'application, c’est-à-dire ce qu'on 
appelle le centre de gravité du corps. D'après les 
propriétés générales du point d'application de la 
résultante dans un système quelconque de forces 
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parallèles, la distance de ce point à un plan 
quelconque est égale à la somme des momens de 
de toutes les forces du système par rapport à ce 
même plan, divisée par la somme de ces forces 
elles-mêmes. En appliquant cette formule au 
centre de gravité, etayant égard à la simplification 
que produit alors l'égalité de toutes les forces 
proposées, on trouve que la distance du centre 


de gravité à un plan quelconque est égale 


à la somme des distances de tous les points du 
corps considéré, divisée par le nombre de ces 
points; c’est-à-dire, que cette distance est, ce 


2 + ï 
ce qu'on appelle proprement la moyenne arith-. 


métique entre les distances de tous les points pro- 
posés. Cette considération fondamentale réduit 
évidemment la notion du eentre de gravité à être 


purement géométrique, puisqu'en le cherchant, 


ainsi comme centre des moyennes distances, sui- 
vant la dénomination très-rationnelle des anciens 
géomètres, la question ne conserve plus aucune 
trace de son origine mécanique, et consiste seule- 


ment dans ce problème de géométrie générale : : 


Étant donné un système FREE de points 
disposés entr'eux d’une manière déterminée , trou- 
ver uni point dont la distance à un plan quel- 
conque soit rmpyenne entre les distances de tous 


les points donnés à ce même plan. Il y aurait y. 


comme je l'ai déjà indiqué, des avantages impor- 


Pré 
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tans à concevoir habituellement ainsi la notion 
générale du centre de gravité, en faisant complé- 
tement abstraction de toute considération de pe- 
santeur, car cette idée simple et purement gÉo- 
métrique est précisément celle qu’on doit s’en 
former dans la plupart des théories principales 
de la mécanique rationnelle, surtout quand on 
envisage les grandes propriétés dynamiques du 
centre des moyennes distances, où l’idée hétéro- 
gène et surabondante de la gravité introduit ordi- 
nairement une complication et une obscurité vi- 
cieuses. Cette manière de concevoir la question 
conduit naturellement, il est vrai, à l’exclure de 
la mécanique pour la faire rentrer dans la géo- 
métrie, comme je l'ai proposé. Si je ne lai pas 
ainsi classée effectivement, c’est uniquement afin 
&e ne m'écarter que le moins possible des habi- 
tudes universellement reçues, quoique je fusse 
trés - convaincu qu'une telle transposition se- 
rait la seule disposition vraiment rationnelle. 
Quoi qu'il en soit de cette discussion d'ordre, 
ce qui importe essentiellement c'est de ne 
point se méprendre sur la véritable nature de 
la question, à quelqu'époque et sous quelque 
dénomination qu'on juge convenable de la 
traiter. | 


" “La seule définition géométrique du centre de 
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gravité donnerait immédiatement le moyen de le 

déterminer, si le système des points que l’on con- 
sidère n’était composé que d’un nombré fini de 
points isolés, car il en résulterait directement 
alors des formules très-simples et qui. n'auraient 
nullement besoin d’être transformées pour expri- 
mer les coordonnées du point cherché, relative- 
ment à trois axes rectangulaires fixes arbitraire- 
ment. Mais ces formules fondamentales ne peu- : 
vent plus être employées sans transformation , 
aussitôt qu’il s’agit d’un système composé d’une 
infinité de points formant un véritable corps con- 
tinu, ce qui est le cas ordinaire. Car le numéra- 
teur et le dénominateur de chaque formule deve- 
nant dès lors simultanément infinis, ces formules 
n'offrent plus aucune signification distincte, etne 
sauraient être appliquées qu'après avoir été conve- 
nablement transformées. C’est dans cette transfor- 
mation générale que consiste, sous le rapport ana- 

lytique, toute la difficulté fondamentale dela ques- À 
tion du centre de gravité envisagée sous le point de 
vue le plus étendu. Or il est clair que le calcul 
intégral donne immédiatement les moyens de la 
surmonter, puisque ces deux sommes infinies qui 
constituent les deux termes de chaque formule, 
sont évidemment par elles-mêmes de véritables 
intégrales, dont celle qui exprime le dénomina- 
teur commun des irois formules se rapporte aux 


) 
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élémens géométriques infiniment petits de la 
masse considérée , et celle qui représente le numé- 
rateur propre à chaque formule se rapporte aux 


produits de ces élémens par leurs coordonnées 


correspondantes. Il suit de là , pour ne considérer 
ici que le cas le plus général, qu'en décomposant 
le corps seulement en élémens infiniment petits 
dans deux sens par deux séries de plans infini- 
ment rapprochés parallèles les uns au plan des 
2, 3, les autres au plan des J; 3, On trouvera 
aussitôt les formules fondamentales ; 


Axe dx à Jr DIET 


FT [fa FT ffedx à? Ame DIÈE 


qui feront connaître les trois coordonnées du 
centre de gravité du volume d’un corps ho- 
mogène de forme quelconque, limité par une 
surface dont l'équation en x, Jetz, est supposée 
donnée, On obtiendra de la même manière , pour 
le centre de gravité de la surface seule de ce Corps, 
les formules 


fab \/r+ EE 

L: PE 0 
FE V4 CRT 
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La détermination des centres de gravité sera donc 
réduite ainsi, dans chaque cas particulier, à des 
recherches purement analytiques , tout-à-fait 
analogues à celles qu'exigent, comme nous l'avons 
vu, les quadratures et les cubatures. Seulement, 
ces intégrations étant, en général, plus compli- 
quées, l’état d'extrême imperfection dans lequel 
se trouve jusqu'ici le calcul intégral permettra 
bien plus rarement encore de parvenir à une solu- 
tion définitive. Mais ces formules générales n'en 
ont pas moins, par elles-mêmes, une importance 
cäpitale, pour introduire la considération du 
centre de gravité dans les théories générales de 
la mécanique analytique, ainsi que nous aurons 
spécialement occasion de le reconnaître bientôt. 
Il faut d’ailleurs considérer, quant à la question 
même , queces formules éprouvent de irès-gran- 
des simplifications, quand on vient à supposer 
que la surface qui termine le corps proposé est 
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une surface de révolution, ce qui heureuse 
ment a lieu dans la plupart des applications vrai- 
ment importantes. 

Telle est donc essentieliement la manière de 


tenir compte de la pesanteur terrestre dans les 


applications de la statique abstraite. Quant à la 


pesanteur universelle, on peut dire que jusqu'ici 
elle n’a été prise en considération d’une manière 
vraiment complète, que relativement aux Corps 
sphériques. Ce n’est pas que, lorsque la loi de la 
gravitation est supposée connue, et surtout en 
la concevant inversement proportionnelle au 
carré de la distance, comme dans la vérithble pe- 
santeur universelle, on ne puisse aisément con- 


“’struire, à. l’aide d'intégrales convenables, des 


formules qui expriment l'attraction d’un corps de 


-Higure et de constitution quelconques sur un 


point donné, et même sur un autre corps. Mais 
ces expressions symboliques générales sont de- 
meurées Jusqu'ici le plus souvent inapplicables, 
faute de pouvoir effectuer les ; ntégrations qu’elles 
indiquent, même quand on suppose, pour sim- 
plifier la question, que chaque corps est homo- 
gène. Ce n’est encore que par une approximation 
fort imparfaite qu'on a pu parvenir à la détermi- 
nalion définitive dans le cas três-simple de lat- 
traction de deux ellipsoïdes, et les approxima- 
tions n’ont pu être conduites jusqu'au degré de 


C7 
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précision convenable, qu'en supposant ces elip- 


soïdes trés-peu différens de la sphère, ce qui a lieu 


heureusement pour toutes nos planètes. Il faut 
d’ailleurs considérer que; dans la réalité, ces for- 
mules Supposent la connaissance préalable de la loi 
dela densité à l’intérieur de chaque corps proposé, 
ce que nous ignorons jusqu'ici complétement. 
Dans l’état présent de cette importante et dif- 
ficile théorie, on peut dire que les théorèmes 
primitifs de Newton sur l'attraction des corps 
sphériques constituent effectivement encore k 
partie la plus utile de cet ordre de notions. Ges 
propriétés si remarquables, et que Newton a si 
simplement établies , consistent, comme on sait, 


en ce que 1° l'attraction d’une sphère dont toutes" 


les molécules attirent en raison inverse du carré, 
de la distance, est la même, sur un point exté= 
rieur quelconque, que si la masse entière de 
cette sphère était toute condensée à son centre ; 
20 quand un point est placé dans l’intérieur d'une 
sphère dont les molécules agissent sur lui suivant 
cette même loi , il n’éprouve absolument aucune 
attraction de la part de toute la portion du globe 
qui se trouve à une plus grande distance que hu 
du centre, du moins, en supposant , si le globe 
n’est pas homogène, que chacune de ses couches 
sphériques concentriques présente en tous ses 
points la même densité. 


L 
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L La pesanteur est la seule force naturelle dont 

| nous sachions réellement tenir compte en stati- 
que rationnelle : encore voit-on combien cette 
étude est encore peu avancée par rapport à la 
gravité universelle, Quant aux circonstances ex- 
térieures générales, dont on a dû également faire 
d’abord complétement abstraction pour établir 
les lois rationnelles de la mécanique, comme le 
frottement, la résistance des milieux, ete, où 
peut dire que nous ne connaissons encore nulle- 
ment la manière de les introduire dans les relae 
ons fondamentales données par la mécanique 
analytique, car on n’y est parvenu jusqu'ici qu’à 
l’aide d’hypothèses fort précaires, et même évi- 
demment inexactes, qui ne peuvent être réelle- 
ment considérées, dans le plus grand nombre des 
cas, que comme propres à fournir des exercices 
de calcul. Du reste, nous devrons naturellement 
revenir sur ce sujet dans la partie de ce cours 
relative à la physique proprement dite. 

Pour compléter l’examen philosophique de 
l’ensemble de la statique, il nous reste enfin à 
considérer sommairement la manière générale 
d'établir la théorie de l’équilibre, lorsque le 
corps auquel les forces sont appliquées est sup- 
posé se trouver à l’état fluide, soit liquide, soit 
gazeux. | 
-. L’hydrostatique peut être complétement traitée 

TOME 1. 43* 
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d’après deux méthodes générales parfaitement dis- 3 
tinctes, suivant qu’on cherche directement les 
lois de l'équilibre des fluides d’après des considé- 
rations statiques exclusivement propres à cette 1 
classe de corps, ou qu’on se borne à les déduire 
simplement des principes fondamentaux qui 0 ont 1 
déjà fourni les équations statiques des corps so. 
lides, en ayant seulement égard, comme ile con- 
vient, ‘aux nouvelles conditions caractéristiques ; 
qui ulien de la fluidité. | +». 4 
La première méthode a dû naturellement com- 
mencer par être la seule employée, comme étant 
primitivement la plus facile, sinon la plus ration- 
nelle. Tel a été effectivement le caractère des 
travaux des géomèires du dix-septième et du dix- 
huitième siècle sur cette importante section de 
la mécanique générale. Divers principes statiques 
particuliers aux fluides, et plus ou moins satis- 


L 
a 


faisans, ont été successivement proposés, prin- 
cipalement à l’occasion de la célèbre question 
dans laquelle les géomètres se proposaient de dé- 
terminer & priori la véritable figure de la terre, 
supposée originairement toute fluide, question 
capitale qui, envisagée dans son ensemble, se 
rattache en effet, directement ou indirectement, 
à toutes. les théories essentielles de Phydrostati- 
que. On sait que Huyghens avait d’abord essayé 
de la résoudre, en prenant pour prineipe d’équi- 
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hbre la perpendicularité évidemment nécessaire 
de la pesanteur à la surface libre du fluide. 
_ Newton de son CÔté avait, à la même époque, 

choisi pour considération fondamentale la néces- 
? sité non moins évidente de l'égalité de poids entre 
les deux colonnes fluides allant du centre, lune 
au pôle, Vautre à un point quelconque de l’équa- 
teur, Bouguer, en discutant plus tard cette im- 
portante question, montra clairement que ces 
deux manières de procéder étaient également vi- 


à e e 
ciéuses , en ce que le principe d'Huyghens et ce- 


lui de Newton, bien que tous deux incontesla- 
bles, ne s’accordaient point, dans un grand nom- 
bre de cas, à donner la même forme à la masse 
fluide en équilibre, ce qui mettait pleinement en 
évidence leur insuffisance commune, Mais Bou- 
guer se trompa gravement à son tour, en croyant 
que la réunion de ces deux principes, lorsqu'ils 
s’accordaient à indiquer une même figure, était 
entièrement suffisante pour l'équilibre. Clairaut, 
dans son immortel traité de la figure de la Terre, 
découvrit, le premier, les véritables lois géné- 
rales de l'équilibre d’une masse fluide, en par- 
tant de la considération évidente de Péquiibre 
isolé d’un canal quelconque infiniment petit ; et, 
d’après ce criterium infaillible, il montra qu’il 
pouvait exister une infimité de cas dans lesquels 
la: combinaison exigée par Bouguer se trouvait 
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observée sans que cependant l’équilibre eût lieu. 
Depuis que louvrage de Clairaut eut fondé dans 
son ensemble l’hydrostatique rationnelle, plu- 
sieurs grands géomètres , continuant à adopter la 
même manière générale de procéder, s’occupè- 
rent d'établir la théorie mathématique de l’équi- 
libre des fluides sur des considérations plus natu- 
relles et plus distinctes que celle employéefpar son 
illustre inventeur. On doit principalement distin- 
ouer, à cet égard, les travaux de Maclaurin et sur- 
tout ceux d’Euler , qui ont donné à cette théorie 
fondamentale la forme simple et régulière qu’elle a 
maintenant dans tous les traités ordinaires, en la 
fondant sur le principe de l'égalité de pression 
en tout sens, qu’on peut regarder comme une loi 
générale indiquée par l'observation relativement 
à la constitution statique des fluides. Ce principe 
est incontestablement, en efñlet, le plus conve- 
nable qu’on puisse employer dans une telle re- 
cherche , lorsqu'on veut traiter directement par 
quelque considération propre aux fluides la théo- 
rie de leur équilibre, dont il fournit immédiate- 
ment les équations générales avec une extrême 
facilité. Il suffit alors, pour les obtenir le plus 
simplement possible, après avoir conçu-la masse 
fluide partagée en molécules cubiques par trois 
séries de plans infiniment rapprochés, parallèles 
aux trois plans coordonnés , d'exprimer que char 
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que molécule est évalement pressée suivant les 
rois axes perpendiculaires à ses faces par l’en- 
semble des forces du sys ème, la pression de Ja 
molécule en chaque sens étant égale à la diffé- 
rence des pressions exercées sur jes dèux faces 
opposées correspondantes. On trouve ainsi que la 
loismathématique de l'équilibre d’un fluide quel- 
“conque, par quelques forces qu'il soit sollicité, 
est exprimée par les trois équations : 


dP dP dP r 
dx Fo TAG Z, 


où P exprime la pression supportée par la molé- 
cule dont les coordonnées sont x, Mrs et la 
densité ou pesanteur spécifique p,et X,Y,Z, 
_ désignent les composantes totales des forces dont 
Ie fluide est animé suivani les trois axes coordon- 
nés. Comme on peut évidemment déguire ,*de 


l’ensemble de ces trois équations , la formule 
P=fp (Xdx + Ydy + Zd:) 


pour la détermination de la pression en chaque 
point, quand les forces seront connues ainsi que 
Ja loi de la densité, il est possible de donner une 
autre forme analytique à la loi générale de l'équi- 
libre des fluides, en se bornant à dire que :la 
fonction différentielle, placée ici sous lesigneS, 


. Q Eve e . k A : LE L , a. 
doit satisfaire aux conditions connues d’intégra- 
: * 
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bilité relativement aux trois variables indépen- 
dantes x, y; 3, ce qui est précisément l’expres- 
sion très-simple trouvée primitivement par 
Clairaut quant à la théorie mathématique de ‘ 
l’hydrostatique. | Lx | 

L'étude de léquilibre des Ga donne con- 
stamment lieu à une nouvelle question générale 
fort importante qui leur est propre, celle qui 
consiste à déterminer , dans le cas d'équilibre, la 
figure de la surface qui limite la masse fluide. La 
solution abstraite de cette question est implicite-. 
ment comprise dans la formule fondamentale 
précédente, puisqu'il suffit évidemment de sup- 
poser que la pression est nulle ou du moins con- 
stante, pour caractériser les points de la surface, 
ce qui donne indistinctement 

Xdx5 + Ydy + Zdi=0o. 

quant à l'équation différentielle générale de cette 
surface. Toute la difficulté concrète se réduit 
donc essentiellement , en chaque cas, à connaître 
la loi réelle relative à la variation de la densité. 
dans Fintérieur de la masse fluide proposée, à 
moins qu’elle ne soit homogène, détermination 
qui présente des obstacles tout-à-fait insurmon- 
tables dans les applications îes plus importantes. 
Si l’on en fait abstraction, la question ne pré- 
sente dès lors qu'une recherche analytique plus 
ou moins compliquée, consistant dans l'intégra- 
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tion, le plus souvent encore inconnue, de l’équa- 
tion précédente. On doit remarquer d’ailleurs que 
cette équation est, par sa nature, assez générale 
pour qu'on puisse l'appliquer même à l'équilibre 
dune masse fluide qui serait animée d’un mou- 
vement de rotation déterminé, comme l'exige 
surlout la grande question de la figure des pla- 
nèles. Îl suffit alors en effet de comprendre, 
parmi les forces du système proposé, les forces 
centrifuges qui résultent de ce mouvement de 
rotation. 

Telle est, par aperçu, la manière générale 
d'établir la théorie mathématique de l'équilibre 
des fluides, en la fondant directement sur des 
principes statiques partüculiers à ce genre de 
corps. On conçoit, comme je l'ai déjà indiqué, 
que cette méthode ait dû d’abord être seule em- 
ployée; car, à l’époque des premières recherches, 
les différences caractéristiques entre les solides et 
les fluides devaient nécessairement paraître trop 
considérables pour qu'aucun géomètre pût alors 
se proposer d'appliquer à ceux-ci les principes 
généraux uniquement destinés aux autres, en 
ayant seulement égard, dans cette déduction, à 
quelques nouvelles conditions spéciales. Mais, 
quand les lois fondamentales de l’hydrostatique 
ont enfin élé obtenues, et que lesprit humain, 
cessant d’être préoccupé de la difficulté de leur 
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établissement, a pu mesurer avec justesse la di- 
versité réelle qui existe entre la théorie des fluides 
et celle des solides, il était impossible qu'il ne 
cherchât point à les ramener toutes deux aux 
mêmes principes essentiels, et qu'il ne reconnût 
pas, en thèse générale , l’applicabilité néces- 
saire.des règles fondamentales de la statique à 
l'équilibre des fluides, pourvu qu’on:tint compte 
convenablement de la variabilité de forme qui les 
caractérise. En un mot, la science ne pouvait 
rester sous ce rapport dans son état primitif , où 
l’on accordait une,importance évidemment exa- 
gérée.aux conditions propres aux fluides! Mais, 
pour subordonner l'hydrostatique à la statique 
proprement dite ,,et augmenter ainsi par une plus 
grandeunitéJa perfection rationnellede la science, 
il, était indispensable :que la théorie. abstraite 
de l'équilibre fût préalablement traitée. d'après 
un principe statique suffisamment général! qui 
seul pouvait être directement appliqué aux fluides 
“aussi bien qu'aux solides, car on ne pouvait point 
recourir, à cet effet, aux équations d'équilibre 
proprement dites, dans la formation desquelles 
‘on, avait toujours eu, nécessairement, plus. ou 
moins égard à l’invariabilité du système. Gette 
condition inévitable a été remplie, lorsque La- 
grange ,a conçu la manière de fonder la statique, 
el par suite toute la mécanique, rationnelle, sur 
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le seul principe des vitesses virtuelles. Ce prin- 


cipe est évidemment, en effet, par sa nature, 


tout aussi directement applicable aux fluides 
qu'aux solides, et c’est là une de ses propriétés 


les plus précieuses. Dès lors Vhydrostatique, phi- 


losophiquéement classée à son rang naturel, n’a 
plus été, dans le traité de Lagrange, qu'une di- 
vision secondaire de la statique. Quoique cette 
manière de la concevoir n'ait pas encore pu de- 
venir suffisamment familière, et que la méthode 
hydrostatique directe soit restée jusqu'ici la seule 
usuclle, il n’est pas douteux que la méthode de 
Lagrange finira par être habituellement et exclu- 
sivement adoptée, comme étant celle qui im- 
prime à la science son véritable caractère défi- 
nitif, en la faisant dériver tout entière d’un 
principe unique. 7 

Pour se représenter nettement, en général, 
comment le principe des vitesses virtuelles peut 
conduire aux équations fondamentales de l’équi- 
hbre des fluides, il suffit de considérer que tout 
ce qu’une telle application exige de particulier 
consiste seulement à comprendre parmi les forces 
quelconques du système une force nouvelle, la 
pression exercée sur chaque molécule, qui intro- 
duira up terme de plus dans l'équation générale, 
ou, plus exactement, qui donnera lieu à trois nou- 
veaux momens virtuels, si l’on distingue, comme 
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il convient, les variations séparément relatives à 
chacun des trois axes coordonnés, En procédant 
ainsi, on parviendra immédiatement aux trois 
équations générales de l’équilibre des fluides, qui 
ont été’rapportées ci-dessus d’après la méthode 
hydrostatique proprement dite, Si le fluide con- 
sidéré est liquide, il faudra concevoir le système 
assujéti à cette condition caractéristique de pou- 
voir changer de forme, sans cependant jamais 
changer de volume. Cette condition d’incompres- 
sibilité s’introduira d’autant plus naturellement 
dans l’équation générale des vitesses virtuelles, 
qu’elle peut s'exprimer immédiatement, comme 
l’a fait Lagrange, par une formule analytique 
analogue à celle des termes de cette équation, en 
exprimant que la variation du volume est nulle, 
ce qui même a permis à Lagrange de se représen- 
ter abstraitement cette incompressibilité comme 
l'effet d’une certaine force nouvelle, dont il suffit 
d'ajouter le moment virtuel à ceux des forces du 
système. Si l’on veut établir, au contraire, ‘Ja 
- théorie de équilibre pour les fluides gazeux , al 
faudra remplacer la condition ‘de Pincompressi- 
bilité par celle qui assujétit le volume du fluide 
à varier süivant une fonction déterminée dela 
pression, par exemple en raïson inverse de cette 
pression, conformément à la loi physique sur la- 
quelle Mariotte a fondé toute la mécanique des 


we 
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_ gaz. Cette nouvelle circonstance ‘donnera leu à 


une équation analogue à celle des liquides, quoi- 
que plus compliquée. Seulement celte dernière 
section de la théorie générale de l'équilibre, outre 


les grandes difficultés analytiques qui lui sont 


propres, se reSsentira nécessairement , dans les 


applications, de l'incertitude où lon est encore 


sur la véritable loi des gaz relativement à la fonc- 


tion de la pression qui exprime réellement la 
densité, car la loi de Mariotte, si préciéuse par 


son extrême simplicité, ne peut malheureuse- 
ment être regardée que comme une approxima- 
on, qui, suflisamment exacte pour des cir- 
constances moyennes, ne saurait être étendue 


rigoureusement a un cas quelconque. 


Telest le caractère fondamental de la méthode 
incontestablement la plus rationnelle qu’on puisse 
employer pour former la théorie abstraite de Pé2 
quihbre des fluides, et que nous devons regarder, 
surtout dans cet ouvrage, comme constituant dé- 
sormais la conception définitive de l’'hydrosta- 
tique. Cette conception paraîtra d’autant plus phi- 
losophique que, dans la statique ainsi traitée, 
on trouve une suite de cas en quelque sorte inter. 
médiaires entre les solides et les fluides, lorsqu’on 
considère les questions relatives aux corps solides 
susceptibles de changer de forme jusqu’à un cer- 
tain degré d’après des lois déterminées, c’est-à- 
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dire quand on tient.compte de la flexibilité et de 


Pélasticité, ce qui établit, sous le rapport analy- 
tique, une filiation naturelle:qui fait passer, par 
une succession de recherches presque insensible, 
des systèmes dont la forme est rigoureusement 
invariable à ceux où elle est au contraire éminem- 
ment variable. | 

Après avoir examiné sommairement comment 
la statique rationnelle, envisagée dans son ensem- 
ble, a pu être élevée enfin à ce haut degré de per- 
fection spéculative où toutes les questions qu’elle 
est susceptible de présenter, constamment traitées. 
d’après un principe unique directement établi, 
sont uniformément réduites à de simples problè- 
mes d'analyse mathématique, nous devons main- 


tenant entreprendre la même étude relativement 


à la dernière branche de la mécanique générale, 
nécessairement plus étendue, plus compliquée, 
et par suite plus difficile, celle qui a pour objet 
la théorie du mouvement. Ce sera le sujet de la 
leçon suivante. 


| 
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SOMMAIRE. Vue générale de la dynamique. 


nn essentiel de la dynamique consiste, 
mime nous l'avons vu, dans l’étude des mouve- 
mens variés produits par les forces continues, 
la théorié des mouvemens uniformes dus aux 
| forces instantanées n'étant entièrement qu’ une 
simple conséquence immédiate des trois lois fon- 
dameñtales du mouvement. Dans cette dynami- 
que des mouvemens variés ou des forces conti 
nués on distingue ordinairement et avec raison 
deux Cas généraux, Suivant qu'on considère le 
| mouvement d’un point ou celui d’un corps. Sous 
le point de vue le plus positif, cette distinction 
revient à Concevoir que, dans certains cas, toutes 
| Ics parties du corps prennent exactement le même 
_ mouvement, en sorte qu'il sufht alors en effet de 
déterminer le mouvement d’une seule molécule, 
chacune se mouvant commé si elle était isolée, 
- sans aucun égard aux conditions de liaison du 
TOME L. 44 
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système; tandis que , dans le cas le plus général, 
chaque portion du corps ou chaque corps du 
système prenant un mouvement distinct , il faut 
examiner ces divers effets et connaître l'influence 
qu'exercent sur eux les relations qui caractérisent 
le système considéré. La seconde théorie étant 
évidemment plus compliquée que la première, 
c’est par celle-ci qu'il convient nécessairement 
de commencer l'étude spéciale de la dynamique, 
même quand on les déduit toutes deux de prin- 
cipes uniformes. Tel est aussi l’ordre que nous 
adopterons ici dans l'indication de nos considé- 
rations philosophiques. « # | 
Relativement au mouvement d’un point, nous 
savons déjà que la question générale consiste à dé- 


terminer exactement toutes les circonstances du 


mouvement curviligne composé, résultant de l’ac- 
tion simultanée de diverses forces continues quel- 


conques, en supposantentièrement connu le mou- 


vement rectiligne que prendrait le mobile sous 
l'influence exclusive de chaque force envisagée 
isolément. Nous ayons ésalement constaté que ce 
problème était susceptible, comme tout autre, 
d’être considéré en sens inverse, lorsqu'on se pro- 
posait, au contraire, de découvrir par quelles 
forces le corps est sollicité, d’après les circon- 
stances caractéristiques directement connues du 
mouvement composé. 


, æ 
+ | 
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.. Mais, avant d'entrer dans l'examen philoso- 
phique de ces deux questions générales, nous de- 
vons d’abord arrêter notre attention sur une 
théorie préliminaire fort importante, celle du 
mouvement varié envisagé en Jui-même, c’est-à- 
dire conformément à l'expression ordinaire, la 
théorie du mouvement rectiligne produit par une 
seule force continue , agissant indéfiniment selon 
la même direction. Cette théorie élémentaire est 
indispensable pour établir les notions fondamen- 
tales qui se reproduisent sans cesse dans toutes 
les parties de la dynamique. Voici en quoi elle 
consiste essentiellement, d’après notre manière 
de concevoir la mécanique rationnelle. 

Nous avons précédemment remarqué que, dans 
la question dynamique directe , il fallait néces- 
sairement supposer connu l'effet de chaque force 
unique, la véritable inconnue du problème gé- 
néral étant l'effet déterminé par le concours de 
_toutes les forces. Cette observation est incontes- 
table. Mais, d’après cela, quel peut être l’objet 
de cette partie préliminaire dé la dynamique 
qu'on destine à l'étude du mouvement résultant 
de l’action d’une seule force continue ? La contra- 
diction apparente ne tient qu’aux expressions peu 
exactes qu'on emploie ordinairement, et d’après 
lesquelles une telle question semblerait aussi dis- 
üncte et aussi directe que les véritables questions 
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dynamiques, tandis qu'elle n est réellement qu'un 
préliminaire. Pour én concevoir nettement le ve 


caractère, il faut observer que le mouvement va- 


rié produit par une seule force continue peut être 
défini de plusieurs manières, qui dépendent les 
unes des autres, et qui > par conséquerit , ne Sau- 
raient jamais être données simultanément; qüoi- 


que chacune puisse être séparément la plus con 


venable, d’où résulte la nécessité de savoir Passe 
en général, de l'une quelconque d’entre elles 
toutes les autres : c'est dans ces D | 
que consiste proprement la théorie générale pré- 
liinaire du mouvement varié, désignée fort in- 
exactement sous le nom d'étude de l'action d’une 
force RS Ces diverses définitions équiva- 
lentes d’un même mouvement varié résultent de 
là considération simultanée des trois fonctions 
fondamentales distinctes, quoique co-relatives , 
qu’on y peut envisager , l'espace ; la vitesse et la 
force, conçus comme dépendant du temps écoulé. 
La loi du mouvement peut être immédiatement 
donnée par la relation entre l’espace parcouru et 
le temps écoulé, et alors il importé d’en déduire 
la vitesse acquise par le mobile à chaque instant, 
c’est-à-dire celle du mouvement uniforme qi 
aurait lieu sÿ, la force continué cessant tout à 


coup d'agir, le corps ne sé mouvait plus qu'en 
vertu de l'impulsion naturelle résultant, d'après 


F 


Oo 


MATHÉMATIQUES. 091 
a loi d'inertie, du mouvement déjà effectué : il 
est également intéressant de déterminer aussi 
quelle est, à chaque instant, l'intensité de Ja force 
continue, comparée à celle d’une force accélé- 
ratrice constante bien connue, telle, par exem- 
ple, que la gravité terrestre, la seule force de ce 
genre qui nous soit assez familière pour servir 
habituellement de type convenable. Dans d’autr es 


pi occasions » au contraire, le mouvement pourra 
æ être naturellement défini par la loi qui rèele la 


variation de la vitesseen raison du temps, et d’où 


il faudra conclure celle relative à l'espace, ainsi 


que celle qui concerne la force. Il en serait de 

même si la définition primitive du mouvement 

consislait dans la loi de la force continue, qui 
L3 JA : L] . / L 

pourrait n être pas toujours immédiatement don- 


née en fonction du temps, mais quelquefois par 


rapport à l'espace, comme par exemple lorsqu'il 
sagit de la gravitation universelle, où d’autres 
fois relativement à la vitesse, ainsi_qu'on le voit 
pour la résistance des milieux. Enfin , si l’on con- 
sidère cet ordre de questions sous le point de vue 
le plus étendu, il faut concevoir, en général , 


que la définition d’un mouvement varié peut étre 


donnée par une équation quelconque, pouvant 


contenir à la fois ces quatre variables dont une 
; . » À , : 
seule est indépendante, le temps, l’espace, la 


® L 2 A dd 
vitesse, et la force ; le problème consistera à dé- 
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duire de cette équation la détermination distincte 
des trois lois caractéristiques relatives à l’espace, 
À Ja vitesse et à la force, en fonction du temps, 
et, par suite, en corélation mutuelle. Ce problème 
général se réduit constamment à une recherche 
purement analytique, à l'aide des deux formules 
dynamiques fondamentales qui expriment, en 
fonction du temps, la vitesse et la force , quand 
on suppose connue la loi relative à l’espace. 

La méthode infinitésimale conduit à ces 
deux formules avec la plus grande facilité. Il 
suffit en effet, pour les obtenir, de considérer, 
suivant l'esprit de cette méthode, le mouvement 
comme uniforme pendant la durée d’un même 
intervalle de temps infiniment petit , et comme 
uniformément accéléré pendant deux intervalles 
consécutifs. Dès lors, la vitesse , supposée mo- 
mentanément constante, d’après la première consi- 
dération, sera naturellement exprimée par la 
différentielle de l’espace divisée par celle du 
temps; et, de même, la force continue, d’après 
la seconde considération, sera évidemment me- 
surée par le rapport entre l'accroissement infini- 
ment petit de la vitesse, et le temps employé à 
produire cet accroissement. Ainsi , en appelant # 
le temps écoulé, e l’espace parcouru, 2 la vi- 
Lesse acquise et @ l'intensité de la force continue 
à chaque instant, la corrélation générale et néces- 
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saire de ces quatre variables simultanées sera ex- 


primée analytiquement par les deux formules 
fondamentales, à 


AMNEE ET 
rar FT TRE 


D'après ces formules , toutes les questions rela- 
tives à cette RAT EN préliminaire du mouve- 
ment varié se réduiront immédiatement À de 


simples recherches analytiques, qui consiste- 


ront où dans des différentiations, ou, le plus 
souvent, dans des intégrations. En considérant le 
cas le plus général , où la définition primitive du 
mouvement proposé serait donnée seulement par 
une équation entre les quatré variables, le pro- 
blème analytique consistera dans Dtération 


d'une équation différentielle du second ordre , 


relative à la fonction e, et qui pour ra être fré- 
quemment inexécutable, vu l'extrême imperfec- 
tion actuelle du calcul intégral. 

La conception fondamentale de Lagrange, relati- 
vement à l’anal yse transcendante, l'ayant nécessai- 
rement obligé à se priver des facilités qu'offre l’em- 
ploi de la inéthods infinitésimale pour l’établisse- 
ment des deux formulesdynamiques précédentes, 
il a été conduit à présenter cette théorie sousunnou- 
veau point de vue, dont on n’a pas communément, 
ce me semble , assez apprécié l'importance, et qui 
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me paraît singulièrement propre à éclaircir la 
véritable nature de ces notions élémentaires. 
Lagrange a montré dans sa /héorie des fonctions 
analytiques que cette considération dynamique 
consistait réellement à concevoir un mouve- 
ment varié quelconque comme composé à chaque 
instant d’un certain mouvement uniforme et d’un 
autre mouvement uniformément varié, en l’as- 
similant au mouvement vertical - d’un: corps: 
pesant lancé avec une impulsion initiale. Mais , 
pour donner à cette lumineuse conception toute 
sa valeur philosophique, je-crois devoir la pré- 
senter sous un point de vue plus étendu que ne 
Va fait Lagrange, comme donnant lieu à une 
théorie complète de l’assimilation des mouve- 
mens, exactement semblable à la théorie-géné- 
rale des contacts des courbes et des surfaces, 
exposée dans les treizième et quatorzième le- 
cons. : 

À cet effet, supposons deux môuvemens recti- 
lignes quelconques , définis par les équations 
e=f(t), E = F(r); que les deux mobiles soient 
parvenus au bout du temps £,à une même situa- 
tion ; et considérons leur distance mutuelle après. 
un certain temps { + L. Cette distance, qui sera 
égale à la différence des valeurs correspondantes 
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Fi n 
des deux fonctions J et F aura évidemment pour 
expression, d'après la formule de Taylor, la série 


('O—F (D) 2 + (MO—F"@) + 


h3 
(f fi. (6) — F" (2) ) + + etc. 


À l'aide de cette série, on pourra , par des con- 
sidérations entièrement analogues à celles em- 
ployées dans la théorie des courbes, se faire une 
idée nette de l'assimilation plus où moins parfaite 
des deux mouvemens, suivant les relations analy- 
üques plus oumoins étendues des deux fonctions 


_ primitives f'et Æ. Si leurs dérivées du premier 


ordre ont une même: valeur ; ‘il existera entre 
les deux mouvemens ce qu’on pourrait appeler 
une asimilation du premier ordre , sembla ble 
au contact du premier ortre dans les courbes, 
et qu'on pourra caractériser, sous le rapport con- 
cret, en disant alors que le mouvement des deux 
corps sera le même pendant un instant infini- 
ment pelil. Si, en outre, les deux dérivées du 
second ordre prennent encore la même valeur, 
l'assimilation des mouvemens deviendra plus in- 


time, et s'élèvera au second ordre; elle consistera 


physiquement alors en ce que les deux mobiles 
auront le même mouvement pendant deux insians 
infiniment petits consécutifs. Pareillement, en 


L Es " 127 CPR 
ajoutant à ces deux premières relations l'égalité. 
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des troisièmes dérivées, on établira, entre les 


mouvemens considérés, une assimilation du troi- : 


sième ordre, qui les fera coïncider pendant trois 
instans consécutifs, et ainsi de suite indéfini- 
ment. Le degré de similitude des deux mouve- 
mens, déterminé analytiquement par le nombre 
de fonctions dérivées successives qui auront res- 
pectivement la même valeur, aura toujours pour 
interprétation concrète la coïncidence des deux 
mobiles pendant un nombre égal d’instans con- 
sécutifs; comme nous ayons vu l’ordre du con- 
tact des courbes mesuré gécmétriquement par 
la communauté d’un nombre correspondant d’élé- 
mens successifs. Si la loi caractéristique de l’un 
des mouvemens proposés contient, dans son ex- 
pression analytique, quelques constantes arbi- 
traires, on pourra l’assimiler à un autre mouve- 
ment quelconque jusqu'à un ordre marqué par 
le nombre de ces constantes, qui seront alors 
déterminées d’après les équations destinées à éta- 


blir, suivant la théorie précédente, ce degré d'in- 


timité entre les deux mouvemens. 


Cette conception fondamentale conduit à 


apercevoir la possibilité, du moins sous le point 
de vue abstrait, d'acquérir une connaissance de 
plus en plus approfondie d’un mouvement varié 
quelconque, en le comparant successivement à 
une suite de mouvemens connus, dont la loi 
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analytique dépende d’un nombre de plus en plus 
grand de constantes arbitraires , et qui pourront , 
par conséquent, avoir avec lui une coïncidence 
de plus en plus prolongée. Mais, de même que 
nous avons vu la théorie générale des contacts 
des lignes, appliquée à la mesure de la courbure 
les unes par les autres, devoir se réduire effecti- 
vement à la comparaison d’une courbe quelcon- 
que d'abord avec une ligne droite et ensuite avec 
un cercle, ces deux lignes étant les seules qu'on 
_ puisse regarder comme assez connues pour servir 
utilement de type à l'égard des autres, pareille- 
ment la théorie dynamique relative à la mesure 
des mouvemens les uns par les autres doit être 
réellement limitée à la comparaison effective de 
tout mouvement varié, d’abord avec un mouve- 
ment uniforme où l’espace est proportionnel au 
temps, et ensuite avec un mouvement uniformé- 
ment varié où l’espace croît en raison du carré 
du temps; ou bien, afin de tout embrasser en une 
seule considération, avec un mouvement composé 
d’un mouvement uniforme, et d’un autre unifor- 
mément varié, tel que celui d’un corps pesant 
animé d’une impulsion initiale. Ces deux mouve- 
mens élémentaires sont, en effet, comme le re- 
. marque Lagrange, lesseuls dont nous ayons réel- 
lement une notion assez familière pour que nous 
puissions les appliquer avec succès à la mesure de 
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tous les autres. En établissant cette assimilation, 
on trouve, d’après la théorie précédente, que 
tout mouvement varié peut être à chaque instant 
| comparé à celui d'un corps pesant qui au- 
rail recu une vitesse initiale égale à la pre-- 
mière dérivée de l'espace parcouru envisagé 
comme une fonction du temps écoulé, et qui se- 
rait animé d’une gravité mesurée par la seconde 
dérivée de cette même fonction, ce qui nous 
fait rentrer-dans les deux formules fondamén- 
tales obtenues ci-dessus par la méthode infinité- 
simale. Le mouvement proposé  coïncidera pendant 
un inslant infiniment petit avec le mouvement 
uniforme exprimé dans la première partie de 
cette comparaison, et pendant deux instans con- 
sécutifs avec le mouyement uniformément accé- 
léré qui correspond à la seconde partie. On se - 
formera donc ainsi une idée nette du mouvement 
du mobile à chaque moment, et de la manière 
dont il varie Ed moment à l'autre, ce prit ah 
strictement suffisant. » | : 
Quoique la conception de Lagrange, telle po 
je l'ai généralisée, conduise finalement aux mêmes 
résultats que la bare ordinaire, 1l.est aisé de. 
sentir cependant sa supériorité rationnelle, puis- | 
que ces deux théorèmes fondamentaux , dans les- 
quels on avait vu jusqu'alors le terme absolu des 
eflorts de Pesprit humain, relativement à l'étude 
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des mouvemens variés ; peuvent être envisagés 
maiñtenañtcomme une simple application partücu- 
lière d’une méthode très-cénérale, qui nous pér- 

met abstraitement d’éntrevoir une mesure beau- 

} coup plus 'parfaite de tout mouvement varié , 
quoique de puissans motifs de convenance nous 
obligent à considérer seulement la mesure primi- 
tivément adoptée. On conçoit, d’après ce qui 
précède, que si la nature nous offrait un exemple 
simple et familiér d’un mouvémént rectiligne 
dans lequel l’espace croîtrait proportionnellement 

_ aucube du temps, én ajoutant à nos notions dyna- 

miques ordinaires la considération habituelle de 
ce mouvetnent, nous obtiendrions une connais- 
sance plus approfondie de la nature d’un mouve- 
ment varié quelconque, qui pourrait alors avoir 
-avec le triple mouvement ainsi composé une 
assimilation du troisième ordre, ce qui nous per- 
mettrait d'envisager directement, par une seule 
vue de l'esprit, l’état du inobile: pendant trois 
_ instans consécutifs ; tandis que nous sommes 
- maintenant forcés de nous arrêter À deux in- 
‘étans. Sous le rapport analytique, au lieu de 
* nous borner aux deux premières fonctions déri- 
wées de l'espace relativement au temps, cette 
méthode reviendrait à considérer simultané- 
ment la troisième dérivée, qui aurait dès lors 
aussi une signification dynamique, dont élle est 
actuellement dépourvue. Dans cette supposition, 


/ 
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de même que nous concevons habituellement la 
force accélératrice pour nous représenter les 
changemens de la vitesse, nous aurions pareille- | 
ment une considération dynamique propre à nous 
figurer les variations de la force continue. Notre 
étude générale des mouvemens variés deviendrait 
encore plus parfaite si, étendant cette hypothèse, 
il existait en outre un mouvement connu dans 
lequel l’espace fût proportionnel à la quatrième 
puissance du temps, et ainsi de suite. Mais en 
réalité, parmi les mouvemens simples où l’espace 
parcouru se trouve croître proportionnellement 
à une puissance entière et positive du temps écoulé, 
l'observation ne nous faisant connaître que le 
mouvement uniforme produit par une impulsion 
unique et le mouvement uniformément accéléré 
qui résulte de la pesanteur terrestre suivant la 
découverte de Galilée, nous sommes contraints 
de nous arrêter aux deux premiers degrés de la 
théorie précédente pour la mesure générale des 
mouvemens variés quelcouques. Telle est la vé- 
ritable explication philosophique dela méthode: 
universellement adoptée , estimée à sa valeur 
réelle. AE 

J'ai cru devoir insister sur cette explication, 
parce que cette conception fondamentale me 
semble n’être pas encore appréciée d’une manière 
convenable, quoiqu’elle soit la base de la dyna- 
mique tout entière. 


tés - 
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Après l'examen général de cette importante 


| théorie préliminaire » Je passe maintenant À COnNSI- 


dérer sommairement le caractère philosophique de 
la véritable dynamique rationnelle directe , C’est-à- 
dire de l'étude du mouvement curviligne produit 
par l’action simultanée de diverses forces conli- 
nues quelconques, en continuant à supposer 
d’abord que le mobile soit regardé comme un 
point, ou, ce qui revient au même, que toutes 
les molécules du corps prenant exactement le 
même mouvement, chacune se meuve isolément 
sans être affectée par sa liaison avec les autres. 

On doit distinguer, en général , dans le mou- 
vement curviligne d’une molécule soumise à l’ac- 
tion de forces quelconques, deux cas très-diffé- 
rens, suivant qu'elle est d’ailleurs entièrement 
libre, de manière À devoir décrire la trajectoire 
qui résultera naturellement de la combinaison des 
forces proposées, ou que, au contraire, elle est 
astreinte à se mouvoir sur une seule courbe ou 
sur une surface donnée. La théorie fondamentale 
du mouvement curviligne peut étre établie dans 
son ensemble suivant deux modes fort distincts, 
en prenant pour base l’un ou l’autre de ces deux 
cas , car chacun d'eux peut être traité directement 
et se trouve en même temps susceptible de se 
rattacher à l’autre, les deux considérations étant 
presqu’également naturelles selon le point de vue 
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où l'esprit se place. En partant du préniier cas, 
il suffira , pour en déduire le second ; de regarder 
la résistance , tantactive que passive, de la Éonrbe 
ou de la surface sur laquelle le corps est assujetti 
à rester, commé une nouvelle force à joindre à 
celles du système proposé, ainsi que nous avôhs 
vu qu'on à coutume de le faire en statique: Si, - 
au contraire, on préfère d'établir d'abord la théo- 
rie du second cas, on y ramènera ensuite le pre- 
mier, en considérant le mobile comme forcé à 


décrire la courbe qu'il doit effectivement par- 


_ courir, ce qui suffira entièrement pour former les 
équations fondamentales, malgré que cette éourbe 
soit alors primitivement inconnue. Quoique cette 
dernière méthode ne soit point ordinairement 
employée, ilconvient, je crois, de les caractéri- 


ser ici toutes deux , pour donner le plus complétes. | 


ment possible une juste idée dela théorie géné= 4$ 1 


rale du mouvement curviligne, car chatôté. 
d’elles a, cé me semble, des avantages importans 


qui lui sont propres: Considérons d’abord la pre- 
mière. | “4 
Examinant, en premier lieu, le mouvement 
curviligne d’une molécule entièrement libre sou- 
mise à l’action de forces continues quelconques, 
ôn peut former de deux manières distinctes lés 
équations fondamentales de ce mouvement, en 
les déduisant par deux modes différens de la théo- 


MATHÉMATIQUES. 663 
rie du mouvement rectiligne. Le premier mode, 
qui à d'abord été le plus employé par les géomé- 
tres ; quoique , sous le rapport analytique, il ne 
soit pas le plus simple, consiste à décomposer à 
chaque instant la résaltante totale des-forces con- 
tinues qui agissent sur le mobile en deux forces, 
l’une dirigée selon la tangenie à la trajectoire qu’il 


décrit, lautre suivant la normale. Considérons 


Er 


7 


LA 


re EE RE 
+: 


alors pendant un instant infiniment peut, le mou- 
vement comme rectiligne et ayant lieu dans la 
direction de la tangente , d'après la première loi 
fondamentale du mouvement. La progression du 
corpsen ce sens ne sera évidemment due qu'à la 
première de ces deux composantes, à laquelle, 
par conséquent, on pourra appliquer\la formule 
élémentaire rapportée ci-dessus par le mouvement 
réctiligne. Cette composante, qui est d’ailleurs 
égale à la force accélératrice toile multipliée par 
le cosinus de son inclinaison sur’la langente, 
sera donc exprimée par la seconde fonction dé- 
rivée de larc de la courbe relativement au temps. 
En développant cette équation par les formules 


géométriques connues, et introduisant dans le 
calcul les composantes de la force accélératrice 


totale parallèlement aux trois a%es coordonnés 
rectangulaires , on parvient finalement aux trois 
équations fondamentales ordinaires du mouve- 
ment curviligne. Le second mode, plus simple 

TOME I. | 45 
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et plus régulier, dû à Euler, et depuis générale- 
ment dorée consiste à obtenir immédiatement 
ces équations en décomposant directement le 
mouvement du corps à chaque instant , ainsi que 
la force continue totale dontil estanimé, en trois 
autres dans le sens des trois axes coordonnés. | 
D'après la troisième loi fondamentale du mouve- 

ment, le mouvement selon chaque axe étant in- : 
dépendant des moüvemens suivant les deux au- 
tres n’est dû qu’à la composante totale des forces N 


accélératrices parallèlement à cet axe, en sorte ; 
que le mouvement curviligne se trouve ainsi | 
continuellement remplacé par le système de trois ñ 


mouvemens reclilignes, à Ce desquels on 
peul aussitôt appliquer la théorie dynamique 
préliminaire indiquée ci-dessus. En nommant i 
.X, Ÿ, Z, les composantes toiales, parallèlement 
aux trois axes des x, des y, et des 3, des f forces ce À 
continues qui agissent à chaque instant dé. Te ; 
a molécule a les coordonnées sont'æ, ÿ, ap " 
on obtient ainsi immédiatement les équations 


2, Pré 
" à 


g 4 "+ ER, 4 
dx Y d'z. CEE AR 
À, Ÿ, + = 250 0 


auxquelles on te parvient que par un assez : long | 
calcul en suivant le premier mode. 

Telles sont les équations différentielles fonda- 
mentales du mouvement curviligne, d’après less 4 
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quelles les questions quelconques de dynamique 
relatives à un corps dont toutes les molécules 
prennent exactement le même mouvement se 
réduisent immédiatement à des problèmes pure- 
ment analytiques, lorsque les données ont été 
convenablement exprimées. En considérant 
d'abord la question générale directe, qui est Ja 
plus importante, onse propose, connaissant la loi 
des forces continues dont le corps est animé, 
de déterminer toutes les circonstances de son 
mouvement effectif. Pour cela, de quelque ma- 
mère que cette loi soil donnée, ou en fonction 
du temps, ou en fonction des coordonnées, ou 
en fonction de la vitesse, il suffira en général 
d'intégrer ces trois équations du second ordre. 
ce qui donnera lieu à des difficultés analytiques 
plus ou moins élevées, que l’imperfection du 

calcul intégral pourra rendre fréquemment in- 

* surmontables. Les six constantes arbitraires sucC- 
cessivement introduites par cette intégration se 
détermineront d’ailleurs en ayant ésard aux cir- 
constances de l’état initial du mobile, dont les 

É | ‘équations différentielles n'ont pu conserver au- 
; _ cune trace. On obtiendra ainsi les trois coor- 
données du corps en fonction du temps, de ma- 
niére à pouvoir assigner exactement sa position à 
Chaque instant; et on trouvera ensuite les deux 
équations caractéristiques de la courbe qu’il dé- 
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crit, en éliminant le temps entreces trois expres- 
sions. Quant à la vitesse acquise par le mobile à 
une époque quelconque, on pourra dès lors la 


déterminer aussi d’après les valeurs de ses trois 


RL 
est d’ailleurs utüle de remarquer, à cet égard, 
que cette vitesse 2 sera souvent SAT 
d'être immédiatement calculée par une combi- 
naison fort simple des trois équations différen- 
uielles fondamentales, qui donne évidemment la 


composantes, dans le sens des axes, 


formule générale 


se fi X dx + Ydy + Zi), 


à l’aide de laquelle une seule intégration suflira 
pour la détermination directe de la vitesse, lors- 


que l'expression placée sous le signe Î satisfera 


aux conditions connues d'intégrabilité relativement 


aux trois variables x, y, 3, envisagées comme indé- 
pendantes. Cette propriété n’a pas liéu, sans doute, 
relativement à toutes les forces continues possibles, 
ni même par rapport à loutes celles que nous p'és 
sentent en effet les phénomènes naturels, puisque, 

par exemple , elle ne saurait se vérifier pour les 
forces qui représentent la résistance des milieux, 
oules frottemêns, ou , en général, quant à toutes 
celles dont laloi primitive dépend du temps ou de 


la vitesse elle-même. La remarque précédente n° en. 
est pas moins regardée avec raison par les géomë- 


tres comme ayant une extrême im 


des tendances vers des centres fixes, agissant. 


4 


ÿy 
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Porlance pour 
simplifier les recherches analytiques auxquelles 
se réduisent les problèmes de dynamique , Car la 
condition énoncée se vérifie constamment , ainsi 
qu'il est aisé de le prouver, dans un cas particu- 
lier fort étendu , qui comprend toutes les grandes 
applications de la dynamique rationnelle à la mé- 
canique céleste, c'est-à-dire celui où toutes les 


forces continues dont le Corps est animé sont 


sui- 
vant une fonction quelconque de la distance du 


corps à chaque centre , mais indépendamment de 
la direction. 

Si, prenant maintenant en sens inverse la 
théorie générale du mouvement curviligne d’une 
molécule libre, on se propose de Idéterminer, au 
contraire ; d’après les circonstances caractéristi- 
quesdu mouvement effectif » Ja loi des forces accé- 
lératrices qui ont pu le produire, la question sera 
nécessairement beaucoup plus simple sous le rap- 
port analytique > puisqu'elle ne consistera essen- 
liellement qu’en des différentiations. Car : sera 
toujours possible alors, par des recherches pré- 
liminaires plus ou moins compliquées, qui ne 
Peurront porter que sur des considérations pure- 
ment géométriques , de déduire, de la définition 
primitive du mouvement proposé , les valeurs des 
trois coordonnées du mobile à chaque instant en 
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fonction du temps écoulé jet dès lors, en différen- 
tiant deux foisces trois expressions, oncbtiendrales 
composantes des forces continues suivant les trois” 
axes , d’où l’on pourra conclure immédiatement 
Ja loi de la force accélératrice totale, de quelque 
nature qu elle soit. C’est ainsi que nous verrons , 
dans la seconde section de ce cours , les trois lois 
géométriques fondamentales trouvées par Képler 
pour les mouvemens des corps célestes qui com- 
posent notre syslème solaire, nous conduire né- 
cessairemeut à la loi de gravitation universelle, 
qui devient ensuite la base de toute la mécanique 
générale de l'univers. 

Après avoir établi la théorie du mouvement 
curviligne d’une molécule libre , il est aisé d'y 
faire rentrer le cas où cette rslse est assujé- 
tie, au contraire, à rester sur une courbe donnée. 
IL suffit, comme je lai indiqué, dé comprendre 
alors, parmi les forces continues auxquelles la 
molécule est primitivementsoumise, la résistance 
totale exercée par la courbe proposée, ce qui per- 
mettra évidemment de considérer le mobile 
comme entièrement libre. Toute la difficulté 
propre à ce second, cas se réduit donc essen- 
iellement à analyser avec exactitude cette re- 
sistance. Or il faut, à cet effet, distinguer d'abord, 
dans la résistance de la courbe, deux parties très- 
différentes qu'on pourrait appeler, pour les ca- 


5 
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raclériser neltement , l’une s{atique , l’autre dy- 
namique. La résistance statique est celle qui au- 
rait lieu Îors même que le corps sérait immobile ; 
elle provient de la pression exercée sur la Lo 
proposée par les forces accélératrices dont il est 
animé ; ainsi on l'obtiendra en déterminant la com- 
posante de la forcecontinuetotale suivant la nor- 
male à la courbe donnée au point que l’on considère. 
La résistance dynamique a une origine toute dif- 
férente ; elle n’est engendrée que par le mouve- 
ment, et résulte de la tendance perpétuelle du 
Corps à abandonner la courbe qu'il est forcé de 
décrire , pour continuer à suivre, en vertu de la 
première loi fondamentale du mouvement, la di- 
rection de la tangente. Cette seconde résistance, 
qui se manifeste dans le passage du corps d’un 
élément de la courbe à l’élément suivant, est évi- 
demment dirigée à chaque instant selon la nor- 
male à la courbe située dans le plan osculateur, 
et pourra, par conséquent, n'avoir pas la même 
direction quela résistance statique , si le plan os- 
culateur ne contient pas la droite suivant liquelle 
agil la force accélératrice totale. C’est à cette ré- 
sisiance dynamique qu'on donne, en général , le 


nom de force centr ifuge , tenant à ce que les 


seules forces accélératrices considérées d’abord 
par les géomètres étaient des forces centripètes, où 
ces tendances vers des centres fixes, Quant à son 
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intensité, en concevant cette force centrifuge 
comme une nouvelle force accélératrice, elle sera 
mesurée par la composante normale que produit, 
dans chaque instant infiniment petit, la vitesse 
du mobile, lorsqu'il passe d’un élément de la 
courbe un autre, On trouve aisément ainsi, après 
avoir éliminé les infinitésimales auxiliaires intro- 
duites d’abord naturellement par cette considéra- 
tion, que la force centrifuge est continuellement 


égale au carré de la vitesse effective du mobile 


divisé par le rayon de courbure correspondant de 
Ja courbe proposée. Du reste, cette expression fon- 
damentale, aussi bien que la direction même de 
la force centrifuge , pourraient être entièrement 


obtenues par le calcul, en introduisant préalable- 


ment cette force, d’une manière complétement 


indéterminée, dans les trois équations différentiel- 


les générales du mouvement curviligne rapportées 
ci-dessus. Quoi qu'il en soit, après avoir déterminé 
la résistance dynamique, on la composera con- 
venablement avec la résistance statique, et, en 
faisant entrer la résistance totale parmi les forces 
proposées, le problème sera immédiatement ra- 
mené au cas précédent. La question la plus re- 


marquable de ce senre consiste dans l’étude du 


mouvement oscillatoire d’un corps pesant sur une 
courbe quelconque (ét particulièrement sur un 
cercle où sur une cycloïde), dont l’examen phi- 


F 
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losophique doit naturellement être renvoyé à la 
partie de ce cours qui concerne la physique pro- 
prement dite. LE 

: Îl serait superflu de considérer distinctement 
ici le cas où le mobile , au lieu de devoir décrire 
une courbe donnée, serait seulement assujéti à 
rester sur une certaine surface. C’est essentiel 


lement par lés mêmes considérations qu'on ra- 
“mène ce nouveau cas, d'ailleurs peu important 


dans les applications , à celui d’un corps libre. Il 
n'y a d'autre différence réelle qu'en ce qu’alors la 
trajectoire du inobile n’est pas d’abord entière- 


ment déterminée, et qu’on est obligé, pour la 


connaître, de’ joindre à l'équation de la surface 
proposée une autre équation fournie par l'étude 
dynamique du problème. | 

Considérons maintenant, par aperçu, le se- 
cond mode général distingué précédemment pour 
construire la théorie fondamentale du mouvement 
curviligne d’une molécule isolée, en partant, au 
contraire ; du cas où la molécule est préalablement 
assujétie à décrire une courbe donnée. 

: Toute la difficulté réelle consiste alors à établir 
directement le théorème fondamental relatif à la 
mesure de la forme centrifuge. Or c’est ce qu'on 
peut faire aisément, en considérant d’abord le 
mouvement uniforme du corps dans un cercle, 
en vertu d'une impulsion initiale , et sans aucune 
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force accélératrice, ainsi que l’a supposé Huy- 
shens, auquel est due la base de cetie théorie. La 
forcé centrifuge est dès lors évidemment propor- 
tionnelle au sinus-verse de l'arc de cercle décrit 
dans un instant infiniment petit, convenablement 
comparé au temps correspondant, d’où il est facile 
de conclure, comme l'a fait Huyghens , qu’elle a 
pour expression le Carré de Îla vitesse constante 
avec laquelle le mobile décrit le cercle divisé par 
le rayon de ce cercle. Ce résultat une fois obtenu, 
en le combinant avec une autre notion fonda- 
mentale due à Huyghens, on en déduit immé- 
diatement la valeur de la force centrifuge dans 
une courbe quelconque. I suffit, pour cela, de 
cencevoir que la détermination de cette force 
exigeant seulement la considération simultanée 


de deux élémens consécutifs de la courbe pro- 


posée, le mouvement peut être continuellement 
envisagé comme ayant lieu dans le cercle oscula- 
teur correspondant, puisque ce cercle présente 
relativement à la courbe deux élémens successi fs 
communs, On peut donc directement transporter 
à une courbe quelconque lexpression de la force 
centrifuge trouvée primitivement pour le cas du 
cercle, et établir, comme dans la première mé- 
thode, mais'bien plus simplement, qu’elle est gé- 
néralement égale au carré de la vitesse divisé par 
le rayon du cercle ‘osculateur. Cette manière de 
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procéder présente l'avantage de donner une idée 
plus nette de la force centrifuge. 

Le cas du mouvement dans une courbe déter- 
minée élant ainsi traité préalablement avec toute 
la généralité convenable, il est aisé d'y ramener 
celui d’un corps entièrement libre, décrivant la 
trajectoire qui doit naturellement résulter de 
l’action simultanée de certaines forces accélératri- 
ces quelconques. Il suffit, en effet, suivant l'in- 
dication précédemment exprimée, de concevoir 
le corps comme assujéti à rester sur la courbe 
qu'il décrira réellement , ce qui revient évidem- 
ment au même, puisqu'il importe peu, en dyna- 
mique, le corps ne pouvant point vérilablement 
parcourir toute autre courbe, qu’il y soit contraint 
par la nature des forces dont il est animé, ou 
par des conditions de liaison spéciales. Dès lors 
ce mouvement donnera naissance à une véritable 
force centrifuge, exprimée par la formule géné- 
_rale. trouvée ci-dessus. Maintenant il est clair 
que, si la force continue totale dont le mobile 
est: animé a été d'abord conçue comme décom- 
posée à chaque instant en deux autres, l’une di- 
rigée suivant la tangente à la trajectoire, et 
Pautre selon la normale située dans le plan oscu- 
lateur, cette dernière doit nécessairement être 
égale et directement opposée à la force centrifuge. 
Or, cette composante normale ayant pour expres- 
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sion la force continue totale multipliée par le 
cosinus de l'angle que sa direction forme avec la 
normale, en égalant cette valeur à celle de la 
force centrifuge, on formera une équation fonda- 
mentale d’où l’on pourra déduire les équations 
générales du mouvement curviligne PRE 
ment obtenues par une autre méthode. On n’aura, 
pour cela, d'autre transformation à faire que 
d'introduire dans cette équation, au lieu de la 
force continue totale et de sa direction, ses com- 
posantes selon les trois axes coordonnés, et de 
remplacer , dans la formule qui exprime la force 
centrifuge, la vitesse et le rayon de courbure par 
leurs valeurs générales en fonction des coordon- 
nées. L'équation ainsi obtenue se décomposera 
naturellement en trois, si lon considère que, 
devant avoir lieu pour quelque système que ce 
soit de forces accélérairices et pour une trajec- 
toire TERRES elle doit se vérifier séparément 
par rapport à chacune des trois coordonnées, envi- 
sagées momentanément comme trois variables en- 
tièrement indépendantes. Ces trois équations se 
trouverontêtre exactement identiques à celles rap- 
portées ci-dessus. Quoique cette manière de les ob- 
tenir soit bien moinsdirecte,et qu’elle exige un plus 
grand appareil analytique , j'ai cependant cruné- 
cessaire de l'indiquer distinctement, parce qu’elle 
me semble propre à éclairer , sous un rapport fort 
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important , la théorie ordinaire du mouvement 
curviligne, en rendant sensible l'existence de la 
force centrifuge, même dans lé cas d'un corps 
libre, notion sur laquelle la méthode habituelle- 
ment adoptée aujourd’hui laisse communément 
beaucoup d'incertitude et d’obscurité. 

Ayantsuffisimment étudié, dansce qui précède, 
le caractère général de la partie de la dynamique 
relative au mouvement d’un point, ou, ce qui 
revient au même, d’un corps dont toutes les mo- 
lécules se meuvent identiquement, nous devons 


maintenant examiner, sous un semblable point: 


de vue, la partie de la dynamique la plus diffi- 
cile et la plus étendue, celle qui se rapporte au 
cas plus réel du mouvement d’un Système de 
corps liés entre eux d’une manière quelconque , 
et dont les mouvemens propres sont altérés par 
les conditions dépendantes de leur liaison. Je con- 
sidérerai soigneusement, dans la leçon suivante, les 
résultats généraux obtenus jusqu'ici par les géo- 
mètres , relativement à cet ordre de recherches. 
Je dois donc me borner strictement ici à caracté- 
riser la méthode générale d’après laquelle on est 
parvenu à converlir tous les problèmes de cette 
nature en de pures questions d’analyse. 

Dans cette dernière partie de la dynamique, il 
faut préalablement établir une nouvelle notion 
élémentaire, relativement à la mesure des forces. 
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En effet, les forces considérées jusqu'ici étant 
toujours appliquées à une molécule unique , ou 
du moins agissant toutes sur un même corps, leur 
intensité se trouvait être suffisamment mesurée, 
‘en ayantseulement égard à la vitesse plus ou moins 
grande qu’elles pouvaient imprimer au mobile à 
chaque instant.Mais , quand on vient à envisager 
simultanément les mouvemens de plusieurs corps 
différens, cette manière de mesurer les forces 
devient évidemment insuffisante, puisqu'on ne 
saurait se dispenser de tenir compte de la masse 
de chaque mobile, aussi bien que de sa vitesse. 
Pour la prendre convenablement en considéra- 
tion , les géomètres ont établi cette notion fonda- 
mentale, que les forces susceptibles d'imprimer à 
diverses masses une même vitesse sont exactement 
entre elles comme ces masses; ou, en d’autres 
termes , que les forces sont proportionnelles aux 
masses , aussi bien que nous les avons reconnues, 
dans la quinzième lecon, d’après la troisième loi 
physique du mouvement , être proportionnelles 
aux vitesses. Tous lestphénomènes relatifs à la 
communication du mouvement par le choc, ou 
de toute autre manière , ont constamment con- 
firmé la supposition de cette nouvelle propor- 
tionnalité. IL en résulte évidemment que lorsqu'il 
faut comparer, dans le cas le plus général , des 
forces qui impriment à des masses inégales dés 
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_ vitesses différentes, chacune d’elles doit être me- 
surée d'après le produit de la masse sur laquelle 
eile agit par la vitesse correspondante. Ce pro- 
duit, pes géomèêtres ont donné communé- 
ment le nom de quantité de mouvement, déter- 
mine exactement, en cffet, la force d'impulsion 
d’un corps dans le choc, Îa ne propre- 
ment dite, ainsi que la pression x. un corps peut 
exercer contre tout obstacle fixe à son mouve- 
ment. Telle est la nouvelle notion élémentaire 
relative à la mesure générale des forces, dont il 
serait peut-être convenable de faire une quatrième 
et dernière loi fondamentale du mouvement, en 
tant du moins que cette notion n’est point réelle- 
ment suscephible ; comme quelques géomètres 
lont pensé ; d’être logiquement déduite des no- 
tions précédentes, et ne saurait être solidement 
établie que sur des considérations physiques qui 
“lui soient propres. 

Cette notion préliminaire étant établie, exami- 
nons maintenant la conception générale d’après 
laquelle peut être traitée la dynamique d’un sys- 
tème quelconque de corps soumis à l’action de 
forces quelconques. La difficulté caractéristique 
de cet ordre de fosnons consiste essentielle- 
ment dans s la manicre de tenir compte de Ja liai- 
son des différens corps du système, en vertu de 
-laqueile leurs réactions mutuelles altéreront né- 
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| cessairement les mouvemens propres que chaque 


corps prendrait, s’il était seul, par l'influence des 
forces qui le sollicitent, sans qu'on sache nulle- 
ment priori en quoi peut consister cette altéra- 
tion. Ainsi, pour choisir un exemple très-simple, 
etnéanmoins important , dans le célèbre problème 
du mouvement d’un pendule composé, qui à été 


primitivement. le principal sujet des recherches. 


des géomètres sur cette partie supérieure de la 
dynamique, ilest évident que, par suite de la 
liaison établie entre les corps ou les molécules les 
plus rapprochés du point de suspension, et les 
corps ou les molécules qui en sont les plus 
éloignés , il s’exercera une réaction telle que ni 
les uns ni les autres n'oscilleront comme s'ils 
étaient libres, le mouvement des premiers étant 
retardé, et celui des derniers étant accéléré en 
vertu de la nécessité où ils se trouvent d’osciller 
simultanément, sans qu'aucun principedynamique 
déjà établi puisse faire connaître la loi qui déter- 
mine ces réactions. Îl en est de même dans tous 
les autres cas relatifs au mouvement d’un système 
de corps.On épouvedonc évidemment ici le besoin 
de nouvelles conceptions dynamiques. Les géo- 
mètres, obéissant, à ce sujet, à l'habitude imposée 
presque constamment par la faiblesse de lesprit 
humain, ont d’abord traité celte nouvelle série 


de recherches, en créant pour ainsi dire un nou- | 
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veau principe particulier relativement à chaque 
question essentielle. T'elles ont été l'origine et la 
destination des diverses propriétés générales du 
mouvement que nous examinerons dans la lecon 
suivante , el qui, primitivement envisagées comme 
autant de principes indépendans les uns des autres, 
ne sont plus aujourd’hui, aux yeux des géomètres, 
que des théorèmes remarquables fournis simulta= 
nément par les équations dynamiques fondamen- 
tales, On peut suivre, dans la Mécanique ana- 
lytique, histoire générale de cette série de 
travaux, que Lagrange à présentée d’une manière 
si profondément intéressante pour l'étude de la 
marche progressive de l'esprit humain. Cette ma- 
nière de procéder a été continuellement adoptée 
jusquà d’Alembert, qui a mis fin à toutes ces 
recherches isolées, en s’élevant à une conception 
générale sur la manière de tenir compte de la réac- 
tion dynamique des corps d’un système en vertu 
de leurs liaisons , et en établissant par suite les 
équations fondamentales du mouvement d’un SYS- 
ième quelconque. Cette conception, qui a tou- 
Jours servi depuis, et qui servira indéfiniment de 
base à toutes les recherches relatives à la dyna- 
mique des corps, consiste essentiellement à faire 
rentrer les questions de mouvement dans de sim- 
ples questions d'équilibre , à l’aide de ce célèbre 
principe général auquel l'accord unanmie des 
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géomètres a donné, avec tant de raison, le nom 
de principe de d’Alembert. Considérons donc 
maintenant ce principe d’une manière directe. 
Lorsque, par les réactions que divers corpsexer- 
cent les uns sur les autres en vertu de leur liaison , 
chacun d'eux prend un mouvement différent de 
celui que les forces dont il est animé lui eussent 
imprimé sil eût été libre, on peut évidemment 
regarder le mouvement naturel comme décom- 
posé en deux, dont l’un est celui qui aura efféc- 
tivement lieu, et dont l’autre, par conséquent , 
a été détruit. Le principe de d’Alembert consiste 
proprement en ce que tous les mouvemens de ce 
dernier genre, ou, en d' autres termes , les quan- 
tités de mouvemens perdues ou gagnées par les 
différens corps du système dans leur réaction , se 
font nécessairement équilibre , en ayant égard 
aux conditions de liaison qui caractérisent le sys- 
tème proposé. Gette lumineuse conception géné- 
rale a été d’abord entrevue par Jacques Bernoulli 
dans un cas particulier ; car telle est évidemment 
la considération qu'il emploie pour résoudre le 
problème du pendule composé , lorsqu'il regarde 
la quantité de mouvement perdue par le corpsle 
plus rapproché du point de suspension ; et la quan- 
tité de mouvement gagnée par celui qui en est le 
plus éloigné, comme devant nécessairement sa 
tisfaire à la loi d'équilibre du lévier, relativement 
au point de suspension, ce qui le conduit à for- 
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mer immédialement une équation susceptible de 
déterminer le centre d’oscillation du système de 
poids le plus simple. Mais cette idée n’était, pour 
Jacques Bernoulli, qu'un arlifice isolé qui n’ôte 
rien au mérite de Ja grande conception de d’Alem- 
bert, dont la propriété essentielle consiste dans 
son entière généralité nécessaire. 

En considérant le principe de d'Alembert sous 
le point de vue le plus philosophique, on peut, 
ce me semble , en reconnaître le véritable germe 
primiuf dans la seconde loi fondamentale du 
mouvement (voyez la quinzième leçon), établie 
par Newton sous le nom d'égalité de la réaction 
à l’action. Le principe de d’Alembert coïncide 
exactement, en eflet, avec celle loi de Newton, 
quand on envisage seulement un sysième de deux 
corps, agissant l’un sur l’autre suivant la ligne 
qui les joint. Ce principe peut donc être en vIsagé 
comme la plus grande généralisation possible de 
la loi de la réaction égale et contraire À Paction ; 
et celle manière nouvelle de le concevoir me 
paraît propre à faire ressortir sa véritable nalure, 
en lui donnant ainsi un caractère physique, au 
lieu du caractère purement logique qui lui avait 
_ été imprimé par d'Alembert. En Conséquence 
nous ne verrons désormais dans cegrand principe 
que notre seconde loi du mouvement étendue à 
un nombre quelconque de ‘corps , disposés en- 
ir'eux d’une manière quelconque. 


« 
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D'après ce principe général, on conçoit que 
toute question de dynamique pourra être immé- 
diatement convertie en une simple question de 
_statique, puisqu'il suffira de former , dans chaque 
cas, les équations d'équilibre entre les mouve- 
mens détruits; ce qui donne la certitude néces- 
saire de pouvoir mettre en équation un problème 
quelconque de dynamique, et de le faire ainsi 
dépendre uniquement de recherches analytiques. 
Mais la forme sous laquelle le principe de d’Alem- 
bert a été primitivement conçu n'est point la plus 
convenable pour effectuer avec facilité cette trans- 
formation fondamentale, vu la grande difficulté 
qu'on éprouve souvent à discerner quels doivent 
être les mouvemens détruits, comme on peut 
pleinement s’en convaincre par l'examen attentif 
du Traite de dynamique de d'Alemibert, dont les 
solutions sont ordinairement si compliquées. 
Hermann, et surtout Euler ont cherché à faire 
disparaître la considération embarrassanté des 
quantités de mouvement perdues ou gagnées, en 
remplaçant les mouvemens détruits par les mou- 
vemens primitifs composés avec les mouvemens 
effectifs pris en sens contraire, ce qui revient 
évidemment aw même, puisque ; PARUS 
a été décomposée en deux, on peut réciproque- 
ment substituer à l’une des composantes la com- 
binaison de la résultante avec l’autre composante 
prise én sens contraire. Dès lors le principe de. 
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> 
d’Alembert, envisagé sous ce nouveau point de 
vue, consiste simplement en ce que les mouve- 
mens effectifs conformes à la liaison des corps du 
système devront nécessairement, étant pris en 
sens inverse , faire toujours équilibre aux mouve- 


mens primitifs qui résulteraient de la seule action 


des forces proposées sur chaque corps supposé 
libre; ce qui peut d’ailleurs être établi directe- 
ment, car 1l est évident que le système serait en 
équilibre si on, imprimait à chaque corps une 
quantité de mouvement, égale et contraire à celle 
qu'il prendra effectivement. Cette nouvelle forme 
donnée par Euler au principe de-d’Alembert est 
la plus convenable pour en faire usage, comme 
ne prenant en considération que les mouvemens 
primilifs et les nouvemens effectifs, qui sont.les 
véritables élémens du problème dynamique, dont 
les uns constituent. les. données et les autres les 


inconnues. Teiest, en effet, le point.de vue dé- 


finitif sous lequel le principe de d’Alembert a été 
babituellement conçu depuis. 

Les questions relatives au mouvement étant 
ainsi généralement réduites , de }a manière la plus 
simple possible , à de pures questions d'équilibre, 
la méthode la plus philosophique pour traiter la 
dynamique rationnelle consiste à combiner le 
principe de d’Alembert avec 1e principe des vi- 
tesses virtuelles, qui fournit directement ; comme 
nous l’avons vu dans la lecon précédente, toutes. 
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les équations nécessaires à l'équilibre d’un système 
quelconque. T'elle est la combinaison conçue par 


Lagrange, et si admirablement développée dans 


sa Mécanique analytique, qui a élevé la science 
générale de la mécanique abstraite au plus haut 
degré de perfection que l'esprit humain puisse 
ambitionner sous le rapport logique, c’est-à-dire 
à une rigoureuse unité, toutes les questions qui 
peuvent s’y rapporter étant désormais uniformé- 
ment rattachées à un principe unique, d’après 


lequel la solution définitive d’un problème quel- 


conque ne présente plus nécessairement que des 
difficultés analytiques. Pour établir le plus sim- 
plement possible la formule générale de la dyna- 
mique, concevons que toutes les forces accéléra- 


trices du système quelconque proposé aient été. 


décomposées parallèlement aux trois axes des 
coordonnées ; et soient À, , Z, les groupes 
de forces correspondant aux axes des æ, ÿ, 3; 
en désignant par 7» la masse du système, il devra 
y avoir équilibre, d’après le principe de d’Alem- 

bert, entre les quantités primitives de mouve- 
ment »m Ÿ,mF,m Z,eiles quantités de mou- 
vemeni effectives prises en sens contraire, qui 
séront évidémment exprimées par — " ia 


d'y or . : Are: 
dns "TR, Suivant les trois axes. Ainsi, ap 


pliquant à cet ensémble de forces le principe 
général des vitesses virtuelles, en ayant soin de 


es — nl 
dé 9 


EE 
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distinguer les variations relatives aux différens 
axes , on obtiendra l’équation 


A: 2 ER d’y\ . 
fa) + fa(re 2 v+ 
m fn(z — æ) V2= 0, 


qui peut êlre regardée comme comprenant 
implicitement toutes les équations nécessai- 
res pour l'entière détermination des divérses - 
circonstances relatives au mouvement d’un Sys- 
téme quelconque de corps sollicités par des 
forces quelconques. Les équations explicites se 
déduiront convenablement, dans chaque cas, 
de cette formule générale, en réduisant toutes les 

variations au plus petit nombre possible , d’après 
_ les conditions de liaison qui caractériseront le sys- 
tème proposé, ce qui fournira autant d'équations 
distinctes qu'il restera de variations réellement 
indépendantes. 

Afin de faire ressortir, sous le point de vue 
philosophique, toute la fécondité de cetie for- 
mule , et de montrer qu’elle comprend rigoureu- 
sement l’ensemble total de la dynamique , il con- 
vient de remarquer qu’on én pourrait même rer, 
comme un simple cas particulier , ja théorie du 
mouvement curviligne d'ane molécule unique; 
que nous avons spécialement considérée dans la 
première parte de cette lecon. En effet il est 
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évident que , si joutes les forces continues propo- 


sées agissent sur une seule molécule, la masse 


m disparaît de l’équation générale précédente … 
P q 5 P ; 


qui, en distinguant séparément le mouvement 
virtuel relatif à chaque axe, fournit immédiate- 
ment Îles trois équations fondamentales établies 
ci-dessus pour le mouvement d’un point. Mais, 
bien qu'on doive considérer cette filiation , sans 
laquelle on ne concevrait pas toute l'étendue réelle 
dela formule générale de la dynamique, la théorie 


du mouvement d’une seule molécule n’exige point . 


véritablement l'emploi du principe de d’Alembert, 
qui est essentiellement destiné à l’étude dynamique 
des systèmes de corps. Cette première théorie est 
trop simple par elle-même, et résulte trop immé- 
diatement des lois fondamentales du mouvement, 
pour que je n'aie pas cru devoir, conformément 
à l'usage ordinaire, la présenter d’abord isolé- 
ment, afin de rendre plus nettes les importantes 
notions générales auxquelles elle donne naissance, 
quoique nous devions finir par la faire rentrer, 
en vue d'une coordination plus parfaite, dans la 
formule invariable qui renferme nécessairement 
toutes les théories dynamiques possibles. d 

Ce serait sortir des limites naturelles de ce 
cours que d'indiquer ici aucune application spé- 
ciale de cette formule gériérale à la solution effec- 
live d'un problème dynamique quelconque, la 
méthode devant être le seul objet essentiel de nos 
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considérations philosophiques, sauf l'indication 
des résultats principaux qu’elle a produits, et 
dont nous nous occuperons dans la lecon sui- 
vante. Je crois cependant devoir rappeler à ce 
sujet, comme une conception vraiment relative. 
à la méthode bien plus qu'à la science, la dis- 
tinction nécessaire, signalée dans la lecon précé- 
dente , entre les mouvemens de translation et les 
mouvemens de rotation. Pour étudier convena- 
blement le mouvement d’un système quelconque, 
il faut, en effet, l’envisager comme composé 
d’une translation commune à toutes ses parties , 
et d’une rotation propre à chacun de ses points 
autour d’un certain axe constant ou variable. 
Par des motifs de simplification analytique dont 
nous aurons occasion, dans la leçon suivante , 
d'indiquer l’origine, les géomètres considèrent 
_ toujours de pré‘érence le mouvement de rotation 
d’un système quelconque relativement à son cen- 
tre de gravité , ou, pour mieux dire, à son centre 
des moyennes distances, qui présente, sous ce 
rapport, des propriétés générales très-remarqua- 
bles, dont la découverte est due à Euler. Dés 
lors l'analyse complète du mouvement d’un sys- 
tême animé de forces quelconques consiste 
essentiellement : 1° à déterminer à chaqueinstant 
la vitesse du centre de gravité.et la direction dans 
laquelle il se meut, ce qui suffit pour faire con- 
naître , comme nous le constatétons, tout ce qui 
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concerne la translation du système; 2° À déter- 
miner également À chaque instant la direction 
de l'axe instantané de rotation passant par le cen- 
tre de gravité, et la vitesse de rotation de chaque 
partie du système autour de cet axe. Il est clair, 
en effet, que toutes les circonstancés secondaires 
du mouvement pourront nécessairement être dé- 
duites , dans chaque cas, de ces deux détermina- 
tions principales. 

La formule générale de la dynamique, établie : 
ci-dessus, est évidemment, par sa nalure, tout 
aussi directement applicable au mouvement des 
fluides qu'à celui dessolides, pourvu qu'on prénne 
convenablement en considération les conditions 
qui caractérisent l’état fluide, soit liquide, soit 
gazeux , CC,qUe nous avons eu occasion d'indiquer 
dans la leçon précédente au sujet de l'équilibre. 
Aussi d'Alembert, après avoir découvert le prin- 
cipe fondamental qui lui a permis , vu les progrès 
de la statique , de traiter dans son ensemble la 
dynamique d’un système quelconque , en a-t-il 
fait immédiatement application à l'établissement 
des équations générales du mouvement des fluides, 
entièrement inconnues jusqu'alors. Ges équations 
s'obtiennent surtout avec une grande facilité d’a- 
près le principe des vitesses virtuelles , tel qu'il 
est exprimé par la formule générale précédente. 
Cette partie de da dynamique ne laisse donc réel- 
lement rien À désirer sous le rapport concret, et 
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ne présente plus que des diflcultés purement 
analytiques, relatives à l'intégration des équations 
aux différences partielles auxquelles on parvient. 
Mais il faut reconnaître que cette intégration gé- 
nérale offrant jusqu'ici des obstacles insurmonta- 
bles; les connaissances effectives qu’on peut dé- 
duire de cette théorie sont encore extrêmement 
imparfaites, même dans les cas les plus simples; 
cé qui nous semblera sans doute inévitable, en 
considérant la grande complication que nous avons 
déjà reconnue à cet égard dans les questions de 
pure statique, dont la nature est cependant bién 
moins complexe. Le seul problème de l’écoule- 
ment d’un liquide pesant par un orifice donné, 
quelque facile qu'il doive paraître, n’a pu encore 
être résolu d’une manière vraiment satisfaisante, 
Afin de simplifier suffisimment les recherches 
analytiques dont il dépend, les géomètres ont été 
_ obligés d'adopter la célèbre hypothèse proposée 
par Daniel Bernouilli, sous lenom de parallélisme 
des tranches, qui permet de ne considérer le 
mouvement que par tranches, au lieu de devoir 
lenvisager molécule à molécule. Mais cette hypo- 
thèse, qui consiste à regarder chaque section 
horizontale du liquide comme sé mouvant en to- 
talité et prenant la place de la suivante, est évi- 
demmient en contradiction formelle avec la réalité 
dans presque tous les cas, excepté dans un pelit 
nombre de circonstances choisies pour ainsi dire 
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expressément, à cause des mouvemens latéraux 
dont une telle hypothèse fait complétement abs- 
traction, et dont l'existence sensible impose né- 
cessairement la loi d'étudier isolément le mouve- 
ment de chaque molécule. La science générale 
de l’hydrodynamique ne peut donc réellement 
être encore envisagée que comme étant à sa nais- 
sance, même relativement aux liquides , et à plus 
forte raison à l'égard des gaz. Mais il importe 
éminemment de reconnaître, d’un autre côté, 
que tous les grands travaux qui restent à faire sous 
ce rapport consistent essenliellement dans les 
progrès de Ja seule analyse mathématique, les 
équations fondamentales du mouvement desfluides 
étant irrévocablement établies. : | 

Après avoir considéré sous ses divers aspects 
principaux le caractère général de la méthode 
:n mécanique rationnelle, et indiqué comment 
toutes les questions qu’elle peut offrir se réduisent 
à des recherches purement analytiques, il nous 
reste maintenant, pour compléter l'examen phi- 
losophique de cette science fondamentale, à en- 
visager , dans la lecon suivante, les résultats prin- 
_Cipaux obtenus par l'esprit humain en procédant 
ainsi, c'est-à-dire les propriétés générales les 
plus remarquables de l'équilibre et du mouve- 
ment. 
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SOMMAIRE. Considérations sur les théorèmes généraux de 
mécanique rationnelle, 


Le but et l'esprit de cet ouvrage, aussi bien 
_que son étendue naturelle, nous interdisent né- 
_ cessairement ici tout développement spécial rela- 
üf à l'application des équations fondamentales de 


l'équilibre et du mouvement, à la solution effec- 


tive d'aucun problème mécanique particulier, 
Néanmoins, on ne se formerait qu’une idée in- 
complète du caractère philosophique de la méca- 
nique rationnelle envisagée dans son ensemble, si, 
aprés avoir convenablement étudié la méthode, 
on ne considérait enfin les grands résultats théo- 
riques de la science, c’est-à-dire les principales 
propriétés générales de l'équilibre et du mouve- 
ment découvertes jusqu'ici par les géomêtres, et 
qui nous restent maintenant à examiner. Ces di- 
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verses propriétés ont été conçues dans l’origine 
comme autant de véritables principes , dont cha- 
cun était destiné primitivement à procurer la so- 
lution d’un certain ordre de nouveaux problèmes 
mécaniques, supérieurs aux méthodes connues 
jusqu'alors. Mais, depuis que l’ensemble de la 
mécanique rationnelle a pris son caractère Sys- 
tématique définitif, chacun de ces anciens prén- 
cipes a été ramené à n'être plus qu’un simple théo- 
réme plus ou moins général, résultat nécessaire 
des théories fondamentales de la statique et de la 
dynamique abstraites : c'est seulement sous ce 
point de vue philosophique que nous devons les 
envisager ici. Commençons par ceux “ee se rap- 
portent à la statique. 

Le théorème le plus remarquable qui ait été 
déduit jusqu’à présent des équations générales de 
l'équilibre est la célèbre propriété, primitive- 
ment découverte par T'erricelli, relativement à 
l'équilibre des corps pesans. Elle consiste propré- 
ment en ce que, quand un système quelconque 
de corps pesans est dans sa situation d'équilibre, 
son centre de gravité est nécessairement placé au 
point le plus bas ou le plus haut possible, compa- 
rativément à toutes les positions qu'il pourrait 
prendre d’ après toute autre situation du système, 
Torricelli a d’abord présenté cette propriété 
comme immédiatement vérifiée par les conditions 
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d'équilibre connues de tous les systèmes de poids 
considérés jusqu'alors, Mais les considérations gé- 
nérales d’après lesquelles il a tenté ensuite de la 
démontrer directement sont réellement peu sa- 
tisfaisantes, et offrent un exemple sensible de la 
nécessité de se défier, dans les sciences mathéma- 


tiques, de toute idée dont le caractère n’est point 


parfaitement précis , quelque plausible qu'elle 
puisse d'ailleurs paraître. En effet le raisonne- 
ment de T'orricelli consiste essentiellement à re- 
marquer que la tendance naturelle du poids étant 
de descendre , il y aura nécessairement équilibre 
si le centre de gravité se trouve placé le plus bas 
possible. L’insuffisance de cette considération est 
évidente, puisqu'elle n'explique point pourquoi 
il y à également équilibre quand le centre de gra- 
vité est placé le plus haut possible , et qu’elle ten- 
drait même à démontrer que ce second cas d'équi- 
libre ne peut exister , tandis que, sous le point 
de vue théorique, il est aussi réel que le premier, 


quoique, par le défaut de stabilité, on ait rare- 


mentoccasion de l’observer dans la pratique. Ainsi, 
pour choisir un exemple très-simple, la loi d’équi- 
libre d'un pendule exige que le centre de gravité 
du poids soit placé sur la verticale menée par le 
point de suspension , ce qui offre une vérification 
palpable du théorème de Torricelli ; mais, quand 
on fait abstraction de la stabilité , il est évident 
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que ce centre de gravité peut d’ailleurs étre indif- 
féremment au-dessus où au-dessous du point de 
suspension ; l'équilibre ayant également lieu dans 
les deux cas. | | 
La véritable démonstration générale du théo- 
rème de Torricelli consiste à le déduire du prin- 
cipe fondamental des vitesses virtuelles, qui le 
fournit immédiatement avec la plus grande faci- 
lité. Il suflit, en effet, pour cela, d'appliquer 
directement ce principe à l'équilibre d’un système 
quelconque de corps pesans , à l’écard duquel il 
donne aussitôt l'équation 


Lea LE é 


où P désigne un quelconque des poids, et.3 là 


V4 


hauteur verticale de son centre de gravité. Or, 
d’après la définition générale du centre de gravité 
de tout système de poids, on .a évidemment en 
nommant P. le poids total du système, et. 3, 
l'ordonnée verticale de son. centre de gravité , la 
relation 


Papa, 


Ainsi l’équation des vitesses virtuelles devient , 
dans ce cas, d3 — 0; ce qui, conformément à 
la théorie analytique générale des mnaxima ét mi- 
anima, démontre immédiatemment que la hauteur 


e 
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verticale du centre de gravité du système est alors 
un MAXIMUM OÙ un minimum , comme l’indique 
le théorème de Torricelli. 

Cette importante propriété, indépendamment 
du grand intérêt qu’elle présente sous le point de 
vue physique, peut même être avantageusemént 
employée pour faciliter la solution générale de 
plusieurs | problèmes essentiels de statique ration- 
nelle, relativement aux corps pesans: Ainsi, par 
exemple , elle suffit à l'entière résolution de la 
célèbre question de la chaïnette , C'est-à-dire de 
la figure que prend une chaîne pesante suspendue 
à deux points fixes, et ensuite librement aban- 
donnée à la seule influence de la gravité, en la 
supposant parfaitement flexible, et de plus inex- 
tensible, En effet, le théorème de Torricelli in- 
diquant alors que le centre de gravité doit étre 
placé le plus bas possible , le problème appartient 
immédiatement à la théorie générale des isopéri- 
mères , indiquée dans la huitième lecon, puis- 
qu'il se réduit à déterminer , parmi toutes les 
courbes de même contour tracées entre les deux 
points fixes donnés , quelle est celle qui jouit de 
cette propriété caractéristique, que la hauteur 
verticale de son ceitre de gravité totale soit un 
minimum, condition qui sufht pour déterminer 
complétement, à l’aide du calcul des variations , 
l'équation différentielle, et ensuite l'équation finie 
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de la courbe cherchée. Il en est. de méme dans 
quelques autres questions intéressantes relatives 
à l'équilibre des poids. : MP 
Le théorème de Torricelli a éprouvé plus tard 
une importante généralisation par les travaux de 
Maupertuis, qui, sous le nom de loi du repos, 
a découvert une propriété très-étendue de. l'équi- 
libre, dont celle ci-dessus considérée 1est plus 
qu'un simple cas particulier. C’est seulement à la 
pesanteur ‘terrestre, ou À la gravité proprement 
dite, que s'applique la loi trouvée par Torricelli. 
Celle de Maupertuis s'étend > AU contraire, à toutes 
les forces altraclives qui peuvent faire tendre les 
corps d’un système quelconque vers des centres 
fixes , ou les uns vers les autres , suivant une fone- 
tion quelconque de la distance, indépendante de 


la direction, ce qui comprend toutes les grandes - 


forces naturellés, On sait que , dans ce cas, l’ex- 
pression PS p + P'S p'+ ete., qui forme le pre- 
mier membre de l’équation générale des vitesses 
virtuelles, se trouve nécessairement être toujours 
une différentielle exacte. Par conséquent , le prin- 
cipe des vitesses virtuelles consiste alors propre- 
menten ce que la variation de son intégrale est 
nulle, ce qui indique évidemment, d’après la théo- 
rie fondamentale des maxima et minima, que 
celte intégrale sf PS P est constamment, dans le 


cas d'équilibre, un maximum ou Un PURE. 


+ 
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Cest en cela que consiste la loi de Maupertnis , | 


considérée sous le point de vue le plus général , et 
déduite ainsi directement avec une extrême sim- 
plicité du principe fondamental des vitesses vir- 
tuelles, qui doit nécessairement renfermer impli- 
citement toutes les propriétés auxqulles peut 
donner lieu la théorie de l'équilibre. Le théorème 
de Maupertuis a été présenté par Lagrange sous 
un aspect plus concret et plus remarquable ; en le 
rattachant à la notion des forces vives’, dont nous 


nous occuperons plus bas. Lagrange, considérant * 


° ? " ° Fee Hu te 
que l'intégrale f PS p envisagée par Maupertuis 
est nécessairement toujours, d’après la théorie ana- 
lytique générale du mouvement, le complément 


de la somme des forces vives du système à une 


certaine constante, en a conclu que cette somme 
de forces vives est un zznimum lorsque l’inté- 
grale précédente est un maximum , et réciproque- 
ment. D’après cela , le théorème de Maupertuis 
peut être envisagé plus simplement comme con- 
sistant en ce que la situation d'équilibre d’un 
système quelconque est constamment celle dans 
laquelle la somme des forces vives se trouve être 
un maximum où un minimum. I est évident que, 
dans le cas particulier de la pesanteur terrestre, 
cette loi coïncide exactement avec celle dé Tor- 
ricelli, la force vive étant alors égale, comme on 
sait, au produit du poids par la hauteur verticale 
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du centre de gravité, laquelle doit donc devenir 
nécessairement un 724ximumrt OÙ UN PMURIMUM , 
s'il y a équilibre. | | 

Une autre propriété générale très-remarquable 
de l'équilibre, qui peut étre regardée comme le 
complément indispensable du théorème de Tor- 
ricelli et de Maupertuis, consiste dans la distinc- 
tion fondamentale des cas de stabilité ou. d’insta- 
blité de l'équilibre. On sait que l’équilibre peut: 
étte stable ou instable, c'est-à-dire que le corps, 
| infiniment ptu écarté de sa situation d'équilibre, 
peut tendre à y revenir, et y retourne en effet 
après un certain nombre d’oscillations bientôt 
anéanties par la résistance du milieu , les frotte- 
mens, ctc., ou bien qu'il tend , au contraire, à 
s'en éloigner de plus en plus, pour ne s’arrêter 
que dans une nouveile position d'équilibre stable. 
Ce que nous appelons physiquement l’état de 
repos d’un corps n’est réellement autre chose 
que l’équilibre stable, car le repos abstrait , tel 
que les géomètres le concoivent , lorsqu'ils sup- | 
posent un corps qui ne serait sollicité par aucune 
force, ne saurait évidemment exister dans la na- 
ture, où il ne peut y avoir que des équilibres 
plus ou moins durables. L'équilibre instable , au 
contraire, constitue effectivement ce que le vul- 
gaire appelle proprement équilibre, qui désigne 
toujours un état plus où moins passager et artifi- 
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ciel. La propriété générale que nous considérons 
maintenant, et dont la démonstration complète 
est due à Lagrange , consiste en ce que, dans un 
système quelconque , l'équilibre est stable ou 
instable, suivant que l'intégrale envisagée par 
Maupertuis , et qui a été indiquée ci-dessus, se 
trouve être un minimum où un maximum; Où, 
ce qui revient au mêmé , commé nous l'avons 
dit, suivant que la somme des forces vives est un 
maximum où un rminimum. Ge béau théorème 
de mécanique , appliqué au cas te plus simple et 
le plus remarquable , à celui de l'équilibre des 
corps pesans considéré par Torricelli, apprend 
alors que le système est dans un état d'équilibre 
stable, quand le centre de gravité est placé le plus 
bas possible , et dans un état d'équilibre instable 
quand , au contraire, le centre de gravité est placé 
le plus haut possible, ce qu’il est aisé de vérifier 
directement pour les systèmes les moins compli- 
qués. Ainsi, par exemple , l'équilibre d’un pen- 
dule est évidemment stable, quand le centre de 
gravité du poids se trouve être situé au dessus du 
point de suspension, etinstable quand il est au 
dessous. De même, un ellipsoïde de révo- 
lulion, posé sur un plan horizontal , est en 
équilibre stable quand il repose sur le sommet de 
son petit axe, eten équilibre instable quand c’est 
sur le sommet de son grand axe. La seule observa- 
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tion aurait suffi sans doute pour distinguer les 
deux états dans des cas aussi simples. Mais la 
_ théorie la plus profonde a été nécessaire pour dé- 
voiler aux géomètres que cette distinction fonda- 
mentale était également applicable aux systèmes 
les plus composés, en montrant que lorsque l’in- 
tégrale relative à la somme des momens virtuels 
est un minimum, le système ne peut faire autour 
de sa situation d'équilibre que des oscillations 
très-petites et dont l’étéendue est déterminée, 
tandis que, si cetie intégrale est, au contraire, 
un maximum, ces oscillations peuvent acquérir 
et acquièrent en effet une étendue finie.et. quel- 
conque. Îl est d’ailleurs inutile d’avertir que, par 
leur nature, ces propriétés, ainsi que les précé- 
denies, ont 1 dans les fluides tout aussi bien 
que dans les solides, ce qui est également le ca- 
ractère de toutes les propriétés mécaniques géné- 
rales à l'examen desquelles nous avons destiné 
cette lecon. 

Considérons maintenant les théorèmes géné- 
raux de mécanique relatifs au mouvement. 

Depuis que ces propriétés ont cessé, d'être en- 
Visé comme autant de principes ; et qu'on 
n'y a vu que de simples résultats nécessaires des 
théories dynamiques fondamentales, la manière 
la plus directe et la plus convenable de les établir 
consiste à les présenter, ainsi que l’a fait Lagrange, 
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comme des conséquences immédiates de l’équa- 
lion générale de la dynamique, déduite de la 
combinaison du principe d’Alembert avec le 
principe des vitesses virtuelles, telle que nous 
l'avons exposée daris la leçon précédente. On doit 
melire au nombre des avantages les plus sensibles 
de cette méthode, comme Lagrange l’a justement 
remarqué, celte facilité qu'elle offre pour la dé- 
monstration de ces grands théorèmes de dyna- 
mique dans leur plusgrande généralité, démons- 
tration à laquelle on ne pouvait autrement par- 
venir que par des considérations indirectes et 
fort compliquées. Néanmoins la nature de ce 
cours nous, interdit d'indiquer spécialement ici 
chacune de ces démonstrations , et nous devons 
nous borner à considérer seulement les divers 
résultats. 

Le premier théorème général de dynamique 
est celui que Newton a découvert relativement 
au mouvement du centre de gravité d’un système 
quelconque, et qui est habituellement connu 
sous le nom de principe de la conservation du 
mouvement du centre de gravité. Newton à re- 
connu le premier et démontré par des considéra- 
tions extrêmement simples, au commencement 
de son grand traité des principes mathématiques 
de la philosophie naturelle , que laction mu- 
tuelle: des corps d’un système les uns sur lés au- 
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tres, soit par attraction, soit par impulsion, en 
un mot d’une manière quelconque, en ayant con 
venablement égard à l'égalité constante et néces- 
sure entre la réaction et l'action, ne peut nul- 
lement altérer l'état du centre de gravité, en 
sorte que, s'il n'y a pas d'autres forces accéléra- 
trices que ces actions réciproques, et siles forces 
extérieures du système se réduisent seulement à 
des forces instantanées, le centre de gravité res- 
tera toujours immobile ou se mouvera uniformé- 
ment en ligne droite. D'Alembert a, depuis, gé- 
néralisé cette propriété, et prouvé que, quelqu’al: 
tération que puisse introduire l’action mutuelle 
des corps du système dans le mouvement de cha- 
cun d'eux, le centre de gravité n’en est jamais 
affecté, et que son mouvement aconstamment lieu 
comme si toutes les forces du système .y étaient 
directement appliquées parallèlement à leur direc- 
uon, quelles quesoient les forces extérieures de ce 
système, et en supposant seulement qu'il ne pré- 
sente aucun point fixe. Cest ce qu'il est aisé de 
démontrer, en développant, dans la formule gé- 
nérale de la dynamique, les équations relatives 
au mouvement de translation, qui, par la pro- 
priélé analytique fondamentale du centre de gra- 
vilé , se trouyent coïncider avec celles qu'aurait 
fourni le mouvement isolé de ce centre si la 
masse lotale du système y eût été supposée con- 
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densée , et qu’on l’eût conçue animée de toutes 
les Edo extérieures du système. Le principal 
avantage de ce beau théorème est de pouvoir 


ainsi, en ce qui concerne le mouvement du cen- 


tre de gravilé, faire rentrer le cas d’un corps où 
d’un système quelconque dans celui d’une molé- 
cule unique. Comme le mouvement de translation 
d’un système doit être estimé par le mouvement 
de son centre de gravité, on parvient donc de 
cette manière à réduire la seconde partie de la 
dynamique à la première pour tout ce qui se rap- 
porte auxmouvemensde translation, d’où résulte, 
ainsi qu'il est aisé de le sentir, une importante 
simplification dans la solution de tout problème 
dynamique particulier , puisqu'on peut alors 
négliger, daus cette partie de la recherche, les 
effets de Faction mutuelle de ious les corps pro- 
posés, dont la détermination constitue ordinaire- 
ment la principale difficulté de chaque question. 

On ne se fait pas communément une assez juste 
idée de l'entière généralité théorique des grands 
résultats de la mécanique rationnelle, qui sont 
nécessairement applicables, par eux-mêmes, à 
tous les ordres de phénomènes naturels, puisque 
nous avons reconnu que les lois fondamentales sur 


lesquelles repose tout l'édifice systématique de 


la science ne souffrent d'exception dans aucune 
classe quelconque de phénomènes, et constituent 
les faits les plus généraux de l’univers réel, quoi- 
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qu'on paraisse ordinairement, dans ce genre de : 


conceptions, avoir seulement en vue le monde 


inorganique. Aussi est-il à propos, ce me semble, 


de faire remarquer formellement ici, au sujet de 
celte première propriété générale du mouvement, 
que le théorème a également lieu dans les corps 


vivans comme dans les corps inanimés. Quelle 


que puisse être, en effet, la nature des phéno- 
méênes qui caractérisent les corps vivans, ils ne 
sauraient consister tout au plus qu’en certaines 
actions particulières des molécules les unes sur les 
autres, qui ne s’observeraient point dans les corps 
bruts. sans qu'on doive douter d’ailleurs que la 
réaction y soit toujours, aussi bien qu’en tout au- 
tre cas, égale au contraire à l’action. Ainsi, par 
Ja nature même du théorème que nous venons de 
considérer, il doit nécessairement se vérifier 
aussi bien pour les corps vivans que pour les corps 
bruts, puisque le mouvement du centre de gra- 
vité est indépendant de ces actions intérieures 
mutuelles. Îl en résulte, par exemple, qu'un 
corps vivant, quel que soit le jeu interne de ses 
organes, ne saurait de lui-même déplacer son 
centre de gravité, quoiqu'il puisse faire exécuter 
à quelques-uns de ses points certains mouvemens 


partiels autour de ce centre. Ne vérifie-t-on pas 


clairement, en effet, que la locomotion totale 
d'un corps vivant serait entièrement impossible 
sans le secours extérieur que lui fournit la ré- 
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sistance et le frottement du sol sur lequel il se 
meut, où du fluide qui le contient? On peutfaire 
des remarques exactement analogues, relative- 
ment à toutes les autres propriétés dynamiques 
générales qui nous restent à considérer, et pour 
chacune desquelles je me dispenserai, par con.- 
séquent , d'indiquer spécialement son applicabi- 
lité nécessaire aux corps vivans aussi bien qu'aux 
corps inertes. 

Le second théorème général de dynamique 
consiste dans Je célèbre et important principe 
des aires , dont la première idée est due à Képler, 
qui découvrit et démontra fort simplement cette 
propriété pour le cas du mouvement d’une molé- 
cule unique, ou en d’autres termes, d’un corps 
dont tous les points se meuvent identiquement. 
Képler établit, par les considérations les plus élé- 
mentaires, que si la force accélératrice totale 
dont une molécule est animée tend constam- 
ment vers un point fixe, le rayon vecteur 
du mobile décrit autour de ce point des 
aires égales en temps écaux, de telle sorte que 
l'aire décrite au bout d’un temps quelconque 
croît proportionnellement à ce temps Il fit voir 
en outre que, réciproquement , Si une semblable 
relation a été vérifiée dans le mouvemerit d’un 
corps par rapport à un certain point, c'est une 
preuve suflisante de l’action sur ce corps d’une 
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force dirigée sans cesse vers ce point. Cette belle 
propriété se déduit d’ailleurs très-aisément des 
équations générales du mouvement curviligne 
d’une molécule, exposées dans la lecon précé- 
dente, en plaçant l’origine des coordonnées au 
centre des forces, et considérant l'expression de 
l’aire décrite sur l’un quelconque des plans coor- 
donnés par la projection correspondante du rayon 
vecteur du mobile. Cette découverte de Képler 
est d'autant plus remarquable qu’elle a eu lieu 
avant que la dynamique eût été réellement créée 
par Galilée. Nous aurons occasion de remarquer , 
dans la partie astronomique de ce cours, que 
Képler ayant reconnu que les rayons vecteurs des 
planètes décrivent autour du soleil des aires pro- 
portionnelles aux temps, ce qui constitue la pre- 
mière de ses trois grandes lois astronomiques, 
en conclut ainsi que les planètes sont continuel- 
lement animées d’une tendance vers le soleil, 
dont il était réservé à Newton de découvrir 1 
loi. 
Mais, quelle que soit l'importance de ce pre- 
mier théorème des aires, qui est ainsi une des 
bases essentielles de la mécanique céleste, on ne 
doit plus y voir aujourd’hui que le cas particulier 
le plus simple du grand théorème général: des 
aires, découvert presque simultanément et sous 
des formes différentes par d'Arcy, par: Daniel 


.® 
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Bernouilli et par Euler, vers le milieu du siècle 
dernier. La découverte de Képler n’était relative 
qu'au mouvement d’un point : celle de d'Arcy se 
rapporte au mouvement de tout système quelcon- 
que de corps agissant les uns sur les autres d’une 
maniére quelconque, ce qui constitue nn cas, 
non-Seulement plus compliqué, mais même essen- 
tiellement différent, à cause de ces actions mu- 
tuelles. Le théorème consiste alors en ce que, 
par suite de ces influencesréciproques , l'aire que 
décrira séparément le rayon vecteur de chaque 
molécule du système à chaque instantautour d’un 
point quelconque pourra bien être altérée, mais 
que la somme algébrique des aires ainsi décrites 
par les projections sur un plan quelconque des 
rayons vecteurs de toutes les molécules, en don- 
nant à chacune de ces aires le signe convenable 
d'après la règle ordinaire, ne souffrira aucun 
changement, en sorte que, sil n'y a pas d’autres 
forces accélératrices dans le système que ces ac- 
tons mutuelles, cette somme des aires décrites 
demeurera invariable en un temps donné, et 
croîtra par conséquent proportionnellement au 
temps: Quandlesystème ne présente aucun point 
fixe; cette propriété remarquable à lieu relati- 
vement.à un point quelconque de l’espace; tan- 
dis. qu'elle se vérifie seulement en prenant le 
point: fixe pour centre des aires, si le système en 
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offre un. Enfin, lorsque les corps du système 
sont animés de forces accélératrices extérieures, 
si ces forces tendent constamment vers un même 
point, le théorème des aires subsiste encore, 
mais uniquement à l'égard de ce point. Cette 
dernière partie de la proposition générale fournit 
évidemment comme cas particulier, le théorème 
de Képler, en supposant que le système se réduise 
À une seule molécule. 

Dans l’application de ce théorème, on rem- 
place ordinairement la somme des aires corres- 
pondantes à toutes les molécules du système par 
la somme équivalente des produits de la masse de 
chaque corps par l'aire qui s’y rapporte, ce qui 
dispense de partager le système en molécules de 
même masse. | 

Telle est la forme sous laquelle le théorème 
général des aires a été découvert par d’Arcy; 
c’est celle qu’on emploie habituellement. Comme 
l'aire décrite par le rayon vecteur de chaque 
corps dans un instant infiniment petit, estévidem- 
ment proportionnelle au produit de la vitesse de 
ce corps par sa distance au point fixe que l’on con- 
sidère, on peut substituer à la somme des aires la 
somme des momens par rapport à ce point de 
toutes les forces du système projetées sur un 
même plan quelconque. Sous ce point de vue, le 
théorème des aires présente, suivant la remarque 
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de Laplace, une propriété générale du mouve- 
ment analogue à une de celles de l'équilibre, puis- 
qu'il consiste alors en ce que cette somme des 
momens, nulle dans le cas de l'équilibre, est 
Constante dans le cas du mouvement. C’est ainsi 
que ce théorème a été trouvé par Euler et par 
Daniel Bernouilli. | 

Quelle que soit l'interprétation concrète qu'on 
juge convenable de lui donner , il est une simple 
conséquente analytique directe de la formule 
générale de la dynamique. Il suffit, pour l’en dé- 
duire, de développer cette formule en formant les 
équations qui se rapportent au mouvement de 
rotation, et dans lesquelles on apercevra immé- 
diatement l'expression analytique du théorème des 
aires ou des momens, en ayant égard aux condi- 
lions ci-dessus indiquées. Sous le rapport analyti- 
que, on peut dire que l'utilité de ce théorème 
consiste essentiellement à fournir dans tous les 
cas trois intégrales premières des équations géné- 
rales du mouvement qui sont par elles-mêmes du 
second ordre, ce qui tend à faciliter singulière- 
ment la solution définitive de chaque problème 
dynamique particulier. | 

Le théorème des aires suffit pour déterminer, 
dans le mouvement général d’un système quel- 
conque, tout ce quise rapporte aux mouvemens 
de rotation, comme le théorème du centre de gra: 
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vité détermine tout ce qui est relatif aux mouve- 
mens de translation. Ainsi, par la seule combi- 
naison de ces deux propriétés générales, on pour- 
rait procéder à l'étude complète du mouvement 
d'un système quelconque de corps, soit quant à 
la translation, soit quant à la rotation. 

Je ne dois pas négliger de signaler sommaire- 
ment ici, au sujet du théorème des aires, la 
clarté inespérée et la simplicité admirable que 
M. Poinsot y a introduites en y appliquant sa 
conception fondamentale relative aux mouvemens 
de rotation , que nous avons considérée sous le 
point de vue statique dans la seizième leçon. En 


substituant aux aires, OU aux momens considérés. 


jusqu'alors par les géomètres, les couples qu'en- 
gendrent les forces proposées, M. Poinsot a fait 
éprouver à cette théorie un perfectionnement phi- 
losophique très-important, qui ne me paraît pas 


Q P ? LI e PF 
encore avoir été suffisamment senti. Il a donné 


ainsi une valeur concrète, un sens dynami- 
que propre et direct, à ce qui n’était auparavant 
qu'un simple énoncé géométrique d'une partie 
des équations fondamentales du mouvement. Une 
aussi heureuse transformation générale est desti- 


née, sans doute, à accroître nécessairement les 


ressources de l’esprit humain pour l'élaboration 
des idées dynamiques , en tout ce qui concerne la 
théorie des mouvemens de rotation. On peut voir 


| MATHÉMATIQUES, Ti 
dans le beau mémoire de M. Poinsot sur les pro- 


priétés des momens et des aires, qui se trouve 
annexé à sa S tatique, avec quelle facilité il est 
parvenu, d’après cette lumineuse conception, non- 
seulement à rendre élémentaire une théorie jus- 
qu’alors fondée sur la plus haute analyse, mais # 
découvrir à cet égard de nouvelles propriétés 
générales très-rema rquables, que nous ne devons 
point considérerici, et qu il eût été difficile d’ob- 
tenir par les méthodes antérieures. 

Le théorème des aires a été, pour illustre La- 
place , l’origine de la découverte d’une autre pro- 
priété dynamique très-remarquable, celle de ce 
qu'il a nommé le plan invariable, dont la con- 
sidération est surtout si importante dans la méca- 
nique céleste. La somme des aires projetées par 
tous les corps du système sur un plan quelconque 
étant constante er un temps donné, Laplace a 
cherché la direction du plan À l'égard duquel 
cette Somme se trouvait être la plus grande pos- 
sible, Or, d’après la manière dont ce plan de la 
plus grande are où du plus grand moment est dé- 
terminé, Laplace a démontré'que sa directionest 
nécessairement indépendante de la réaction mu- 
tuelle des différentes parties du système, en sorte 
que, par sa nature, ce plan doit rester continuel- 
lement invartable, quelles que puissent jamais 
être Îles altérations introduites dans la situation de 

TOME !, | 48 
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ces corps par leurs influences réciproques ,. 
pourvu qu'il ne survienne aucune nouvelle force 
extérieure. On conçoit aisément de quelle impor- 
tance doit être, comme nous l’expliquerons spé- 
cialement dans la seconde parie de ce cours, la 
détermination d’un tel plan relativement à notre 
système solaire, puisque, en y rapportant tous nos | 
mouvemens célestes, il nous procure l’inapprécia- 
ble avantage d’avoir un terme de comparaisonené- 
cessairement fixe, à travers tous les dérangemens 
que l’action mutuelle de nos planètes pourra faire 
subir dans la suite des temps à leurs distances, à 

leurs révolutions et même aux plans de leurs or- 

bites, ce qui est une première condition évidem- 

ment indispensable pour que nous puissions exac- 
tement connaître en quoi consistent ces altérations. 

Malheureusement nous aurons occasion de re- 

marquer que l'incertitude où nous sommes jus- 

qu'ici relativement à la valeur exacte de plusieurs 

données essentielles, ne nous permet pas encore 

de déterminer avec toute la précision suffisante la 
situation de ce plan. Mais cette difficulté d’appli- 

cation n’affecte en aucune manière le caractère de 

ce beau théorème, considéré sous le point de vue 

de la mécanique rationnelle, le seul que nous de- 

vions adopter ici. 

La théorie du plan invariable a été here 
perfectionnée dans ces derniers temps par M. Poin- 
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sot, qui a dû naturellement y transporter sa con- 
ception propre relativement à la théorie générale 
des aires ou desmomens. Il a d’abord considérable- 
ment simplifié la notion fondamentale deceplan, 
de façon à la rendre aussi élémentaire qu'il est 
possible, en montrant qu'un tel plan n’est réelle- 


ment autre chose que lé plan du couple général 


résultant de tous les couples engendrés par les 
différentes forces du système, ce qui le définit 
immédiatementpar une propriété dynamique très- 
sensible, au lieu de la seule propriété géométrique 


du maximum des aires. Quand une conception 


quelconque a été vraiment simplifiée dans sa na- 
ture, l'élaboration en étant par cela même facili- 
tée , elle ne saurait manquer de prendre plus d’ex- 
tension et de conduire à des résultats nouveaux : 
telle est, en effet, la marche ordinaire de l'esprit 
humain dans les sciences, que les théories les plus 
fécondes en découvertes n’ont été le plus souvent, 
à leur origine , qu’un moyen de rendre plus sim- 
ple la solution de questions déjà traitées. Le tra- 
vail que nous considérons ici en a offert une nou- 


_ velle preuve. Car lathéorie de M. Poinsot a permis 


d'introduire un plus haut degré de précision dans 
la détermination du plan invariable propre à notre 
système solaire, en signalant et rectifiant une 1m- 
portante lacune que Laplace y avait laissée. Ce 
grand géomètre, en calculant la situation du plan 
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du maximum des aires, avait cru ne devoir pren- 
dre en considération que les aires principales, pro- 
duites par la circulation des planètes autour du 
soleil , sans tenir aucun compte de celles dues 


aux mouvemens des satellites autour des planètes, 


ou à la rotation de tous ces astres et du soleil lui- 
même. M. Poinsot vient de prouver la nécessité 
d’avoir égard à ces divers élémens, sans quoi le 
plan ainsi déterminé ne pourrait point être re: 
gardé comme rigoureusement invariable; et en 
cherchant la direction du véritable plan invaria- 
ble attsi exactement que le comporte l’imperfec- 
tion actuelle de la plupart des données ; il a fait 
voir qué ce plan diffère sensiblement de celui 
trouvé par Laplace ; ce qu’il est facile de conce- 
voir par la seule considération de l'aire immense 
que doitintroduiredans le calcul la masse énorme 
du sole , quoique sa rotation soit trés-lente. 
Pour compléter l'indication des propriétés dy- 
namiques les plus importantes relatives au mou- 
vement de rptalion, 1l convient maintenant de 
signaler ici les beaux théorèmes découverts par 


; 


Euler sur ce qu’il a nommé les #0mens d'inertie 


et les axes principaux; quon doit méêtire:au 
nombre des résultats généraux les plus importans 
de la mécanique rationnelle. Euler a donné.le 
nom de moment d'inertie d'un corps à l'intégrale 
qui exprime la somme des produits déla masse de 


PET 
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chaque molécule par le carré de sa distance à 


: l'axe autour duquel le corps tourne, intégrale 


dofit la considér ‘ation doit évidemment être très- 
essentielle ,' puisqu ’elle ‘peut étre naturellement 
regardée comme la mesure exacte de hé énergie de 
rotation ‘du corps. Quand la masse proposée est 
homogène ce moment d'inertie se détermine 
comme les autres intégrales analogues relatives à 


+ la fôtmé d’un corps; lorsque, au contraire, cette 


masse est hétérogène, 11 faut de plus connaître la 
loi de la densité dans les diverses couches qui la 
composent, et, à cela près, l'intégration n’est 
alors seulement que plus compliquée. Cette no- 
tion étant établie; Euler, comparant, en général, 
les momens d'inertie d’un même corps quelcon- 
que par rapport à tous les axes de rotation imagi- 
nables passant en un point donné , détermina les 
axes relativement auxquels le moinent d'inertie 
doit être, un maximum ou un minimum , en con- 
sidérant surtout ceux qui se coupent au centre de 
gravité, etquise distinguent en ce qu'ils produisent 
nécessairementdes momensmoindres quesi, avecla 
même direction , ils étaient placés partout ailleurs. 
Il découvrit ainsi qu'il-existe constamment. en 
un point-quelconque d’un corps, et particulié- 
rement au centre de gravité ,; trois axes recian- 
gulaires ; tels que le moment d'inertie du: corps 
est un 72axImum à l'égard de l’un d'entre eux, et 
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un minimum à l'égard d’un autre.tCes axes sont 
d'ailleurs caractérisés par une autre. propriété 
commune qui leur ser thabituellémentaujourd'hui 
de définition analytique, et qui constitue ,. en 
effet, is l'analyse, le principal, avantage UE 
l’on trouve à rapporter le mouvement du .corps à 
ces trois axes. Cette propriélé consiste ente que, 


lorsque ces trois axes sont pris pour ceux des 


coordonnées x, ÿ, %, les intégrales fxzdm j 
 fay dm, frsdm (m exprimant la masse du corps), 
sont nulles relativement au corps tout entier, cé 
qui simplifie notablement les équations générales 
du mouvement de rotation. Mais le principal théo- 
rème dynamique découvert par Euler à l'égard 
de cés'axes, et d’après lequel il les a justement 
appelés axes principaux derotation, consiste dans 
Ja stabilité des rotations qui leur correspondent ; 
c'est-à-dire, que si le corps a commencé à tourner 
autour d’un de ces axes , cette rotation persistera 
indéfiniment de la même manière , ce qui n'au- 
rait pas lieu pour tout autre axe quelconque; la 
rotation instantanée s’éxécutant en général autour 
d’un axe continuellement variable. Ge système 


des axes principaux est généralement unique dans 


chaque corps : cependant, si tous les momens 
d'inertie étaient constamment égaux entre eux, la 
direction de ces axes deviendrait totalement indé- 
terminée, pourvu qu’on les choisit toujours per- 
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pendiculaïres entre eux, céquia lieu, par exemple, 
dans une sphère homogène , où l’on peut regar- 
der comme des axes permanens de rotation tous 
les systèmes d'axes rectangulaires passant par le 
centre. [1 ÿ aurait encore un certain degré d'in- 
détermination si le corps était un solide de révo- 
lution, l’axe géométrique étant alors un des axes 
dynamiques principaux ; mais les deux autres 

» pouvant évidemment être pris à volonté dans un 
plan perpendiculaire au premier. La détermina- 
tion des axes principaux présente souvent de 
grandes difficultés en considérant des corps de 
figure et de constitution quelconques : mais élle 
s'effectue avec une extrême facilité dans les cas 
peu compliqués, que la mécanique céleste nous 
présente heureusement comme les plus communs. 
Par exemple dans un ellipsoïde homogène, ou 
même seulement composé de couches semblables 
et concentriques d’inégale densité, mais dont cha- 
cuné est homogène , lés trois diamètres conjugués 
rectangulaires sont eux-mêmes les axes dynami- 
ques principaux : le moment d'inertie du corps 
est un maximun relativement du plus petit de ces 
diamètres, et un minimum à l'égard du plus grand. 
Quand les axes principaux d’un corps où d’un 

système sont déterminés ainsi que les momens 
d'inertie correspondans , si le système ne tourne 


pas autour de l’un de ces axes, Euler a établi des 
& 
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formules générales tr ès-simples » qui font connat- 
tre constamment les angles que doit faire avec eux 
la droite autour de LI s’'exécüte spontané-- 
ment la rotation instantanée, et la valeur du mo- 
ment d inertie qui syrapporte, ce qui suffit pour 
l'analyse complète du mouvement de rotations, 
T'els sont les théorèmes BÉSrAUE de dynamique 
qui se rapportent directement à l'entière détermi- 
nation du mouvement d’un cor ps.ou d’un sysième 
quelconque, soit quant à la translation, soit quant 
à la rotation. Mais outre ces propriétés (fonda- 
mentales, les géoniêtres en ont encore découvert 
plusieurs autres très- générales, ui, sans être 
aussi strictement indispensables, méritent singu- 
lièrement d’être signalés dans un examen.philoso- 
phique de la mécanique rationnelle, à cause de 
leur extrême importance pour.la . simplification 
_des recherches spéciales. . | 
Lapremière et la plus remarquable d’entre je 
celle qui présente les plus. précieux avantages pour 
les applications , consiste dans le célèbre théorème. 
- de la conservation des forces vives. La découverte 
primitiveen estdue à Huygens, qui fonda sur cette 
considération /sa solution .du problème.du centre 
d’oscillation. La notion en fut ensuite généralisée 
par Jean Bernouilli, car Huyghens ne l'avait établi 
quer elativement au mouvement des Corps pesanis. 
Mais Jean Bernouilli, accordant une importance 


- 
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exagérée et vicieuse à la fameuse distinction intro- 
duite par Léïbnitz.entre les forces. mortes et les 
forces vives, tenta vainement d'é ériger ce théorème 
en une loi primitive de la nature , tandis qu'il ne 
saurait être qu’une conséquence plus ou moins 
générale des théories dynamiques fondamentales. 
Les travaux les plus impottians dont cette pro- 
priété du mouvement ait été le sujet sont-certai- 
nement ceux de lillustre Daniel Bernouilli , qui 
donna au théorème des forces. vives sa plus grande 
extension, ainsi que. la forme systématique sous 
laquelle nous le concevons aujourd’hui ; et qui. en 
fit surtout un si heureux usage pour l'étude du 
mouvement des fluides. É 
On sait que, depuis Leïbnitz, les géomètres 
appellent Jorce vive d'un corps le preduitsde- sa 
masse par le carré de. sa vitesse , en faisant d’ail- 
leurs complétement abstraction des considérations 
trop vagues qui avaient conduit Leïbnitz à former 
une telle expression. Le théorème général que 
nous" enyisageons ici consiste en ce que quelques 
altérations qui puissent survenir dans le mouve- 
mentde chacun des corps d’un systèmequelconque 
senvertu. de leur action réciproque, la sommedes 
fppes vives de tous ces corps reste constamment 
Ja même, .en.un temps donné. C’est ce qu'on dé- 
“montre aujourd’ hui avec la plus grande: facilité 
d'après les équations fondaméntales du mouvement 
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d’an système quelconque, et surtout, comme l’a 
fait Lagrange , en partant de la formule générale - 
de la dynamique exposée dans la lecon précédente. 
Sous le point de vue analytique , l'extrême utilité 
de ce beau théorème consiste essentiellement en 
ce qu'il fournit toujours d'avance une première 
équation finie entre les masses et les vitesses des 
différens corps du système. Cette relation, qui 


peut étre envisagée comme une des intégrales dé- 
-finitives des équations différentielles du mouve- 


ment, suffit à l'entière solution du problème, 
toutes les fois qu'il est réductible à la détermi- 
nation du mouvement d’un seul des corps que lon 
considère , détermination qui s'effectue alors avec 
une RATE facilité. “ “2: 
Mais pour se faire une juste idée de cette impor- 
tante propriété, ik est indispensable de remarquer 
qu'elle estassujétie à une limi tation considérable, 
qui ne permet point , sous le rapport de la géné- 
ralité, de la placer sur la même ligne que les 
théorèmes précédemment examinés. Cette limita- 
on, découverte à la fin du dernier siècle par 
“Cditiots consiste en ce que la somme dés forces 
vives subit constamment une diminution dans l& 
choc des corps qui ne sont pas parfaitement élas- 
tiques , et généralement toutes les fois que le 
Système éprouve un changement. brusque quel- 
-conqne, Carnot a démontré qu’alors il y a une 
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_sperte de forces vives égale à à la somme des forces 
vives dues aux vitesses LerdiBs par ce changement. 
Ainsi le théorème de la conservation ds forces 
_vives n’a lieu qu’autant que le mouvement du sys- 
tème varie seulement par degrés insensibles, ou 
qu'il nesurvient de choc qu'entre des corps doués 
d’une.élasticité parfaite. Cette inportante consi- 
dération complète la notion générale qu'on doit se 
ormer d’une propriété aussi remarquable. 

. De tous les grands théorèmes de mécanique 
rationnelle, celui que nous venons d'envisager 
est sans contredit le plus important pour les appli- 
cations à la mécanique industrielle; c'est-à-dire 
en ce qui concerne la théorie du mouvement des 
machines, en tant qu’elle est susceptible d’être 
établie d’une manière exacte et précise. Le théo- 
rême des forces vives a commencé à fournir 
jusqu'ici, sous ce point de vue, des indications 
générales très-précieuses , qui ont été surtout pré- 
sentées avec une netteté et une concision parfai- 
tes dans le travail de Carnot, auquel onn a ajouté 


. 
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depuis rien de vraiment essentiel. Ce théorème. 


= 


présente directement, en effet, la considération 


‘dynamique d’une machine quelconque sous son 
véritable aspect, en montrant que, dans toute 
| transmission et modification du mouvement effec- 
tuée par une machine, il y a simplement échange 
de force vive entre la masse du moteur et celle 


EL 
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du corps à mouvoir. Cet échange serait complet, 
c'est-à-dire toute la force vive du moteur serait 
utilisée en évitant les changemens brusques ; si 
les frottemens, la résistance ‘des milieux, éte. # 
n'en absorbaient nécessairement une portion plus * 
ou moins considérable suivant que lamachine 
ést plus ou moins compliquée. Cette notion met 
dans tout son jour l’absurdité de ce qu'on a appe- y 
- lé le mouvement perpétuel ; en indiquant: même 
d'une manière générale à quel instant là machine 
abandonnée à sa seule impulsion primitive doit 
s'arrêter spontanément; mais cette absurdité est 
d’ailleurs de ‘sa nâture tellement sensible , 
qu'Huyghens avait; au contraire ; fondé en par- 
tie Sa démonstration du théorème des forces : 
vives sur: l'évidence manifeste d’une telle impos- 
sibilité. Quoi qu'il en soit, ce théorème donne: 
une idée nette de la véritable perfection dynami- 
que d’unemachine , en la réduisant À utiliser la 
plus grande fraction possible de la force vive du 
moteur, ce qui ne peut avoir lieu généralement 
qu'en s'efforçant de simplifier le mécanisme autañt 
que le comporte la nature du moteur. On conçoit 
en effet que si lon mesure, comme il semble 
naturel de le faire, : Feffet dynamique utile d’un 
moteur en un temps donné par le produit du 
poids qu’il peut élever: et de la hauteurx laquelle 
ille transporte éct effet équivaut ‘ifmmédiate- 
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ment, d’après les lois du mouvement vertical des 
. COrps pesans, à une force vive, et non àune quan- 
tité de mouvement. Sous ce point de vue , la 
fameuse discussion soulevée par Leïbnitz au sujet 
des forces vives, et à laquelle prirent part tousles 
grands géomètres de cette époque, ne doit point 
être regardée comme aussi dépourvue de réalité 
que d’Alembert à paru le croire. On s'était sans 
doute mépris en pensant que la mécanique ration- 
nelle était intéressée dans cette contestation » qui 
ne saurait en effet ; selon la remarque de d’Alem- 
bert, exercer sur elle la moindre influence réelle. 
Le point de vue théorique et le point de vue pra- 
tique n'avaient pas été assez soigneusement sépa- 
rés par les géomètres qui suivirent cette discus- 
sion. Mais, sous le seul point de vue de la méca- 
nique industrielle, elle n’en avait pas moins une 
véritable importance. Elle pourrait méme étre 
utilement reprise aujourd’hui, car les objections 
qui ont été faites contre la mesure vulgaire de }à 
valeur dynamique des moteurs méritent d’être 
prises en sérieuse considération, vu qu'il semble 
en effet peu rationnel de prendre pour unité un 
mouvement qui n’est point uniforme. 

Mais ; quelque décision qu’on finisse par adop- 
ter sur cette contestation non-terminée , l’appli- 
cation du théorème des forces vives n’en conser- 
vera pas moins toute son importance pour montrer 
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sous son vrai jour la destination réelle des machi- 
nes, en prouvant que nécessairement elles font 
perdre en vitesse ou en temps ce qu'elles font 


gagner en force ou réciproquement , de telle sorte 


que leur utilité consiste essentiellement à échan- 
ger les uns dans les autres les divers facteurs de 
l'effet à produire , sans pouvoir Jamais l’augmenter 
par elles-mêmes dans sa totalité, et en lui faisant 
constamment subir ‘au contraire une inévitable 
diminution, ordinairement très-notable. Il est 
douteux, du reste, que l'application de ce théo- 
rème puisse à aucune époque être poussée beau- 
coup plus loin que les indications générales dete 
genre, car le véritable calcul a priori de l'effet 
précis d’une machine quelconque donnée présente, 
comme problème de dynamique , une trop grande 


complication, etexige la connaissance exacte d'un 
trop grand nombre de relations encore compléte- * 


ment inconnues, pour pouvoir être efficacement 
tenté dans la plupart des cas (1). 


(1) La véritable théorie propre de la mécanique industrielle , 
qui nest nullement, ainsi qu’on le croit souvent , ‘une simple 
dérivation de la phoronomie ou mécanique rationnelle, et qui se 
rapporte à un ordre d'idées complétement distinct, n’a point en+ 
core été conçue. Il en est, à cet égard, comme de toute autre 
science d'application dont l’esprit humain ne possède jusqu’ici 


que quelques élémens insuffisans, selon la remarque indiquée 


dans notre seconde leçon. La mécanique industrielle , abstraction 
faite de la formation des moteurs, qui dépend de l’enserable de 


ic 


er 0, 
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Le mouvement d’un système quelconque pré- 
sente une autre propriété générale très-remar- 
quable., quoique moins importante , soit sous le 
rapport analytique, soit surtout sous le rapport 
physique, que celle qui vient d’être examinée : 
c'est la propriété exprimée par le célèbre théorème 
général de dynamique auquel Maupertuis a donné 
la dénomination si vicieuse de principe de la 
moindre action. k 

La filiation des idées au sujet de cette décou- 
verte remonte à une époque très éloignée , car les 
géomètres de l’antiquité avaient déjà fait quelques 
remarques qu'on peut concevoir aujourd'hui 


nos connaissances sur la nature , se compose de deux classes de 
recherches très-différentes, les unes dynamiques, lesautres géo- 
métriques. Les premières ont pour objet la détermination des 
‘appareils les plus convenables, afin d'utiliser autant que possible 
les forces motrices données ; c'est-à-dire d’obtenir entre la force 
vive du corps à mouvoir et celle du moteur le rapport le plus 
rapproché de l'unité, en ayant égard aux modifications exigées 
dans la vitesse par la destination connue de la machine. Quant 
‘aux autres, on s’y propose de changer à volonté, à l’aide d’un 
mécanisme convenable, les lignes décrites par les points d’appli- 
cation des forces. En un mot, le mouvement est modifié, dans 
- les unes, quant à son intensité; dans les autres, quant à sa direc- 
tion. Les premières se rapportent à une doctrine entièrement 
neuve, au sujet de laquelle il n’a encore été produit aucune con- 
ception' directe et vraiment rationnelle. Il en est à peu près de 
même pour les autres, qui dépendent de cette géométrie de st- 
tuation entrevue par Leïbnitz, mais qui n’a fait jusqu'ici pres- 
qu'aucun progrès. Je ne connais, à cet égard, d’autre travail 
réel qu’une ingénieuse considération élémentaire présentée par 
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comme équivalentes à la vérification de ce théo- 
rème dans le cas particulier le plus simple: Ptolé- 
mée ; en effet , observe expressément, quant'à la 
loi de la réflexion de la lumière, que par là na- 


ture de cette loi, la lumière en se réfléchissant | 
se trouve suivre le plus court chemin possible 


pour parvenir d’un point à un autre. Lorsque 
Descartes et Snellius eurent, découvert la loi réelle 
de la réfraction, Fermat D jee sion ne pour 
rait point y arriver & priori d’après quelque con- 
sidération analogue à la remarque de Ptolémée. 
Le minimum ne pouvant alors avoir lieu relati- 
vement à la longueur du chemin parcouru, puis- 


Monge, et qui, quoique simplement empirique, mérite d’être 
notée ici, ne fut-ce que pour indiquer la véritable nature de cet 
ordre d’ Kai À 
Monge est parti de cette observation, tr ès-plausible en effet, 

que, dans la réalité, les mouvemens exécutés par les. machines Len 
ou rectilignes ou Ab chacun pouvant être d’ailleurs où con- 
tinu ou alternatif. Il a, dès lors, envisagé toute machine comme 
destinée , sous le rapport géométrique , à transformer ces ‘divers 
mouvemens élémentaires les uns dans les autres. Cela posé ;'en 
épuisant toutes les combinaisons diverses qu'une telle WAnSToe 
mation peut offrir, il en a vu résulter nécessairement dix séries 
d'appareils dans lesquelles peuvent être rangéés toutes les machi- 
nes connues, ainsi que celles qu'on imaginera plus tard. Les ta- 
bieaux résultant de cette classification peuvent donc tie envisa- 
gés comme présentant au mécaniétén!iles moyens empiriques de 


résoudre, dans chaque cas , le problème de la transformation du 


mouvement , en choisissant, parmi tous les appareils propres à 
remplir la condition proposée, celui qui présente d’ailleurs le 
plus d'avantages. 


EP 
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que la route rectiligne eût été possible dans ce cas, 
Fermat présuma qu il existerait à l'égard du temps. 
Il se proposa donc, en regardant la route de la 

* lumière comme composée dé deux droites diffé- 
_ rentes, séparées, sous un angle inconnu, à la sur- 
* face du corps réfringent , quelle devait être cette 
direction relative pour que le temps employé par 
la lumière dans son trajet füt le moindre possi- 
ble , til eut le bonheur de trouver d’après cette 
“seule considération une loi de la réfraction exac- 
tement conforme à celle directement déduite des 
* observations par Snellius et par Descartes. Gette 
belle solution est d’ailleurs éminemment remar- 


quable dans l'histoire générale des progrès de l’ana- 
lyse mathématique , comme ayant offert à Fermat 
la première application importante de sa céle- 
bre méthode de Mans et minimis, qui contient 
le véritable germe primitif du calcul différentiel. 
La comparaison de la remarque de Ptolémée 
avec le travail de Fermat envisagé sous le point . 
de vue dynamique, devint pour Maupertuis la 
base de la découverte du théorème que nous cons 
% sidéronse Quoiqu’égaré , bien plus que conduit ,® 
par de vagues considérations métaphysiques sur la 
prétendue économie des forces dans Ja nature, il 
finit par arriver à ce résultat important, que la 
trajectoire d’uñ corps soumis à l’action de forces; 
quelconques devait nécessair emént être telle, que 
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l'intégrale du produit de la vitesse du mobile par 


l'élément de la courbe décrite fût toujours un 


minimum, relativement à sa valeur dans toute 
autre courbe. Mais Lagrange est avec justice gé- 
néralement regardé par les géomètres actuels 
comme le véritable fondateur de ce théorème, non- 
seulement pour lavoir généralisé autant que pos- 
sible, mais suftout pour en avoir découvert la 
véritable démonstration en le rattachant aux 


théories dynamiques fondamentales, et en le dé 


gageant des nations confuses et arbitraires que 
Maupertuis avait employées. I ne subsiste main- 
tenant d'autre trace du travail de Mauperiuis que 
le nom qu'il a imposé à ce théorème, et dont l'im- 
propriété est universellement reconnue, quoique, 


pour plus de briéveté, on ait continué à.$’en ser- 


_vir. Le théorème, tel qu'il a été établi par La- 
grange relativement à un système quelconque de 
corps, consiste en ce que, quelles ue soient leurs 
attractions réciproques . ou léurs tendances vers 
des centres fixes, les trajectoire décrites par ces 

«Corps sont toujours telles que la somme des pro- 

+ duits de la masse de chacun d’eux, ei de l'intégrale 
relative à sa vitesse multipliée par l’élément de la 


courbe correspondante, est nécessairement un 724a- 


XIMUIN OÙ un ?AnrRIMmuUmMm ,; cetle somme étant éten- 
due à la lotalité du système. Il importe &ailleurs 
de remarquer que la démonstration de ce théo- 
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rème général élant fondée sur le théorème des 
forces vives, 1l est inévitablement ue aux 
mêmes limitations que celui-er. 

Outre la belle propriété du mouvement conte- 


nue dans cette proposition remarquable ; on con- 
Goit que, sous le rapport analytique, elle peut 


être envisagée comme un nouveau moyen de 
former les équations différentielles qui doivent 
conduire à la détermination de chaque mouve- 
meht spécial. Il suffit, en effet, conformément 
à la méthode générale des maxima et minima 
fournie par le calcul des variations, d'exprimer 
que la somme précédemment indiquée est un 
maximum où un minimum (soit absolu , soit re- 
latif suivant les cas), en rendant sa variation nulle. 
Lagrange a expressément montré comment, 
d’après cette seule considération, on peut, en 
général, retrouver la formule fondamentale de 
la dynamique. Mais , quelqu'utile que puisse êlre 
en certains cas une telle manière de procéder , il 
ne faut point s’exagérer son importance ; car on 
ne doit pas perdre de vue qu'elle ne forirnit par’ 
elle-même aûcune intégrale finie des équations 
du mouvement; elle se borne seulement à étabhr 
ces équations d’une autre manière, qui peut quel- . 
quefois être plus convenable. Sous ce rapport, le 
théôrème de la moindre action est certainement 
moins précieux que celui des forces vives. Quoi 
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qu il en soit , il co nvient de remarquer ici avec 
Lagrange que l’ensemble de ces deux théorèmes 
peut.être regardé , en thèse générale, comme suf- 
sant pour l'entière détermination du mouvement 


? 
-d'un corps. 


Le théorème de la moindre action a aussi été 


présenté par Lagrange sous une aulre forme gé- 


nérale , spécialement destinée à rendre plus sen- 
sible son interprétation concrète: En effet, l’élé- 
ment de la trajectoire pouvant évidemment être 
remplacé dans l'énoncé de ce théorème par le 


produit équivalent de la vitesse et de l'élément du 
temps , le théorème consiste alors en ce que cha- 
que corps du système décrit constamment une 


courbe telle que la somme des forces vives con- 


sommées en un temps donné pour parvenir d’une 
position à une autre est nécessairement un maxi- 


mu OÙ UN MUNLMUM: 
L’histoire philosophique des travaux Rclatife au 
théorème de la moindre action est particuliè- 


‘rement propre à mettre dans tout son jour l’in- 


suffisance complète et le vice radical des considé- 
rations métaphysiques employées comme moyens 
de découvertes scientifiques. On ne peut nier sans 
doute que le principe théologique et métaphy- 
sique des causes finales n’ait eu ici quelque uti- 
lité, en contribuant dans l’origine à éveiller 
l'atiention des géomètres sur cette LAPS RENE 
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propriété dynamique, et même en leur four is- | 
sant à cet égard quelques indications: Vagues. 
L'esprit de ce cours, tel que nous l’avons--déjà 
expressémentssignalé, ét tel qu'il se développera 
de plus en plus, par la suite, nous prescrit, en 
effet, de regarder , en thèse, générales les hy- 
pothèses théologiques et métaphysiques comme * 
aÿant été utiles et même nécessaires aux pro- 
grès réels de l'intelligence humaine, en soule- 
nant son activité aussi long-temps qu'a duré 
l’absence de conceptions positives d’une ‘géné- 
ralité suffisante. Mais, alors même, les  nom- 
breux inconvéniens fondamentaux inhérens à 
une telle manière de procéder vérifient claire- 
ment qu'elle ne peut être envisagée que comme 
provisoire. L'exemple actuel en offre une preuve 
sensible. Car, sans l'introduction des considéra- 
tions exactes et réelles fondées sur les lois géné- 
rales de la mécanique, on disputerait encore, 
ainsi que le remarque Lagrange avec tant de rai- 
son, sur ce qu'il faut entendre par la moindre 
action de la nature, la prétendue économie des 
forces ‘consistant tantôt dans l’espace, tanlôt 
dans le temps, et le plus souvent n’élant en ellet 
ui l'une ni l’autre. Îl est d’ailleurs évident que 
cette propriété n’a point ce caractère absolu qu'on 
aval d'abord voulu fai : imposer , puisqu'elle 


éprouve ansun grand nombre de cas des restric- 
x 
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| tions déterminées. Mais ce qui rend surtout 


manifeste de vice radical des considérations pri- | 
müitives , c’est que , d'après l'analyse exacte de la 


_ question traitée par Lagrange, on*voit que lin- 
| tégrale ci-dessus définie n’est nullement assujettie 
à: être nécessairement un 7unimum , et qu'elle 
peut, au éontraire, être tout aussi bien un maxt- 
mur , comme il arrive effectivement en certains 
cas, le véritable théorème général consistant seu- 
lement en ce que la variation de cette intégrale 
est nulle : que devient alors l'économie des forces, 
dé quelque manière qu'on prétende caractériser 
l'action? L'insuffisance et même l'erreur delar- 
gumentation de Maupertuis sont dès lors pleine- 
ment évidentes. Dans cette occasion, comme 
dans toutes celles où ila pu jusqu'ici y avoir con- 
éours , la comparaison a expressément constaté Ja 
supériorité immense et nécessaire de la philoso- 
phie positive sur la philosophie ‘théologique et 
métaphysique, non-seulement quant à la justesse 
_ét à la HPÉcRe des résultats effectifs ,; mais 
même quant à l'étendue des conceptions et à l'é- 
lévation réelle du point de vue intellectuel. 

Pour compléter cette énumération raisonnée 
des propriétés générales du mouvement, je erois 
devoir enfin signaler ici une derniere proposi- 
tion fort remarquable, qu'on ne place point ordi- 
nairement dans la même catégorie que les précé- 

> ‘ 
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dentes, et qui mérite cependant, à.un aussi haut 
degré, de fixer notre attention, soit par sa beauté 
intrinsèque ; soit surtout par limportance et 
l'étendue de ses applications aux problèmes dyna- 
miques les plus difficiles. Îl s’agit du célèbre 
théorème général découvert par Daniel Bernouilli, 
sur la co-existence des petites oscillations. Voici 
en quoi il consiste. : | ’ 

Nous avons vu, en commençant celte leçon, 
qu'il existe, pour tout système de forces, une 
situation équilibre stable, celle dans laquelle 
la somme des forces vives est un des maximum , 
suivant la loi de Maupertuis généralisée par La- 
grange. Quand le système estinfiniment peu écarté 
de cette situation par une cause quelconque, 1l 
tend à y revenir, en faisant autour d'elle une 
suite d’oscillations infiniment petites, graduelle- 
ment diminuées et bientôt détruites par la rési- 
stance du milieu et les frottemens , et qu'on peut 
assimiler à celles d’un pendule d’une longueur 
convenable “soumis à l'influence d’une gravité 
déterminée. Mais’ plusieurs causes différentes 
peuvent faire simultanément osciller le système 
de diverses manières autour de la position de sta- 
bilité. Cela posé, le théorème de Daniel Ber- 
nouilli consiste en ce qué toutes les espèces d’os- 
cillations infiniment petites produites par ces 


P 704 PHILOSOPHIE POSITIVE. 


. » . É , s _ Er 
divers dérangemens simultanés, quelle que soit 


leur nature, ne font simplement que se super- 
poser, en coexistant sans se nuire, chacune d'elles 


ayant lieu comme si elle était seule, On conçoit 
aisément l’extrême importance de cette belle 
proposition pour faciliter l'étude d’un tel genre 
de mouvemens, puisqu'il suffit d’après cela d’a- 
nalyser isolément chaque sorte d’oscillations pro- 
duite pars chaque perturbation séparée. Cette 
décomposition est surtout de la plus grande uti- 
lité dans les recherches relatives au mouvement 
des fluides, où un tel ordre de considérations se 


 présenie presque constamment. Mais la propriété 


découverte par Daniel Bernowilli n’est pas moins 
intéressante sous le rapport physique que sous le 
point de vue logique. En effet, envisagée comme 
une Joi de la nature, elle explique directément, 

de la manière la-plus satisfaisante, une foule de 
faits divers, que l'observation avait depuis long- 
temps constatés , et qu'on cherchait vainement à 
concevoir jusqu'alors. Telle est, par exemple, 
la coexistence des ondes produites à la surface d’un 


liquide , lorsqu'elle se trouve agitée à la fois en plu 


sieurs points différèns par diverses causes quel 


conques.. Telle est, surtout, dans l’acoustiqué, 4 
simultanéité des sons distincts produits par divers _- 


ébranlemens de Pair. Cette co-existence qui a: 


1 
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lie sans Fr usea entre les différentes ondes, so- 
nores , avait évidemment été souvent observée, 
puisqu'elle est uné des bases essentielles du mé- 
canisme de otre audition; mais elle paraissait 
inexplicableÿ on n’y voit plus maintenant qu'une 
conséquence immédiate du beau tHÉHE es de 
Daniel Bernouilli. | ù 


En considérant ce théorème sous le pointæe 


vue le plus philosophique, on ne le trouve peut- 
être pas moins remarquable par la manière dont 
il résulte des équations générales du mouvement, 
que par son importante analytique où physique. 
En effet cette co-existence des divers ordres d'oss 
cillations infiniment petites d’un système quél- 
conque, autour de sa situation de stabilité , a lieu 
parce que l'équation différentielle qui exprime la 
loi de un quelconque de cés mouvemensse trouve 
être lnéaïre , et conséquemment de la classe de 
celles dont l’intécrale générale est nécessairement 
la simple somme d’un certain nombre d’intégrales 
particulières. Ainsi , sous le rapport analytique, 
la superposition des divers mouvemens oscilla- 
“oires a pour cause l'espèce de superposition qui 
s'établit alors entre les différentes intégrales cor- 
. espondantes. Cette importante: corrélation est 
certainement , comme observe avec raison La- 
gi un des plus beaux exemples de cette har- 
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monie necessaire entre l’abstrait et le concret 

s L4 e , _. L1 ‘* ñ 
dont la philosophie mathématique nous a offert 

ps ‘ ï ji fn (à 

tant de vérifications âädmirables. 

Felles sont les principales considérations phi- 
Hsomtiques relatives aux différens théorèmes gé- 
néraux “découverts ] jusqu’ jél dans la mécanique 


rationnelle, et qui tous dérivent, comme de sim-_ 


ples déductions analytiques plus on moins éloi- 
gnées, des lois fondamentales du mouvement sur 
lesquelles repose le système entier de la science 
phoronomique: L'examen sommaire de ces théo- 
rèmes , dont l'ensemble constitue an des monu- 
mens les plus imposans de l’activité de l’intelli- 
gence humaine’ convenablement dirigée , était 
indispensable pour achever de détérminer le ca- 
ractère phijoso phiqie. de la science de l'équilibre 


et du mouvement, déjà suffisamment tracé dans 


les leçons be à l'égard de la méthode. 


Nous pouvons donc maintenant nous former net- 
iement une idée générale de la naturé propre de 
cette seconde branche dé la mathématique. .con- 
crête, ce qui devait être le seul objet HE de 
notre travail à ce sujel.… nd 


*. 


Je me suis cforcé , dans ce volume , de fairé . 


sentir , autant qu'il a été cn mon pouvoir, en 
quoi consiste réellement la philosophie mathémas 
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tique , SOI {quant à ses conceptions abstraites ; soit 
quant à ses divers ordres de considérations con- 
crêtes, soit enfin quant à la corrélation intime et 
permanente qui existe nécessairement entre Îles 
unes et lesautres. Je regrette vivement que les li- 
mites dans lesquelles j'ai dû me renfermer , vu la 
destination de cet ouvrage, né m’aient point permis 
de faire passer , autant que je l'aurais désiré, dans 
l'esprit du lecteur mon sentiment profond de la 
nature de cette immense et admirable science , 


qui, base nécessaire de la philosophie positive 


tout entière, constituetd'ailleurs évidemment ; 
en elle-même, le témoignage le ‘plus irrécusable 
de la portée du génie humain. Mais j'espère que 
les penseurs sh pas le maiheur d’être entiè- 
rement Pres À cette science fondamentale 
pourront , d’aprèsies réflexions que j'ai indiquées, 
parvenir à en concevoir nettement le véritable , 
caractère philosophique. 

Pour présenter un aperçu vraiment complet de 
la philosophie mathématique dans son état actuel, 
jai indiqué d'avance (voyez la 3° Leçon) qu'il me 
reste encore à considérer une troisième branche 
de la mathématique concrète, celle qui consiste 
‘dans l'application de l'analyse à l'étude des phé- 
nomènes thermologiques , dérnière grande con- 
quête de lesprit humain, due à l'illustre ami 
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dont je déplore la perte récente , l’immor tel Fou- 
rier , qui vient de laisser dans le: tonte savant une 
si profonde lacune , long-temps destinée à étre de 
jour en jour plus fortement sentie. Maïs, afin de 
ne m'écarter que le moins possible des habitudes 
encore universellement adoptées/lj'ai annoncé que 
je croyais devoir ajourner cet important examem 
jusqu'à ce que l’ordré naturel des considérations 
exposées dans cet ouvrage nous ait conduits à la 
partie de la physique qui traite de la thermologie. 
Quoiqu'une telle transposition ne soit point véri- 
iablement rationnelle , il ñen saurait résulter 
cependant qu’ un inconvénient secondaire, lap- 
préciation philosophique pe je présenterai ayant 
d'ailleurs exactement le même caractère que si 
elle eût été.placée à son véritable rang logique. 
Considérant donc maintenant la re 


À mathémalique comme complétement caractérisée, 


vous devons procéder à l’examen de son applica- 
lion plus ou moins parfaite à l'étude des divers 
ordres de phénomènes naturels suivant leur degré 
de simplicité, application qui, par elle-même, 


est d ailleurs évidemment propre à jeler un nou- 


veau Jour sur les vrais principes de cette philoso: 
phie , et sans laquelle , en effet, ils ne saur aient 
être convenablement appréciés, Tel sera l objet du 
volume suivant, en nous conformant à l'ordre en- 
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cyclopédique rigoureusement déterminé dans la 


secondelecon , d’après la nature spéciale de cha- 


cune des'classes principales de phénomènes que 
nous avons établies, et, par conséquent, en com- 
mençant par les phénomènes astronomiques à 
l'étude approfondie desquels la science mathéma- 
tique est éminemment destinée. 
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